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Abstract

The generalized Grothendieck’s conjecture of periods (CPG)g predicts that if M is
a l-motive defined over an algebraically closed subfield K of C, then
deg.transcg, K(périodes(M))=>dimg MT(M¢). In this article we propose a conjecture
of transcendance that we call the elliptico-toric conjecture (CET). Our main result is
that (CET) is equivalent to (CPG)y applied to 1-motives defined over K of the kind
M=[7"4 H_;':l &;x G)]. (CET) implies some classical conjectures, as the
Schanuel’s conjecture or its elliptic analogue, but it implies new conjectures as well.
All these conjectures following from (CET) are equivalent to (CPG)y applied to well
chosed 1-motives: for example the Schanuel’s conjecture is equivalent to (CPG)g
applied to 1-motives of the kind M = [Z" 4 G),].
© 2002 Published by Elsevier Science (USA).
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Introduction

Notons Q la cloture algébrique de @ dans C, et K un sous-corps
algébriquement clos de C, non nécessairement algébrique sur Q.

Soit X une variété algébrique projective lisse définie sur K. Dans [§],
Grothendieck prouve que l'intégration des formes différentielles fournit un
isomorphisme canonique P: Hiz (X)®xC—H*(X(C),K)®C entre la
cohomologie de de Rham algébrique Hj,(X) et la cohomologie singuliére

*Current address: Universitit Regensburg, NWFI-Mathematik, Regensburg 93040, Ger-
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H*X(C),K) = H*(X(C),Q)®q K de X. Les périodes de X sont les
coefficients de la matrice de cet isomorphisme B relative a des K-bases de
HiR (X) et H*(X(C), K) quelconques fixées. Toujours dans [8] note 10, il fait
allusion a une conjecture générale de transcendance pour ces périodes de X,
mais c’est seulement dans [9] note historique p. 43, que cette conjecture
apparait de maniére explicite pour la premiere fois. Si on introduit la notion
de groupe de Galois motivique de X, Guo(X) (i.e. le sous-groupe de
(IT; GL(H(X(C),@))) x GL(Q(1)) qui fixe les classes fondamentales des
cycles algébriques sur les puissances de X)), cette conjecture peut aussi se
formuler sous la forme plus explicite suivante (cf. [3] 1.8):

Conjecture des périodes de Grothendieck. Si X est une variété algébrique
projective lisse définie sur Q, alors

deg.transcg Q(périodes(X)) = dimg Gmoy(X). (CP)

Dans [3, §2], on propose une généralisation de cette conjecture aux motifs
mixtes définis sur un sous-corps de C, non nécessairement algébrique.
Toutefois il y a un probléme de définition du groupe de Galois motivique.
Nous allons donc nous limiter aux 1-motifs, et remplacer, faute de mieux, le
groupe de Galois motivique par le groupe de Mumford-Tate, suivant [3] 2.2:

Conjecture des périodes généralisée pour les 1-motifs (André). Si M est un 1-
motif défini sur K, sous-corps de C non nécessairement algébrique, alors

deg.transcg K(périodes(M))>=dimg MT(Mc). (CPG)k

Remarquons que (CPG)g s’écrit avec une égalite car d’apres [3] 2.1 on a
toujours I'inégalité deg.transcg K(périodes(M))<dimg MT(M¢c)+
deg.transcq K.

Dans [4, §4] conjecture 2, D. Bertrand donne une minoration conjecturale
du terme de gauche de (CPG)g en fonction des représentations galoisiennes
attachées a M. L’extension aux 1-motifs de la conjecture de Mumford-Tate
permettrait d’établir I’équivalence de la conjecture 2 de Bertrand avec
(CPG)g.

Dans cet article, on propose une conjecture de transcendence, qu’on
appelle conjecture elliptico-torique (CET), et notre résultat principal
(Théoréme 1.2) est que (CET) est équivalente a (CPG)g, appliquée aux 1-
motifs de la forme M =[Z"% []i_, & x G, ], ou les &; sont des courbes
elliptiques deux a deux non isogenes. Notre conjecture (CET) implique des
conjectures de transcendance ‘‘classiques”, parmis lesquelles les plus
fameuses sont les suivantes: la conjecture de Schanuel, I’analogue elliptique
de la conjecture de Schanuel, une conjecture modulaire qui généralise un
théoréme de Nesterenko (voir [12]), ... Mais a partir de (CET), on peut aussi
construire d’autres conjectures de transcendance, qui, & ma connaissance, ne
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se trouvent pas dans la littérature (voir Remarque 1.4). Chacune de ces
conjectures, qui peuvent se déduire de (CET), est équivalente a (CPG)g
appliquée a un 1-motif bien choisi: par exemple, la conjecture de Schanuel
est équivalentes a (CPG)g appliquée a des 1-motifs de la forme M =
[Z" = G} (Corollaire 1.3).

La démonstration du Théoréme 1.2 repose essenticllement sur deux calculs:
le calcul de la matrice des périodes de M et le calcul de la dimension sur @ du
groupe de Mumford-Tate de M. Voici comment est organisé ce travail: Dans
la premiére section, on énonce la conjecture (CET). Dans la Section 2, on fait
quelques rappels sur les 1-motifs, leurs réalisations et leurs groupe de
Mumford-Tate. Dans la Section 3, on prouve que (CPG)y appliquée aux 1-
motifs sans partie abélienne est équivalente a la conjecture de Schanuel
(Corollaire 1.3). Méme si ce résultat peut étre vu comme un corollaire du
théoréme principal, on en donnera une autre preuve qui met en évidence le
fait qu’on ne fait pas un simple décompte sur les degrés de transcendance,
mais qu’il faut vraiment entrer dans la structure du groupe de Mumford-Tate
des 1-motifs (cf. 3.4 et 5.4). Les Sections 4 et 5 sont les plus techniques: elles
contiennent le calcul de la matrice des périodes et du groupe de Mumford-
Tate des 1-motifs dont I’extension sous-jacente est triviale. Dans la derniére
section, on démontre notre résultat principal (Théoréme 1.2).

Ce travail correspond a un chapitre de ma thése de doctorat faite sous la
direction de Yves Andr¢. Je suis trés reconnaissante envers Daniel Bertrand
des diverses discussions que nous avons eues sur ce sujet. Je tiens aussi a
remercier Gisbert Wiistholz pour ses nombreux commentaires sur ce travail.

Dans tout larticle, Q désigne la cléture algébrique de @ dans C, et K un
sous-corps algébriquement clos de C, non nécessairement algébrique sur Q.

1. La conjecture elliptico-torique

1.1. Pour énoncer notre conjecture elliptico-torique, on a besoin de
quelques notations. Si & est une courbe elliptique, on note j(&) son
invariant modulaire, w;,w; (resp. #,,1,) ses périodes (resp. ses quasi-
périodes) et k = End(&) ® zQ son corps des endomorphismes. Si P est un
point de &(C), p (resp. d) désigne une intégrale elliptique de premiere (resp.
de deuxiéme) espéce associée a P.

Conjecture elliptico-torique. Soient &1, ..., &, des courbes elliptiques deux d

deux non isogenes. Si qi, ..., q, sont des points de C* et Pyj, ..., Py des points
de (6))c(C), alors

deg.transcg Q(2im, ¢;,log C]laj(gj),601},602/,771_/,’72_/‘, Pi/al’i/adii)jzl ,,,,, ni=1,....r

>rang{ gy, + Y 2dim 1(6) +4 Y (dimg k) —n+1,  (CET)
=1 =1
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ou {q> est le sous-groupe multiplicatif de C* engendré par les {q;},_,. ., et
1(8)) est le sous kj-espace vectoriel de C/k; w\; + k;j wy; engendré par les

{pij}izl ..... s

1.2. Théoréme. Pour les 1-motifs de la forme M =[2"% [[;_, &; x G,],
(CPG)g est équivalente d (CET).

1.3. Corollaire. Pour les 1-motifs sans partie abélienne, (CPG)y est
equivalente d la conjecture de Schanuel (CS).

1.4. Remarque. (1) On rapprochera I’expression 4 Z}’:l(dim@ kj)*1 —n+1
qui apparait dans la conjecture (CET), aux résultats obtenus par
Wiistholz, dans [14] Prop. 2 et [15] th. 5, sur la dimension du Q-espace
vectoriel engendré par 2im, les périodes et les quasi-périodes de n courbes
elliptiques.

(2) La conjecture (CET) implique des conjectures de transcendance
“classiques” comme la conjecture de Schanuel, ’analogue elliptique de la
conjecture de Schanuel, ... Mais a partir de (CET), le lecteur peut s’amuser a
“construire” d’autres conjectures, qui ne se trouvent pas dans la littérature.
Voici par exemple deux nouvelles conjectures qui peuvent se déduire de
(CET):

® Conjecture elliptique: Soient &1, ..., &, des courbes elliptiques deux a
deux non isogenes. Si Pyj, ..., P,; sont des points de &;(C), alors

deg.transcg Q( (&), w1, a1, Myj> Majs Pijs Pijs dzj’)jz]l ,,,,, n
i=

=

2dimg 1(6) +4 Y (dimgkp) ' —n+1, (CE)
J=1 ' =1
ou I(&;) est le sous kj-espace vectoriel de C/k; wy; + k;j w,; engendré par
les {pjj};.
® Conjecture modulaire: Soient ¢, ..., g, des points de C* tels que lgil<1
pour j =1, ...,n. Notons J(g;) = % + 744 + --- 'invariant modulaire de
]
la courbe elliptique C*/q7 et & une courbe elliptique dinvariant
modulaire J(g;). Supposons que les courbes elliptiques &1, ..., &, soient
deux a deux non isogenes. Alors
deg.transcg Q(2im, ;, J(;), 017, @25 M1j5M2j)j=1,.

n

>rang{q;);+4 Y (dimgk) ' —n+1, (CM)
=1

ou (g;»; designe le sous-groupe multiplicatif de C* engendré par les
{43
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(3) J. Ax a conjecturé une version formelle de la conjecture de Schanuel: Si
V1, .o Yn €C[[21, ..., t]] sont linéairement indépendants sur @, alors

) 0y;
deg'transc@ @(yl> < Vs e’ 5 .. _e}n)>n + rang (%)
J

f:l ..... n

Dans [1], il démontre que cette version formelle de la conjecture de Schanuel

est équivalente a la conjecture de Schanuel et il en vérifie un cas particulier.
Signalons aussi que dans [5] Coleman a prouvé, en s’inspirant de [1], le

théoréme suivant: Soient ¢ I’anneau des entiers de @ et E le corps des

fractions de O[[t1, ...,tm]]. Si Vi,...,v,€Q[[t1, ..., tn]] sont linéairement

indépendants sur Q, alors

deg.transcg E(y1, ..., yn,€", ...e"") =n.

1.5. Exemples. (1) Soient geC* et K la cloture algébrique de Q(g).
Considérons le 1-motif M = [Z 4 G,,] avec u(1) = g€ G,,(K). Si on applique
(CPG)gx @ M on a

si gy,

2
deg.transcg K(log ¢, 2im) > { .
1 sigeu,.

D’autre part, posons x; =logg et x, = 2in. La conjecture de Schanuel
appliquée a x; et xp, nous dit que si logg et 2in sont Q-linéairement
indépendants (i.e. si ¢ n’est pas une racine de 1'unité), alors

deg.transcg Q(log g, 2im, q) >2.

Par conséquent, dans le cas ou ¢ n’est pas une racine de I'unité, la conjecture
(CPG)g appliquée a M =[Z % G,,] est équivalente a la conjecture de
Schanuel appliquée a x; et x,.

(2) Soit & une courbe elliptique pas de type CM. Considérons le 1-motif
M =1[02 &) qui est défini sur K la cloture algébrique de Q(j(&)). Notons
oy, (resp. ny,4,) les périodes (resp. les quasi-périodes) de &. Si on
applique (CPG)g a M =[0% &], on obtient la conjecture suivante

deg.transcg Q(j(&), w1, w2,1y,1) =4,

i.e. quatre au moins des cinq nombres j(&),wi,w2,n, et n, sont
algébriquement indépendants sur Q. En particulier, si la courbe elliptique
est définie sur @, on retrouve la conjecture des périodes de Grothendieck
(CP)
deg.transcg Q(w1, w2,1;,4,) = 4.
(3) Soient & une courbe elliptique pas de type CM et P un point de &¢(C)
d’ordre infini. Considérons le 1-motif M =[Z %, &] avec u(1) = P, qui est

défini sur K la cloture algébrique de Q(j(&), P). Notons wy, w; les périodes
de & et p un logarithme elliptique de P. La conjecture (CPG)g appliquée a
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M =[Z% &), nous fournit la conjecture suivante
deg.transcg Q( (&), w1, w2, P,p) =3,

i.e. trois au moins des cinq nombres j(&), w1, w,, P et p sont algébriquement
indépendants sur Q.

(4) Soit M =02 &] avec & une courbe elliptique de type CM. Notons
w1,y (resp. 1;,n,) les périodes (resp. les quasi-périodes) de &. Si on
applique (CPG)g @ M =[0% &], on trouve le théoréme de Chudnovsky

deg.transcg Q(wy, w2, 1y,1,) = 2.

(5) Soient & une courbe elliptique de type CM et P un point de &¢c(C)
d’ordre infini. Considérons le 1-motif M =[Z %, &] avec u(1) = P, qui est
défini sur K la cloture algébrique de @Q(P). Notons w1, m; les périodes de & et
p un logarithme elliptique de P. La conjecture (CPG)g appliquée a M =
[Z & &], nous fournit la conjecture

deg.transcg Q(w1, P,p) =2,

i.e. deux au moins des trois nombres w;, P et p sont algébriquement
indépendants sur Q.
(6) Soient g C* tel que |¢|<1, J(q) = $+ 744 + --- Iinvariant modulaire

de la courbe elliptique C*/¢%, et & une courbe elliptique de type CM
d’invariant modulaire J(g). Notons w;,w; (resp. 1;,1,) ses périodes (resp.
ses quasi-périodes). Considérons le 1-motif M =[Z 4 & x G,,] avec u(l) =
(0, ¢), qui est défini sur K la cloture algébrique de Q(g, J(g)). Si on applique
(CPG)x a M =[Z% & x Gy, on trouve un théoreme de Y. Nesterenko
(voir [12]):

deg.transcg Q(g, w1, 2im) = 3.

2. Rappels sur les 1-motifs

2.1. Un I-motif M = [X % G] sur K consiste en

(a) un Z-module libre de type fini X,

(b) une extension G d’une variété abélienne 4 par un tore 7', définie sur
K:

(¢) un homomorphisme u: X — G(K).

On désigne par M¢ le 1-motif sur C (X, A¢, T, G, u). On peut associer a
M =[X 4 @] sa réalisation de Hodge, sa réalisation de de Rham et son
groupe de Mumford-Tate:

® Réalisation de Hodge de M: Désignons par Tz(Mc) le produit fibré de
Lie(Ge) et X au dessus de Ge: T7(Mc) = {(g, x)eLie(Ge) x X | exp(g) =
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u(x)}, ouexp : Lie(Gg)— Gg est Papplication exponentielle. Le Q-espace
vectoriel Ty(M¢) = Tz(M¢)® 7z Q est la réalisation de Hodge du 1-motif
M. On définit une filtration croissante W, sur Tz(Mcg) de la
fagcon suivante: Wy(Tz(M¢)) = Tz(M¢), W_(Tz(M¢)) = H(Gg, Z),
W o(Tz(Mg)) = Hi(Te,Z). On a  évidamment Gr,) (Tz(Mc))=
X,Gr" (T7(Me))=H(4c,7) et Gr'"(Tz(Mc))=H(T¢,Z).  Sur
Tec(M¢) = Tz2(Mc)®7 C est définie une filtration décroissante F* et le
triplet (Ty(M¢), We, F*®) que I'on obtient ainsi, est une (-structure de
Hodge mixte sans torsion, de niveau <1, de type {(0,0),(0,—1),(—1,0),
(—1,=1)}, et telle que Gerl(TH(MC)) soit polarisable. (cf. [6] (10.1.3)).

® Réalisation de de Rham de M: Plagons-nous dans la catégorie des
complexes de faisceaux abéliens pour la topologie fppf et considérons M
comme un complexe concentré en degrés —1 et 0. D’apres [6] (10.1.7) (a),
(b) et (c), Ext!(M,G,) est un espace vectoriel de dimension finie et
Hom(M, G,) = 0. Donc grace aux résultats de [10] chap.1 (1.7) éténdus
aux complexes de faisceaux abéliens, on peut conclure qu’il existe une
extension universelle vectorielle de M par le groupe vectoriel
Hom(Ext'(M,G,),G,). On note cette extension M* = [X —»G°]. Le K-
espace vectoriel T r(M) = Lie(G") est la réalisation de De Rham du 1-
motif M. Comme pour la réalisation de Hodge, on définit une filtration
croissante W, sur Tyr(M): Wo(Tr(M)) = Tar(M), W_1(Tyr(M)) =
Tr(G), W_o(Tyr(M)) = Hom(T,G,,)” ® K, ou Tyr(G) est lalgébre de
Lie de Pextension universelle vectoriclle de G par le groupe vectoriel
Hom(Ext!(G, G,), G,).

® Groupe de Mumford-Tate de M: Désignons par {(Ty(Mc), We, F*)> ®
la sous-catégorie tannakienne neutre de la catégorie des Q-structures de
Hodge mixtes engendrée par Ty(Mc¢). Cette sous-catégorie est munie du
foncteur fibre o qui associe a chaque objet H de {(Tu(Mc), W, F*)> ®
son Q-espace vectoriel sous-jacent. D’aprés [7] 2.11, le foncteur Aut® (w)
est représentable par un Q@ -sous-groupe algébrique fermé P de
GL(Tu(Mc)) et o définit une équivalence de catégories tensorielles
UTu(Mg), We,F*)>® — (Repg(P), ®), ol Repg(P) est la catégorie des
représentations de dimension finie de P sur Q. On appelle P le groupe de
Mumford-Tate de M. Dans la suite on le notera MT(Mc¢). D’aprés [13]
Chapitre 2 §2, MT(M¢) est muni d’une filtration croissante, W,, définie
sur Q:

Wo(MT(M¢)) = MT(Mc),

W_1((MT(Mc)) = {ge MT(Mc) | (g — id)Tu(Mc) =Hi(Ge, Q), (9 — id)H,
(Ge, Q) =H(Te, Q), (¢ — id)H (T, Q) = 0},

W_a(MT(Mg)) = {ge MT(Mc) | (g — id) Tu(Mc) SHi(Tc, Q), (9 — id)H,
(G, @) = 05
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Si on pose GrgV(MT(M@)) = Wy /W_1(MT(M¢)), d’apres [B83, §2.2] on
sait que

° GrOW (MT(M¢g)) agit trivialement sur GrgV (Tu(M¢)) et par homothéties
sur Gr"’5(Ty(Mp));

® |'image de GrOW(MT(MC)) dans GL(Gerl(TH(M@))) est le groupe de
Mumford-Tate de 4, noté MT(A¢).

2.2. Dans [6] (10.1.8), Deligne prouve que lintégration des formes
différentielles fournit un isomorphisme canonique de C-espaces vectoriels

P: Hr(M)®k C>Hu(Me)®a C

ou Hyr(M) = Hom(T4r(M), K) et Hu(M¢) = Hom(Ty(Mc), Q). On ap-
pelle matrice des périodes de M la matrice de 'isomorphisme P relative a des
K-bases de Hgr(M) et Hy(Mc)®g K quelconques fixées. Le corps
K(périodes(M)) engendré sur K par les coefficients d’une telle matrice, est
indépendant du choix des K-bases.

2.3. Remarque. Puisque le théoréme [6] (10.1.3) est vrai a isogénie pres, deux
I-motifs isogénes ont les mémes périodes et le méme groupe de Mumford-
Tate. On va donc pouvoir travailler a isogénie pres.

3. Cas des 1-motifs sans partie abélienne

3.1. Soit M =[X % T] un 1-motif défini sur K sans partie abélienne. On
peut supposer X = Z" pour un certain entier r>0, et puisque K est
algébriquement clos, on a que 7=, pour un certain entier s>0. Notons
{z;} une base de Z" et {x;} une base du groupe de caractéres du tore G,
X4G,). Si¥:Z" x X*(G,,) > G,(K) est la forme bilinéaire induite par u, on
pose ¢y = ¥Y(zi,x;), de sorte que u(z;) = (¢, ...,qis)€G) (K) pour i=
I, ...,r.

T ou

3.2. Lemme. Une matrice des périodes du 1-motif M = [Z" “ G, ] a la forme

suivante:
log g1 log g1
Id, : - :
log g1 log g
0 2intldxs

Preuve. Puisque M n’a pas de partie abélienne, on observe d’apres [6] (10.1.7)
(b) que Ext'(M,G,)=Hom(Z',G,) De plus puisque Ext!(G,,,G,) =0,
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I’extension universelle vectorielle de M est canoniquement scindée, i.e.
(G})* = G}, x (Ext'(M,G,))". Par définition de réalisation de de Rham,

on a alors que Tyr(M) = Tyr(G) x (Z" ® K), i.e. la suite exacte

m
0—>Hom(Zr®K, K)—>HdR(M)—>HdR(an)—>O
est canoniquement scindée. Pour ce qui concerne la réalisation de Hodge,
d’apres 2.1, elle s’inscrit dans la suite exacte
0-Hi(G,,, @) > Tu(Mc)»Z'®@Q—0

Choisissons maintenant des bases: Notons 7, “un” relévement de z; dans
Tu(Mc) et {dz;} 'image dans Hqr (M) de la base de Hom(Z" ® K, K) qui est
duale a {z;}. Soit {y,} la base de H(G;,, Q), telle que {%} soit la base duale
de {x;}. Avec toutes ces notations on peut conclure que, dans les bases
{dz,»,”i—*;’} de Hgr(M) et {7;,7,} de Tu(Mc), la matrice des périodes a la forme
désirce. [

3.3. Remarque. Les déterminations des logarithmes complexes, qui apparais-
sent dans la matrice des périodes, ne sont pas bien définies car elles dépendent
du relévement dans Ty(Mc) de la base de Z"® Q. Toutefois, le corps K
(périodes(M)) étudié dans la conjecture des périodes généralisée se revéle étre
indépendant du choix de ce relevement car il contient forcément 2.

3.4. Proposition. Soit M = [Z" % G;,] un 1-motif défini sur K, avec u(z;) =
(41, ---»4is) €G) (K). Notons L(T) le sous Q-espace vectoriel de C/2inQ
engendré par les {log q;1};,. Alors

dimg MT(M¢) = 1 + dimg L(T).

Preuve. Posons U(MT(M¢)) = ker[MT(M¢c)—> MT(W_(Mc¢))]. Puisque
M est sans partie abélienne on observe que W_[(MT(Mc)) =

UMT(Mc)) et Gry (MT(Mc)) = MT(G’). On a donc que
dimg MT(M¢) = 1 + dimg UMT(M¢)). (3.4.1)

Soient u(Z") la cloture de Zariski de I'image de u dans G) , G’ la composante

neutre de u(Z"), et N I'indice de G’ dans u(Z"). Puisque K est algébriquement
fermé on a G' = G}

> pour un certain §<s. Le diagramme suivant

7 g
u J, l, Nu
S N S
G, — G
fournit une isogénie entre M et le 1-motif [Nu:Z" — G} ], qui est isogéne a
M=[Nu:7" - G} ]®[0:0 — G, °]. Mais alors, d’aprés la Remarque 2.3
on peut travailler avec le 1-motif M au lieu du I-motif de départ M.
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Si on pose M' =[u' = Nu:7" - G ], ou u/(1,...,1) = (1, ...,§ ) avec
qi=(qy, ...,qgs)e(K*) , on remarque facﬂement que UWMT(Me)) =
U(MT(My)). Puisque «' est dominant, si on applique la proposition 1 de
[2] a M, on trouve que

dimg UMT(Mc)) = dimg Homp(F - /(Z"); H((G},,Q))  (3.4.2)

ou F= M;,5(Q). Pour que le calcul de dimg U(MT(Mc)) soit indépendant
du choix des logarithmes (voir Remarque 3.3), on va travailler modulo 2ir.

A partir de :7" - G, construisons un homomorphisme

U':Q - (C/2inQ)° de la fagon suivante
U:Q - Lie(G) - LieG)/QinQ) =(C/2inQ)

ne; +— nlogq; nlogq'

ou {e=1(0,...,1,...,0)} est la base canonique de Q', logqg ;=
(log gy, ...,log ¢;-)eC’, et logg,; est image de logg; dans (C/2inQ)".
Désignons par L(T") le sous @ -espace vectoriel de C/2inQ engendré par les
{log qj;};; et SOﬁt {logdq;, ; bie,..,
de F sur U'(Q") est donnée par la formule

F-U'(@)-U(Q")

dimg () une base de L(T"). Puisque I'action

=
.9
=

@‘1;'1 all@q§'1+"'+alf@qgi

as 55 @qk aﬂ@qil-&--l-aﬁ@%
on trouve que

dimg L(T"
Z;L"f@ (T") (zz) k’ng,,/,

F-U @)= : ; ayye@ vl et k

dima LT (i) [og
ot ag;, log 4;,

dimg L(T") o
= Z F-(log 6];“/»1 etl)
I=1

ou e| est le transposé du premier vecteur de la base canonique de Q'
Les composantes irréductibles du F-module F-U'(Q") sont donc les
F-modules {F - (log ¢; ; )} /-1, dimgr(r)- Puisque Hi(G,,,Z) @ @=2in - @
est irréductible, d’apres le lemme de Schur, on obtient alors que

dimg Homg(F - ¢/ (Z"); H\(G},, Q)) = dimg L(T"). (3.4.3)

Grace a (3.4.1) et a (3.4.2) on peut conclure. [
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3.5. Preuve de 1.3. (A) (CPG)g implique (CS):

(Al) 2in appartient au Q@ -espace vectoriel engendré par xi, ..., Xy
Supposons que 2in = x;. Notons k la cloture algébrique de Q(q, ...,¢s_1)
dans C, ot ¢ = €™, ...,¢q,_1 = €', et considérons le 1-motif, défini sur k,
M =[Z %G ' avee u(l) = (q1, ..., qs_1) e (k*) !, D’aprés 3.2, les périodes
de M sont les loggq,...,logq, 1,2in, et puisque les xi,...,x;_; sont
linéairement indépendants sur @Q, grace a 3.4 on a dimg MT(M¢) = s. Si
on applique la conjecture des périodes généralisée (CPG), a ce 1-motif M =
[Z G, '], on obtient I'inégalité

deg.transcg k(log gy, ...,log g,_1,2im) =5

qui n’est autre que la conjecture de Schanuel appliquée a x1, ..., x;.

(A2) 2in n’appartient pas au QQ -espace vectoriel engendré par xj, ..., Xy
Notons k£ la cloture algébrique de Q(gj, ...,qs) dans C, ot ¢ = €%, ..., ¢, =
e%, et considérons le 1-motif, défini sur k, M =[Z 4 G),] avec u(l) =
(q1,...,q5)e(k*)’. Grace a 3.2, les périodes de M sont les
log q1, ...,1log gy, 2im, et puisque les xi, ..., x; sont @ -linéairement indépen-
dants, d’aprés 3.4 on a dimg MT(Mc)=s+ 1. La conjecture (CPG),
appliquée a ce l-motif M =[Z4%G,], nous dit alors que
deg.transcg k(log g1, ...,log g, 2im)>s+ 1 et donc

deg.transcg Q(x, ..., x5, €, ...e",2im) =5+ 1.

Mais ceci implique que deg.transcg Q(xi, ..., X5, €, ...e%) =s.

(B) (CS) implique (CPG)g:

Soit K un sous-corps de C algébriquement fermé, mais qui n’est pas
nécessairement algébrique. Considérons un l-motif M = [Z" % G} ] défini
sur K, sans partie abélienne et avec u(l,...,1)=(¢1,...,q,), ol §;=
(G, ---. qis) € (K*)". D’apres 3.2, les périodes de M sont les log g;;, 2im. Soit
P(M) le sous Q-espace vectoriel de C engendré par ces périodes. Notons d sa
dimension et xi, ..., x; une Q-base. Puisque les x1, ..., x; sont Q -linéairement
indépendants, si on applique la conjecture de Schanuel a x, ..., x; on trouve que

deg.transcq K(périodes(M)) >deg.transcq Q(2ir, log gy, ), ;= d

Mais d’apres 3.4, on sait que dimg MT(M¢) = d et donc on peut conclure
que deg.transcq K(périodes(M))=>dimg MT(M¢). O

4. Calculs de périodes

4.1. Considérons un I-motif défini sur K de la forme M =
[Z’MH;’ZI & x G,), ot &, ...,8, sont des courbes elliptiques deux a
deux non isogénes. Notons {z;} une base de Z" et {x;} une base du groupe de
caractéres du tore G), X*(G)). Si ¥:Z" x X*(G),) - G,u(K) est la forme

bilinéaire induite par uy, on pose ¢; = ¥(z;,x;) de sorte que ur(z;) =
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(qi1s ---»4is) €G, (K). De plus, soit uu(z;) = (P, coos Pn)eIT]_ 8;(K). Dé-
signons par {;,7,} une K-base de H)p(&)) ot w; est une forme différentielle
de premiere espece et i; une de deuxiéme espece, et par {y;,7,;} une base de
Hi((&))c,Z). Enfin notons wy; = fm wj et wy; = fm wj (resp. 1y; = j;l/ n; et
Ny = J . 1;) les périodes (resp. les quasi-périodes) de &;.

72

Proposition 4.2. Une matrice des périodes du 1-motif M = [Z" >, IT 16 %
G,,] a la forme suivante:

pu diy - o py dy loggn log g1
e S S S : :
Pt da e P dy loggp log gy
Wi Ny
w21 My 0
0
0
Win MNip
0 W My
2inldy g

ol pyj = fOP”a)jmod@wlj—l—@wzj et dij:f:i’njmod@nlj—k@nszouri:
I,...,retj=1,...,n.

Preuve. Posons A =1I]_,8;, T=G,, et G=AxT. Dapres 2.1, la
réalisation de de Rham de M s’inscrit dans le diagramme

0
Tar(T)
Y,_,:

00— TdR(G) C» TdR(M) —Z"QQK — 0
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ou la suite exacte verticale est canoniquement scindée car G = 4 x T. On
obtient alors la suite exacte

0—Hom(Z' ® K, K)—Har(M) % Hl(G)—0, 4.2.1)

ou ¢ est la transposée de i. Vérifions que cette suite exacte est
canoniquement scindée. Posons Mp =[Z""5T] et My =1[Z""%, A]. Les
réalisations de de Rham de Mt et M, s’inscrivent dans les suites exactes

0 Tar(T) > Tar(M7)>Z @ K—0 4.2.2)

0- Tar(A) > Tor(M4)>Z @K —0 (4.2.3)

Montrons que ces deux suites exactes sont canoniquement scindées:

(1) Puisque Ext'(G,,, G,) = 0, 'extension universelle vectorielle de My est
canoniquement scindée et donc la suite exacte (4.2.2) admet une section
canonique 17 : Tgqr(M7) > Tar(T) i.e. 7017 = id.

(2) Soient M’ = [X — G*] I'extension universelle vectorielle de M, par le
groupe vectoriel (Ext!(M 4, G,))” et A® extension universelle vectorielle de
A par le groupe vectoriel (Ext!(4,G,))" . Plagons-nous dans la catégorie des
complexes de faisceaux abéliens pour la topologie fppf et considérons M,
comme un complexe concentré en degrés —1 et 0. Puisque Hom(X[1], G,) =
0, a partir de la suite exacte 0 —» X[1]» M 4— A — 0, on obtient la suite exacte
longue

0—Ext!(4, G,) - Ext'(M 4, G,) - Ext' (X[1], G,)— ---

La premiére fléche de cette suite exacte longue nous fournit la fleche o du
diagramme commutatif

0 — (Bxt!(M4,G,))Y — G4 — 4 — 0

al B =]
0 — (Bxt'(4,G,)Y — 4% — A — 0,

ou o et f§ sont surjectives. En passant aux algebres de Lie, la surjection f
nous définit une section canonique 74 : Tqr(M4)— Tqr(A4) de (4.2.3), i.e.
14014 = id (cette derniére égalité provient du fait que le diagramme est
commutatif et que la derniére fleche verticale est 'identité).

Considérons maintenant les homomorphismes de restriction

ra: Taqr(M)—>Tagr(M ) et rr: Tqr(M)— Tqr(M7),

qui ont les propriétés suivantes: r G () = id €t Iy 6w ey = id-
On a donc que iy =rroir ety =r oiy. Si on note pr =tpory et py =
T4 074, ON Observe que proir =id, et pyoiy = id. Mais alors, puisque i =
(ig, i), sion pose p = (p4, pr) on obtient que p o i = id, et il suffit de prendre
la transposée de p pour obtenir une section canonique de (4.2.1).
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Pour ce qui concerne la réalisation de Hodge, d’apres 2.1, elle s’inscrit
dans la suite exacte

0—>H1(G@,@)—> TH(M@)%Zr®@—>O

Choisissons maintenant des K-bases: Notons §; “un” relevement de z;
dans Ty(Mc) et {dz;} I'image dans Hqr(M) de la base de Hom(Z" ® K, K)
qui est duale a {z;}. Soit {y;} la base de H{(G;,,, Q), telle que {55} soit la base
duale de {x;}. Enfin notons encore w; (resp. n;, resp. ‘i—‘,f

1;, Tesp. @) dans Hyr(M).

1
En appliquant la formule de Kiinneth a A4 et en se rappelant que G est une

) 'image de w; (resp.

extension scindée, on obtient que {dz;, wi,1,, w2, ...,wn,nn,‘%’} est une K-

base de Har(M) et que {J,, 711> Y21 V125 -+-» Vin> Yon Vi €St une K-base de
Tu(M¢). Dans ces bases la matrice des périodes a la forme désirée. [

4.3. Remarque. Comme pour le cas sans partie abélienne, les coefficients de
la matrice des périodes ne sont pas bien définis car ils dépendent du
relévement dans Ty (Mc) de la base de Z". Toutefois, le corps K(périodes(M))
étudié dans la conjecture des périodes généralisée, se revéle étre indépendant
du choix de ce relevement car il contient forcément 2ir, les périodes et les
quasi-périodes de toutes les courbes elliptiques qui définissent A.

5. Calculs de groupes de Mumford-Tate

5.1. Dans cette section on va calculer la dimension du groupe de Mumford-
Tate des I-motifs de la forme M = [Z" % IT}_,6; x G, ). Pour faire cela on

aura besoin de quelques lemmes préliminaires.
Soit M = [X 4 G] un 1-motif défini sur K. Posons

UMT (M) = ker[MT(Me)—» MT(W-(Mc))].

5.2. Lemme. Si M =[X% G] est un 1-motif tel que G est une extention
scindée, alors

dimg MT(Ac) si Ac#0,
dimg MT(Mc¢) = +dimg U(MT(Mc))
1 4+ dimg UMMT(M¢)) si Ac =0 et T #0.

Preuve. Selon 2.1 il suffit de vérifier que W_1(MT(Mc)) = UMT(Mc)).
D’aprés le lemme 2 de [2], MT(Mc¢) respecte la filtration W, de Ty(Mc). En
outre, chaque élément de MT(Mc¢) agit trivialement sur GrgV (Tu(Mg)) et
donc

ge MT(M¢) = (g9 — id)Tu(Mc) = Hi(Ge, Q)
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Puisque G=A4AXxT, on a que W_(Tu(Mc)) = W_o(Tu(Mc)) x
Gerl(TH(MC)) et donc

ge UMT (M) <= g7 (rumey = 1 et gy y(tue) = id
< (g — id)H (G, Q)= H (T, Q) et
(g — id)H(Te, Q) = 0.

Mais alors, par définition de W_{(MT(Mc)), on observe qu'un élément
appartient a U(MT(M¢)) si et seulement si il appartient a
W_i((MT(Mcg)). O

5.3. Soit M = [Z"xt, H7:1(a@j x G;,] un 1-motif défini sur K, avec &1, ..., &,
des courbes elliptiques deux a deux non isogenes. Notons k; = End(¢)) ® zQ
le corps des endomorphismes de &;. De plus soit {z;} une base de Z" et
posons ur(z;) = (qi, ---» 4is) €G,,(K) et ua(z;) = (Pit, ..., Pin) € IT}_ E{(K).

m

5.4. Proposition. Pour le 1-motif M = [Z" "5, IT}_, §; x G,,] on a que

dimg UMT(Mg)) = dimg L(T) + Z 2dimy, 1(&)  (5.4.1)
=1

ou L(T) est le sous Q-espace vectoriel de C/2inQ engendré par les {log g},
et 1(&)) est le sous kj-espace vectoriel de C/k; w\; + k; wy; engendré par les
intégrales elliptiques de premiere espéce {p;}; associées aux points {P;};.

Preuve. Posons G = II_,&8; x G,,. Soient u(Z") la cloture de Zariski de

I'image de u dans G, G’ la composante neutre de u(Z"), et N I'indice de G’
dans w(Z"). Le diagramme
zr 2% oz

ul, \LNu
¢ N ¢

fournit une isogénie entre M et le 1-motif [Nu:Z" — G]. De plus, grace au
lemme de réductibilité compléte de Poincaré appliqué aux produits de
courbes elliptiques par des tores, on a que [Nu:Z" — G] est isogéne a M =
[Nu:7"-G1®[0:0 > G/G']. D’aprés la Remarque 2.3, on peut alors
travailler avec le 1-motif M au lieu du 1-motif de départ M.

Si on pose M' =[u' = Nu:Z"— G'], on remarque que U(MT(M¢)) =
U(MT(M¢)). Puisque ' est dominant, si on applique la proposition 1 de [2]
a M', on trouve que UMT(Mg))=Homp(F -u/'(Z");Hi(Gg, Q) ol F =
End(G')® Q et donc

dimg UMT(M¢)) = dimg Homp(F - 1/ (Z'); Hy(G, Q). (5.4.2)
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Puisque les courbes elliptiques sont deux a deux non isogénes, d’apres le
lemme de Goursat on a que

G =G x & x - x&,

ou §<s et e{l,...,n} pour j=1,...,7i. Modulo une permutation des
indices des courbes elliptiques, on peut supposer que /; = jpourj =1, ...,7.
Posons 7" =G}, et A’ = II7_,&;. Avec ces notations, on a que ' = iy, x
up X - XUl ou Wy (20) = (¢hys -5 @) E(KF) et w(z;) =
(P}, ..., Pi-)e A'(K). Si on applique la formule de Kiinneth a A’, on trouve
que Hi(Ge, Q) = Hi(T¢, Q)@ (D] Hi((6))¢, Q). Légalite (5.4.2) peut
alors se réécrire de la fagon suivante

= dimg Homg,,(Fp - w7 (Z"); Hi(T¢, Q)

+Y dimg Homy, (k; - t(Z'); Hi((&))c, @)) (5.4.3)
j=1

ot Fp = End(T) ® Q= M;,5(Q). Pour que le calcul de dimg U(MT(Mc))
soit indépendant du choix du relévement de la base {z;} dans Ty(M¢) fait en
4.2 (voir Remarque 4.3), on va travailler modulo 2in@Q et modulo les
périodes de A’. Pour ce qui concerne la partie torique, d’apreés (3.4.3) on sait

que _
dimg Homg,,(F7 - u,(Z"); Hi(G,,, Q)) = dimg I(T"), (5.4.4)

ou L(T") est le sous Q-espace vectoriel de C/2in@Q engendré par les
{log qg‘/}i,i' Occupons-nous maintenant des courbes elliptiques: pour j =
1,...,A, notons I'(&;) le sous kj-espace vectoriel de C/k; wij + k; wo;
engendré par les {pg./.} ;- Cet espace s’identifie de fagon naturelle au sous kj-
espace vectoriel de &;(K)®Q engendré par les {Pﬁj} ;- On a donc que k; -
u_;(Z’) est un kj-espace vectoriel de dimension dimy, I'(&)).

Supposons que &; n’est pas de type CM, ie. k; =Q. Puisque
dimg Hi((6)c, Q) = 2 on a alors que

dimg Homg(Q - #(Z'): Hy(6)c. @) = 2dimg I'(8)). (545

Supposons maintenant que &; est de type CM. Alors H((6))¢, Q) est un k;-
espace vectoriel de dimension 1 et donc

dimy, Homy,(k; - (Z"); Hi((6)c, Q) = dimy, I'(&)).

Mais puisque k; est une extension quadratique de ), on obtient que

dimg Homy, (k; - w,(Z"); Hi((6))c, Q)) = 2 dimy, I'(&)). (5.4.6)
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Grace a (5.4.3), pour conclure il suffit d’additioner les termes (5.4.4), (5.4.5)
et (5.4.6). O

5.5. Corollaire. Soit M = [7" "%, [T}, &; x G,,] un 1-motif défini sur K, avec
&1, ..., &y, des courbes elliptiques deux d deux non isogenes. Alors

dimg MT(Mc) =dimg L(T) + Y 2 dimy, 1(6))
j=1

+4> " dimg k) —n+1
=1

j=

Preuve. Puisque les courbes elliptiques &1, ..., &, sont deux a deux non
isogenes, d’apres [11, §2] on a que

dimg MT(T(6)c) =4 > (dimg k;) ™' —n+ 1. (5.51)
Jj=1

Grace a 5.2, en additionant les termes (5.4.1) et (5.5.1) on peut
conclure. [

6. Preuve de 1.2

6.1. (CPG)g implique (CET). Soient &7, ..., &, des courbes elliptiques deux

a deux non isogenes, ¢, ..., g des points de C* et Pyj, ..., P, des points de

(&)c(C). Notons K la cloture algébrique de Q(g1,j(6)), Pij)i=1,..n i=1,...5
1

dans C. Posons r = max{r;,s},_; _,, P;j=0 pour chaque i>r; et q; =1
pour chaque [>s. Considérons le 1-motif défini sur K, M =
(2" % Ty 6% Gy]  avee  u(l,....1)=(Ry,..,R), ou Ri=
(Pi1, ..., Pin,qi). D’apres 4.2, les périodes de M sont les
W1, 025, N> Mjs Pijs dij» 21, 10g q;, et d’apres 5.5 la dimension du groupe de
Mumford-Tate de M est dimg L(T) + 37, 2dimy, (&) +
4 Zle (dimg k_,-)*1 —n+1. Si on applique la conjecture des périodes
généralisée a M, on obtient 'inegalité

deg.transcq K(2im, 10g qi, @1, 2, 1), Maj Pijs Gif)i

.....

n n
>dimg L(T) + Y 2dimg 1(6) +4 > (dimg k)™ —n+ 1,
=1 =1
qui n’est autre que la conjecture elliptico-torique.

6.2. (CET) implique (CPG)g. Soit K un sous-corps de C qui n’est pas
nécessairement algébrique. Considérons un 1-motif défini sur K, de la forme



C. Bertolin | Journal of Number Theory 97 (2002) 204-221 221

M=[7"5%1[_, 6 x G,,] avec &1,...,6, des courbes elliptiques deux a
deux non isogeénes et u(l,...,1)= (ﬁl, ...,I_é,) ou R =
(Pit, ..., Pin, qits ..., qis) € H}’zl E(K) x G, (K). D’apres 4.2 les périodes de

m
M sont les wyj, w15, 12 Pij» dijs 108 qir, 2im. Si on applique la conjecture
elliptico-torique aux courbes elliptiques &1, ..., &, et aux points Py, q; on
trouve

deg.transcg K(périodes(M))
= deg'tranSCQ @(217'5, qil, IOg Qil,j(gj)a W1, W25, 7’]1/4, 772/‘9 Pl]apl]s dij)[:j,]

>dimg L(T) + Y 2dimy, 1(6;) +4 Y (dimg k)™ —n+ 1.
j=1 j=1

Mais d’apres 5.5 ce dernier terme est la dimension du groupe de Mumford-
Tate de M et donc on a retrouvé la conjecture des périodes généralisée pour
le 1-motif M. O
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