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Une minoration relative explicite pour la hauteur

dans une extension d’une extension abélienne

Francesco Amoroso & Emmanuel Delsinne ∗

1 Introduction

Soit α un nombre algébrique non nul de degré D qui n’est pas une racine
de l’unité. Le problème de Lehmer consiste montrer qu’il existe un constante
absolue c > 0, telle que

h(α) ≥ c

D

où h(α) désigne la hauteur de Weil logarithmique. Ce problème est en-
core ouvert et le meilleur résultat dans cette direction est un théorème de
E. Dobrowolski (cf. [Do]) qui montre l’existence d’une constante strictement
positive C telle que

h(α) ≥ c

D

(
log log 3D

log 3D

)3

.

Cependant, si l’on se place dans des cas particuliers, on peut obtenir de
meilleures minorations. En effet, le premier auteur et R. Dvornicich ont
montré (cf. [Am-Dv]) que si α appartient une extension abélienne de Q,
on a

h(α) ≥ log 5

12
.

Par la suite, le premier auteur et U. Zannier ont proposé une version relative
du problème de Lehmer, généralisant le résultat précédent, en remplaçant
le degré de α sur Q dans la conjecture par le degré � non abélien � de α sur
un corps de nombres K, i. e. le degré de α sur une extension abélienne de K.
Ils ont ainsi montré dans [Am-Za] un analogue du théorème de Dobrowolski
dans le cas relatif :

Théorème 1.1 Soit K un corps de nombres. Il existe une constante c(K)
strictement positive ne dépendant que de K telle que la proposition suivante
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soit vraie. Pour tout nombre algébrique non nul α qui n’est pas une racine
de l’unité et pour toute extension abélienne L de K, on a :

h(α) ≥ c(K)

D

(
log log 5D

log 2D

)13

(1.1)

où D = [L(α) : L].

Le but de ce qui suit est double. D’une part, il s’agit d’améliorer l’ex-
posant du terme en � log �, grâce à une nouvelle preuve. D’autre part, il
s’agit d’expliciter la dépendance en K de la constante c(K). Cette constante
dépend d’une part du degré d := [K : Q] (car nous utiliserons dans l’extrapo-
lation une congruence modulo un idéal premier P de l’anneau des entiers OK
de K) et d’autre part d’une estimation du terme reste dans le théorème des
idéaux premiers dans K, qui dépend du discriminant ∆ du corps K. Si l’on a
assume l’hypothèse de Riemann généralisée (GRH), un résultat de Odlyzko
et Lagarias (cf. [La-Od], théorème 1.1) fournit une très bonne estimation de
ce reste et permet de montrer le résultat suivant :

Théorème 1.2 On suppose GRH. Soit α un nombre algébrique non nul qui
n’est pas une racine de l’unité. Alors pour toute extension abélienne L de
K, on a :

h(α) ≥ c

D
min

(
log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)
où c est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(α) : L] et
λ = (log |∆|)2 max((log log |∆|)2, (log d)4). En particulier :

h(α) ≥ c

D

log log(5D)4

d3δ2 log(2δD)2 log(2D)2

où δ = log |∆|.

Sans GRH, les estimations du reste dans le théorème des idéaux premiers
sont nettement moins bonnes (voir nouveau [La-Od], théorèmes 1.3 et 1.4)
et ne permettent pas de trouver une dépendance polynomiale en ∆. Nous
utiliserons alors une estimation dû Friedlander (cf. [Fr]), qui donne une
version moins précise du théorème des idéaux premiers, avec en contrepartie
une meilleure dépendance en ∆.

Théorème 1.3 Soit α un nombre algébrique non nul qui n’est pas une ra-
cine de l’unité. Alors pour toute extension abélienne L de K, on a :

h(α) ≥ (g(d)∆)−c

D

log log(5D)3

log(2D)4
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où c est une constante (absolue) strictement positive, D = [L(α) : L] et
g(d) = 1 s’il existe une tour d’extensions

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Km = K

avec Ki/Ki−1 normale pour i = 1, . . . ,m, et g(d) = d! sinon.

On peut se demander s’il est possible d’éviter la dépendance en le dis-
criminant dans le résultat qui précède. On pourrait également conjecturer
la généralisation suivante du problème de Lehmer :

h(α) ≥ c

Dd
.

Or cette inégalité est fausse comme l’exemple suivante le montre. Soit x > 1
et soit n = n(x) le produit de tout les premiers p ≤ x. Soit K le corps
engendré par les racines n-ièmes de l’unité ; alors d = [K : Q] = φ(n) et
n � d log log d. Enfin, soient α = 21/n et L = K(α), extension abélienne de
K ; en particulier D = 1. Alors :

h(α) =
log 2

n
� 1

Dd(log log d)
.

La démonstration du théorème 1.1 repose sur une dichotomie. Un en-
semble Λ de premiers de OK étant fixé, on distingue deux cas, selon qu’une
majorité d’éléments de Λ est � peu � ou � beaucoup � ramifiée dans l’ex-
tension abélienne L de K (tout ceci étant clairement quantifié l’aide de
paramètres). Ici, nous traitons le cas de � grande ramification � part, en
montrant qu’il ne peut y avoir de premier � beaucoup � ramifié si la hauteur
de α est petite. De plus nous séparons de nouveau le cas � petite ramifica-
tion � en deux parties, suivant qu’une majorité de premiers est ramifiée ou
pas. Enfin, la preuve du théorème 1.1 suit le schéma d’une preuve de trans-
cendance avec construction de fonctions auxiliaires nécessitant un lemme de
Siegel absolu obtenu grâce à un résultat de Zhang. Ici, bien qu’il eut été pos-
sible d’utiliser les mmes outils, nous donnons une preuve plus élémentaire,
à l’aide de déterminants de type Vandermonde.

Dans un premier temps nous donnons les notations et réductions que
nous utiliserons par la suite. La plupart d’entre elles sont issues de l’article
[Am-Za]. Puis nous montrons les résultats préliminaires qui nous servirons
à minorer la hauteur de α dans la dernière partie.

2 Notations

Dans toute la suite nous fixons Q une clôture algébrique de Q, que nous
plongeons dans C. Nous noterons c0, c1, c2 . . . des constantes strictement
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positives et absolues. Nous fixons également un corps de nombres K et posons
d (resp. ∆) le degré (resp. le discriminant) de K sur Q ; rappelons qu’on a
l’inégalité log |∆| ≥ c0d. Sauf mention explicite du contraire, lorsque l’on
notera P un idéal premier de OK, on désignera par p le premier rationnel
sous P , i. e. tel que (p) = P ∩ Q. Soit P l’ensemble des idéaux premiers P
de OK tels que l’indice de ramification et le degré d’inertie de P sur p soient
égaux 1 (e(P |p) = f(P |p) = 1).

Soient α un nombre algébrique non nul qui n’est pas racine de l’unité, L
une extension abélienne de K et D := [L(α) : L]. Nous nous proposons de
montrer l’inégalité h(α) ≥ f(d,∆, D) où D 7→ f(d,∆, D) est décroissante.
Par invariance de la hauteur de Weil par multiplication par des racines de
l’unité, nous pouvons faire exactement les mmes hypothèses de minimalité et
réductions que dans [Am-Za] (cf. (2.3),(2.4),...,(2.8) de op. cit.). Ainsi, nous
pourrons utiliser le lemme 3.2 de [Am-Za] (cf. Proposition 3.1) et supposer
que pour tout n ∈ N∗, nous avons L(αn) = L(α).

Par abus de notation, nous identifierons les éléments de Gal(L/K) et les
plongements L ↪→ Q qui fixent K. Chacun de ces éléments possède exacte-
ment D prolongements distincts à L(α). Ainsi, si S est un sous-ensemble de
Gal(L/K), l’ensemble

S = {τ : L(α) ↪→ Q, τ|L ∈ S}

est de cardinal D|S|. Enfin nous désignerons par F la clotûre galoisienne de
L(α) sur K.

Pour P ∈ P, nous noterons eP (resp. GP ) l’indice (resp. le groupe) de
ramification de P dans L (qui ne dépendent pas du premier de OL au dessus
de P car L/K est abélienne). Nous désignerons par ΦP ∈ Gal(L/K) l’auto-
morphisme de Frobenius associé à P . Par abus de notation, nous noterons
encore P la valuation de K associée P .

3 Résultats préliminaires

3.1 Congruences

Nous rappelons tout d’abord le lemme 3.2 de [Am-Za] :

Proposition 3.1 Soit P ∈ P. Il existe un sous-groupe HP de GP d’ordre

|HP | ≥ min{eP , p}

tel que :
|γp − σγp|v ≤ p−1 (3.2)

pour tout entier γ ∈ L, pour tout σ ∈ HP et pour tout valuation v de Q au
dessus de P .

De plus, soit σ ∈ HP \{Id} et soit τ un prolongement de σ L(α). Alors,
ταp 6= αp.
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Nous aurons besoin du lemme d’approximation suivant :

Lemme 3.2 Soient k un corps de nombres, Σ un ensemble fini de places
ultramétriques de k et γ ∈ k. Alors il existe β ∈ Ok tel que βγ ∈ Ok et
|β|v = max{1, |γ|v}−1 pour toute place v ∈ Σ.

Démonstration. Fixons une place archimédienne quelconque v0 et notons
Σ̃ l’ensemble fini :

Σ̃ = {v ∈Mk | v -∞ et max{1, |γ|v} > 1} ∪ Σ.

D’après le théorème de [Ca–Fr], chapitre II, 15, page 67, il existe un élément
β ∈ k tel que{

|β − γ−1|v < max{1, |γ|v}−1 pour tout v ∈ Σ̃ ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ̃ ∪ {v0} .

En utilisant l’inégalité ultramétrique, on en déduit :{
|β|v = max{1, |γ|v}−1 pour tout v ∈ Σ̃ ,

|β|v ≤ 1 si v 6∈ Σ̃ ∪ {v0} .

En particulier, pour toute place finie v de k on a |β|v ≤ 1 et |βγ|v ≤ 1 donc
β et βγ sont des entiers de k.

�

Ce dernier lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.3 Soit τ : L(α) ↪→ Q. Soient P ∈ P, v une place de F
au-dessus de P et f (resp. g) le polynôme minimal de α (resp. αp) sur L.
Alors

– si τ|L ∈ HP ,

∀σ ∈ HP , |gσ(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD
∏
ρ|L=σ

max{1, |ρα|v}p ;

– si τ|L ∈ GP ,

|f(τα)|v ≤ p−1/eP max{1, |τα|v}D
∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v} ;

– si τ|L = Φ−1
P et eP = 1,

|f(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD
∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v} .
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Démonstration. Nous pouvons appliquer le lemme 3.2 α et Σ l’ensemble
des places de F au-dessus de P . Ainsi, il existe β ∈ OF tel que βα ∈ OF
et |τβ|v = max{1, |τα|v}−1 pour tout τ ∈ Gal(F/K). Notons τ1, . . . , τD
les D morphismes de L(α) dans Q qui prolongent l’inclusion L ↪→ Q et
b :=

∏D
i=1 τiβ ∈ OL. Alors bf(X) :=

∑D
k=0 akX

k ∈ OL[X] et par le petit
théorème de Fermat :

(bf(X))p =
D∏
i=1

(τiβX − τi(βα))p

≡
D∏
i=1

(τiβ
pXp − τi(βα)p) mod pOF [X]

= bp
D∏
i=1

(Xp − τiαp)

Or [L(αp) : L] = [L(α) : L] = D donc g(X) =
∏D
i=1 (X − τiαp) et finale-

ment :
(bf(X))p ≡ bpg(Xp) mod pOL[X] (3.3)

Examinons maintenant les différents cas.

Si τ|L ∈ HP , on a pour tout σ ∈ HP , d’après la proposition 3.1 et le petit
théorème de Fermat :

(bσfσ(X))p =

(
D∑
k=0

aσkX
k

)p

≡
D∑
k=0

(aσk)pXkp ≡
D∑
k=0

(aτk)pXkp ≡ (bτf τ (X))p mod POL[X] .

En combinant ceci avec la congruence (3.3) on obtient :

(bσ)pgσ(Xp) ≡ (bτ )pf τ (X)p mod POF [X], (3.4)

ce qui donne, en évaluant en τα :

|(bσ)pgσ(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD,

soit encore :

|gσ(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD
∏
ρ|L=σ

max{1, |ρα|v}p.
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Si τ|L ∈ GP , on a

bτf τ (X) =
D∑
k=0

aτkX
k ≡

D∑
k=0

akX
k ≡ bf(X) mod QOL,

où Q est l’idéal de OL définit par QeP = POL. En évaluant la congruence
précédente en τα on obtient :

|bf(τα)|v ≤ p−1/eP max{1, |τα|v}D,

soit :
|f(τα)|v ≤ p−1/eP max{1, |τα|v}D

∏
ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}.

Enfin, si τ|L = Φ−1
P , d’après (3.3), on a

(bτf τ (X))p ≡ (bp)τgτ (Xp) mod POL[X]

De plus, avec la caractérisation de l’automorphisme de Frobenius et le petit
théorème de Fermat :

(bτf τ (X))p =

(
D∑
k=0

aτkX
k

)p

≡
D∑
k=0

(aτk)pXkp ≡
D∑
k=0

akX
kp ≡ bf(Xp) mod POL[X] .

En évaluant cette congruence en τα, on obtient :

|bf(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD,

et
|f(ταp)|v ≤ p−1 max{1, |τα|v}pD

∏
ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}.

�

3.2 Déterminant de Vandermonde généralisé

Pour montrer les théorèmes 1.2 et 1.3 nous utiliserons des déterminants
de Vandermonde généralisés :

7



Lemme 3.4 Soient T1, . . . , Tr des entiers positifs et L = T1 + · · ·+Tr. Soit
∆((Xi, Ti)1≤i≤r) ∈ Z[X1, . . . , Xr] le déterminant de la matrice L× L :

M = (M1 M2 . . . Mr)

où pour tout 1 ≤ j ≤ r, Mj est le bloc de taille L× Tj suivant :

Mj =



1 0 . . . 0
Xj 1 . . . 0
X2
j 2Xj . . . 0

...
...

. . .
...

Xµ−1
j (µ− 1)Xµ−2

j . . .
(
µ−1
Tj−1

)
X
µ−Tj
j

...
...

. . .
...

XL−1
j (L− 1)XL−2

j . . .
(
L−1
Tj−1

)
X
L−Tj
j


Alors

∆((Xi, Ti)1≤i≤r) =
∏
i>j

(Xi −Xj)
TiTj .

Démonstration. Voir [Me]

�

Lemme 3.5 Soient γ1, . . . , γr des nombres algébriques, T1, . . . , Tr des en-
tiers positifs et ∆ := ∆((γi, Ti)1≤i≤r). Si k est un corps contenant γ1, . . . , γr
et v une place de k, alors

– si v est archimédienne,

|∆|v ≤ L
1
2

∑r
i=1 Ti

2
r∏
i=1

max{1, |γi|v}Ti(L−1) ,

– si v est ultramétrique,

|∆|v ≤
r∏
i=1

max{1, |γi|v}Ti(L−1) ,

où L = T1 + · · ·+ Tr.
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Démonstration. Soit v une place archimédienne de F . D’après l’inégalité
d’Hadamard, on a :

|∆|v2 ≤
r∏
i=1

Ti∏
j=1

L∑
k=1

(
k − 1

j − 1

)2

max{1, |γi|v}2(k−1)

≤
r∏
i=1

Ti∏
j=1

(
L

j

)2

max{1, |γi|v}2(L−1)

≤ L
∑r
i=1

Ti(Ti+1)

2

r∏
i=1

max{1, |γi|v}2Ti(L−1)

≤ L
∑r
i=1 Ti

2
r∏
i=1

max{1, |γi|v}2Ti(L−1).

Soit v est une place ultramétrique ; en utilisant le lemme 3.4 et l’inégalité

|γi − γj |v ≤ max{1, |γi|v}max{1, |γj |v},

on obtient directement la deuxième majoration du lemme.

�

4 Preuve du théorème 1.2

Nous fixons deux paramètres :

N = C3 max

(
d3 log(2dD)2 log(2D)

log log(5D)2
, λ

)
et E =

[
Cd

log(2D)

log log(5D)

]
où C > 0 est une constante absolue que l’on supposera � assez grande � (en
d’autres termes, les inégalités que nous serons amenés écrire seront vraies
asymptotiquement en C). Nous noterons Λ l’ensemble des éléments de P
dont la norme sur Q est comprise entre

√
N et N . Pour montrer le théorème

nous procédons en trois étapes ; dans un premier temps nous supposerons
qu’il existe un premier P ∈ Λ tel que le groupe HP défini la proposition 3.1
soit de cardinal supérieur E ; puis nous étudierons le cas où la majorité des
éléments de Λ ont un indice de ramification dans L compris entre 2 et E ;
nous concluerons avec le cas où la majorité des éléments de Λ ne sont pas
ramifiés dans L.

Nous aurons besoin dans la suite de certaines estimations qui font l’objet
du lemme suivant :

Lemme 4.1 On a les inégalités :

logN ≥ log log(5D) (4.5)
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et
log log(5D)2

d3 log(2D)
N ≥ C5/2 log(ND)2 . (4.6)

Démonstration. L’inégalité (4.5) est claire. Montrons (4.6) ; compte tenu
du choix de N et de la majoration

log(ND) ≤ (logC) max{log(2dD), log λ} ,

il suffit de montrer qu’il existe c1 > 0 tel que

max

(
log(2dD)2,

λ log log(5D)2

d3 log(2D)

)
≥ c1 max(log(2dD)2, (log λ)2) .

Cette assertion est claire si log λ ≤ 6 log(2dD). Supposons donc λ > (2dD)6 ;
on a alors :

λ log log(5D)2

d3 log(2D)
≥ 8D3λ1/2 log log(5D)2

log(2D)
≥ c1(log λ)2 .

�

Nous aurons également besoin d’estimer le cardinal de Λ.

Lemme 4.2 Si l’on suppose GRH,

|Λ| ≥ N

2 logN
.

Démonstration. Compte tenu de la définition de λ et du choix de N , le
théorème 1.1 de [La-Od] montre que :

#{P ⊆ OK tel que NK/Q(P ) ≤ N} ≥ 2N

3 logN
.

Par ailleurs,

#{P ⊆ OK tel que NK/Q(P ) ≤
√
N} ≤ dπ(

√
N)

où π(x) est le nombre de premiers rationnels ≤ x. Soit P un idéal premier
de OK ; si e(P |p) > 1, alors p divise ∆. Comme il y a au plus d premiers
au-dessus de p, on a

#{P ⊆ OK tel que e(P |p) > 1} ≤ d log |∆|
log 2

.

De plus, si P est tel que f(P |p) > 1, alors NK/Q(P ) ≥ p2. D’où :

#{P ⊆ OK tel que f(P |p) > 1 et NK/Q(P ) ≤ N} ≤ dπ(
√
N) .

On a donc, en utilisant la majoration de Chebichev π(x) ≤ c2x/ log x et
l’inégalité N ≥ Cd3,

|Λ| ≥ 2N

3 logN
− 2c2d

√
N

logN
− d log |∆|

log 2
− 2c2d

√
N

logN
≥ N

2 logN
.

�
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Quitte remplacer Λ par un sous-ensemble, on peut donc supposer

N

2 logN
≤ |Λ| ≤ N

logN
.

4.1 Cas où il existe un premier ayant grande ramification

Supposons tout d’abord qu’il existe un premier P ∈ Λ tel que eP ≥ E.
Le groupe HP défini la proposition 3.1 est alors de cardinal supérieur E,
car p ≥

√
N ≥ E. Considérons un sous-ensemble de S ⊆ HP de cardinal E

et notons S l’ensemble des DE morphismes de L(α) dans Q qui prolongent
les éléments de S. On définit

∆ := ∆
(
(ταp, 1)τ∈S

)
.

Ce déterminant est de taille L := DE et n’est pas nul d’après la dernière
assertion de la proposition 3.1

Nous allons appliquer la formule du produit ∆ afin de minorer la hauteur
de α. Étudions |∆|v pour chaque place v ∈MF .

Lemme 4.3 Soit v une place de F . Alors
– si v|∞,

|∆|v ≤ LL/2
∏
τ∈S

max{1, |τα|v}p(L−1),

– si v -∞,

|∆|v ≤
∏
τ∈S

max{1, |τα|v}p(L−1),

– si v|P ,

|∆|v ≤ p−L(E−1)/2
∏
τ∈S

max{1, |τα|v}p(L−1).

Démonstration. Les deux premières inégalités sont données par le lemme
3.5. Supposons que v|P . Soient σ ∈ HP et g le polynôme minimal de αp sur
L. Étant donné que [L(αp) : L] = [L(α) : L] = D on a

gσ(X) =
∏
ρ∈Hp
ρ|L=σ

(X − ραp) .

Ainsi, d’après le lemme 3.4,

|∆|v2 =
∏
τ∈S

 ∏
σ∈S
σ 6=τ|L

|gσ(ταp)|v
∏

ρ|L=τ|L
ρ 6=τ

|ταp − ραp|v

 .
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Fixons τ ∈ S ; d’après la proposition 3.3, le premier produit de la parenthèse
est majoré de la façon suivante :∏

σ∈S
σ 6=τ|L

|gσ(ταp)|v ≤ pE−1 max{1, |τα|v}pD(E−1)
∏
ρ∈S

ρ|L 6=τ|L

max{1, |ρα|v}p.

Nous majorons le deuxième produit de manière usuelle :∏
ρ|L=τ|L
ρ 6=τ

|ταp − ραp|v ≤ max{1, |ταp|v}D−1
∏

ρ|L=τ|L
ρ6=τ

max{1, |ραp|v}.

Ce qui nous donne en regroupant :

|∆|v2 ≤ p−L(E−1)
∏
τ∈S

max{1, |τα|v}2p(L−1) .

�

La formule du produit appliquée ∆ nous donne alors :

0 ≤ L logL− L(E − 1)

d
log p+ 2p(L− 1)

∑
τ∈S

h(τα)

d’où
(E − 1)

d
log p ≤ logL+ 2p(L− 1)h(α) .

Or,

(E − 1)

d
log p− logL ≥ E logN

4d
− logD − logE

≥ log(2D) .

On en déduit :

h(α) ≥ log(2D)

2DNE
≥ c3

D
min

(
log log(5D)3

d4 log(2dD)2 log(2D)
,
log log(5D)

λd

)
. (4.7)

4.2 Les éléments de Λ sont peu ramifiés

Nous supposons maintenant que pour tout P ∈ Λ, on a eP ≤ E. Nous
séparons la preuve dans deux cas, suivant qu’une majorité de premiers est
ramifiée ou non.
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4.2.1 Une majorité est ramifiée

Soit Λ1 := {P ∈ Λ | 2 ≤ eP ≤ E}. Supposons dans un premier temps
que :

|Λ1| ≥
N

4 logN
.

On définit alors S = ∪P∈Λ1GP et pour tout σ ∈ S

Λ(σ) := {P ∈ Λ1 | σ ∈ GP }.

Considérons le déterminant ∆ := ∆((τα, Tτ )τ ) où τ parcourt l’ensemble S
et

Tτ =


TId =

[
N

Cd log(ND)

]
si τ|L = Id

Tσ =
[
Cd log(2D)
log log(5D)

∑
P∈Λ(σ)

1
eP

]
si τ|L = σ.

Ce déterminant est de taille L :=
∑

τ∈S Tτ = D
∑

σ∈S Tσ et n’est pas nul

car les τα, τ ∈ S, sont 2 2 distincts. Remarquons aussi que

logL ≤ c4 log(ND) .

Étudions |∆|v pour chaque place v ∈MF .

Lemme 4.4 Soit v une place de F . Alors
– si v|∞,

|∆|v ≤ L
D
2

∑
σ∈S T

2
σ

∏
τ∈S

max{1, |τα|v}Tτ (L−1),

– si v -∞,

|∆|v ≤
∏
τ∈S

max{1, |τα|v}Tτ (L−1),

– si v|P avec P ∈ Λ1,

|∆|v ≤ p
−DTId

2eP

∑
σ∈GP \{Id}

Tσ
∏
τ∈S

max{1, |τα|v}Tτ (L−1).

Démonstration. Les deux premières inégalités sont encore données par
le lemme 3.5. Soit P ∈ Λ1 et supposons que v|P . Fixons τ ∈ S ; si τ|L 6∈ GP ,
on a la majoration suivante :∏

ρ∈S
ρ 6=τ

|τα− ρα|TτTρ ≤ max{1, |τα|v}Tτ
∑
ρ 6=τ Tρ

∏
ρ∈S
ρ6=τ

max{1, |ρα|v}TτTρ .

Supposons maintenant que τ|L = σ ∈ GP \{Id}, on a alors :∏
ρ∈S
ρ 6=τ

|τα− ρα|TτTρ = AτBτ

13



où
Aτ =

∏
ρ|L=Id

|τα− ρα|TτTρv = |f(τα)|TτTρv

et
Bτ =

∏
ρ|L 6=Id

ρ 6=τ

|τα− ρα|TτTρv .

La proposition 3.3 nous fournit la majoration suivante pour Aτ :

Aτ ≤ p
−TτTId

eP max{1, |τα|v}DTτTId
∏

ρ|L=Id

max{1, |ρα|v}TτTρ ,

et nous avons la majoration usuelle pour Bτ :

Bτ ≤ max{1, |τα|v}
Tτ

∑
ρ|L 6=Id

ρ 6=τ

Tρ ∏
ρ|L 6=Id

ρ 6=τ

max{1, |ρα|v}TτTρ .

Donc en faisant le produit pour τ parcourant S, on obtient :

|∆|v2 ≤ p
−TId
eP

∑
τ|L∈GP \{Id}

Tτ ∏
τ∈S

max{1, |τα|}2Tτ
∑
ρ6=τ Tτ

≤ p−
DTId
eP

∑
σ∈GP \{Id}

Tσ
∏
τ∈S

max{1, |τα|}2Tτ (L−1),

ce qui achève la preuve du lemme.

�

Le déterminant ∆ n’étant pas nul, on peut lui appliquer la formule du
produit ; le lemme précédent donne alors :∏

P∈Λ1

p
DTId
d·eP

∑
σ∈GP \{Id}

Tσ ≤ LD
∑
σ∈S T

2
σH(α)2L(L−1).

En notant λσ := Tσ
TId

, l’inégalité précédente devient :

logN

2d

∑
P∈Λ1

∑
σ∈GP \{Id}

λσ
eP

≤

(∑
σ∈S

λ2
σ

)
logL+ 2

(∑
σ∈S

λσ

)2

Dh(α) . (4.8)
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Avec l’égalité suivante :∑
P∈Λ1

∑
σ∈GP \{Id}

λσ
eP

=
∑

σ∈S\{Id}

∑
P∈Λ(σ)

λσ
eP
,

on peut réécrire l’inégalité (4.8) :( ∑
σ∈S\{Id}

λσAσ

)
− c4 log(ND) ≤ 2

(∑
σ∈S

λσ

)2
Dh(α) (4.9)

où :

Aσ =
logN

2d

 ∑
P∈Λ(σ)

1

eP

− c4λσ log(ND)

En utilisant la majoration :

λσ ≤
2C2d2 log(ND) log(2D)

N log log(5D)

∑
P∈Λ(σ)

1

eP
(4.10)

valable pour σ 6= Id et les inégalités (4.5) et (4.6) du lemme 4.1, on a :

Aσ ≥
(

logN

2d
− 2c4C

2d2 log(ND)2 log(2D)

N log log(5D)

) ∑
P∈Λ(σ)

1

eP

≥ logN

4d

∑
P∈Λ(σ)

1

eP
,

d’où, en minorant
∑

P∈Λ(σ)
1
eP

par 1/E,

Aσ ≥
logN

4dE
≥ log log(5D) logN

8Cd2 log(2D)
. (4.11)

Remarquons que ∑
σ∈S\{Id}

∑
p∈Λ(σ)

1

eP
=
∑
P∈Λ1

eP − 1

eP

donc
1

2
|Λ1| ≤

∑
σ∈S\{Id}

∑
P∈Λ(σ)

1

eP
≤ |Λ1| . (4.12)

En utilisant la minoration :

λσ ≥
C2d2 log(ND) log(2D)

2N log log(5D)

∑
P∈Λ(σ)

1

eP

15



et (4.12) on obtient :∑
σ∈S\{Id}

λσ ≥
C2d2 log(ND) log(2D)

2N log log(5D)

∑
σ∈S\{Id}

∑
P∈Λ(σ)

1

eP

≥ C2d2 log(ND) log(2D)

2N log log(5D)
× N

8 logN

=
C2d2 log(ND) log(2D)

16 log log(5D) logN
.

Ainsi, (4.11) donne :( ∑
σ∈S\{Id}

λσAσ

)
− c4 log(ND) ≥ log(ND) . (4.13)

Enfin, en utilisant encore (4.10) et (4.12), on obtient :∑
σ∈S

λσ ≤ 1 +
2C2d2 log(ND) log(2D)

N log log(5D)

∑
σ∈S\{Id}

∑
P∈Λ(σ)

1

eP

≤ 1 +
2C2d2 log(ND) log(2D)

N log log(5D)
× N

logN

≤ 4C2d2 log(ND) log(2D)

log log(5D) logN
.

(4.14)

En injectant (4.13) et (4.14) dans (4.9) et en utilisant (4.5), on a alors :

h(α) ≥ c5(logN)2 log log(5D)2

Dd4 log(ND) log(2D)2
≥ c6 log log(5D)4

Dd4 log(2D)3
. (4.15)

4.2.2 Une majorité n’est pas ramifiée

Soit Λ2 := {P ∈ Λ |eP = 1}. Supposons maintenant que :

|Λ2| ≥
N

4 logN

Pour tout P ∈ Λ2, on note ΦP le morphisme de Frobenius associé P , i. e.
vérifiant :

∀γ ∈ OL, ΦPγ ≡ γp mod POL .

Notons Γ l’ensemble des premiers rationnels p tels qu’il existe P ∈ Λ2 au-
dessus de p. Pour p ∈ Γ, on définit Σp = {Φ−1

P | P ∈ Λ2, P |p}. Notons
également τ1, . . . , τD les D plongements distincts de L(α) dans Q qui pro-
longent l’inclusion L ↪→ Q. Considérons le déterminant

∆ := ∆((τiα, T )1≤i≤D, (τpα
p, 1)p∈Γ,τp∈Σp

)

16



où

T =

[
N

C2d log(ND)

]
.

Ce déterminant est de taille L := D(T +
∑

p∈Γ |Σp|) ≤ D(T + |Λ2|). On a :

logL ≤ c7 log(ND) .

Étudions |∆|v pour chaque place v ∈MF .

Lemme 4.5 Soit v une place de F . Alors
– si v|∞,

|∆|v ≤ L
D
2

(T 2+|Λ2|)
∏

1≤i≤D
max{1, |τiα|v}T (L−1)

∏
p∈Γ

∏
τp∈Σp

max{1, |τpα|v}p(L−1),

– si v -∞,

|∆|v ≤
∏

1≤i≤D
max{1, |τiα|v}T (L−1)

∏
p∈Γ

∏
τp∈Σp

max{1, |τpα|v}p(L−1) ,

– si v|Q avec Q ∈ Λ2,

|∆|v ≤ q−
DT
2

∏
1≤i≤D

max{1, |τiα|v}T (L−1)
∏
p∈Γ

∏
τp∈Σp

max{1, |τpα|v}p(L−1) ,

où q désigne le premier rationnel sous Q.

Démonstration. Les deux premières inégalités sont encore données par
le lemme 3.5. Soient Q ∈ Λ2 et τQ,1, . . . , τQ,D les D prolongements de Φ−1

Q

L(α). Si v|Q, on a :
|∆|v2 ≤ A1A2A3A4

avec 

A1 =

D∏
i=1

D∏
j=1
j 6=i

|τiα− τjα|T
2

v

A2 =
∏

τp∈Σp, τr∈Σr
(p,τp) 6=(r,τr)

|τpαp − τrαr|v

A3 =
∏

p∈Γ, τp∈Σp

(p,τp|L)6=(q,Φ−1
Q )

D∏
i=1

|τiα− τpαp|Tv

A4 =

D∏
i=1

D∏
j=1

|τiα− τQ,jαq|Tv

17



En majorant grossièrement chacun des facteurs de A1, A2 et A3, on obtient :

A1 ≤
∏

1≤i≤D
max{1, |τiα|v}2T

2(D−1)

A2 ≤
∏

p∈Γ, τp∈Σp

max{1, |τpα|v}2p(D|Λ2|−1)

A3 ≤
∏

1≤i≤D
max{1, |τiα|v}2DT (|Λ2|−1)

∏
p∈Γ, τp∈Σp

(p,τp|L)6=(q,Φ−1
Q )

max{1, τpαp|v}DT

Enfin, si on note encore f le polynôme minimal de α sur L, d’après la
proposition 3.3 :

A4 =
d∏
j=1

|f(τQ,jα
q)|Tv

≤ q−DT max{1, |τQ,jα|v}qDT
∏

1≤i≤D
max{1, |τiα|v}T .

Il suffit alors de multiplier ces 4 inégalités pour terminer la démonstration
du lemme.

�

Le déterminant ∆ n’est pas nul car les τiα et τpα
p, p ∈ Γ, τp ∈ Σp, sont

2 à 2 distincts. On peut donc appliquer à ∆ la formule du produit ; le lemme
précédent donne alors :∏

P∈Λ2

p
DT
d ≤ LD(T 2+|Λ2|)H(α)

2D(L−1)(T+
∑
P∈Λ2

p)
,

soit

T

d

∑
P∈Λ2

log p ≤ (T 2 + |Λ2|) logL+ 2(T + |Λ2|)(T +
∑
P∈Λ2

p)Dh(α). (4.16)

Or
T

d

∑
P∈Λ2

log p ≥ T logN

2d
× N

4 logN
≥ N2

16C2d2 log(ND)
.
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Par ailleurs, en utilisant (4.6),

(T 2 + |Λ2|) logL ≤ c7

(
T 2 +

N

logN

)
log(ND)

≤ c7

(
N2

C4d2 log(ND)2
+

N

log log(5D)

)
log(ND)

≤ N2

C5/2d2 log(ND)

et

(T + |Λ2|)(T +
∑
P∈Λ2

p) ≤
(
T +

N

logN

)(
T +

N2

logN

)

≤ 4N3

(logN)2
.

Finalement, en utilisant (4.5),

h(α) ≥ c8(logN)2

d2DN log(ND)
≥ c9 log log(5D)2

d2DN log(2D)

et donc, par le choix de N ,

h(α) ≥ c10

D
min

(
log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)
(4.17)

4.3 Conclusion de la preuve du théorème 1.2

Les inégalités (4.7), (4.15) et (4.17) donnent :

h(α) ≥ c11

D
min

(
log log(5D)3

d4 log(2dD)2 log(2D)
,
log log(5D)

dλ
,
log log(5D)4

d4 log(2D)3
,

log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)

≥ c12

D

(
log log(5D)4

d5 log(2dD)2 log(2D)2
,
log log(5D)2

λd2 log(2D)

)
.

5 Preuve du théorème 1.3

La preuve du théorème 1.3 est très similaire celle du 1.2. Choisissons

E =

[
Cd log(2D)

log log(5D)

]
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et posons cette fois

N =
AC log(2D)3

log log(5D)

où A = g(d)|∆|. On a l’encadrement :

log log(5D) ≤ logN ≤ c13CA log log(5D) . (5.18)

Nous noterons encore Λ l’ensemble des éléments de P dont la norme sur
Q est comprise entre

√
N et N . Le résultat principal de [Fr] déj cité dans

l’introduction montre que

#{P ⊆ OK tel que NK/Q(P ) ≤ N} ≥ A−ρN

(logN)2
.

où ρ est une constante positive. D’où, en utilisant les mmes arguments que
ceux du lemme 4.2,

|Λ| ≥ A−ρN

(logN)2
− 2c1d

√
N

logN
− d log |∆|

log 2
− 2c1d

√
N

logN
≥ A−ρN

2(logN)2
.

Quitte remplacer Λ par un sous-ensemble, on peut donc supposer

A−ρN

2(logN)2
≤ |Λ| ≤ A−ρN

(logN)2
.

L’argument du sous-paragraphe 4.1 montre que s’il existe un premier
P ∈ Λ tel que eP ≥ E, alors :

h(α) ≥ log(2D)

2DNE
≥ A−c14

D

log log(5D)2

log(2D)3
. (5.19)

Supposons de maintenant que pour tout P ∈ Λ on ait eP ≤ E. Soit,
comme dans le sous paragraphe 4.2.1, Λ1 := {P ∈ Λ | 2 ≤ eP ≤ E} et
supposons dans un premier temps,

|Λ1| ≥
A−ρN

4(logN)2
.

Reprenons les notations de ce sous-paragraphe, en choisissant :

Tτ =


TId =

[
C3Ad2 log(2D)2

log log(5D)2

]
si τ|L = Id

Tσ =
[
Cd log(2D)
log log(5D)

∑
P∈Λ(σ)

1
eP

]
si τ|L = σ ,
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Rappelons l’inégalité (4.9) :( ∑
σ∈S\{Id}

λσAσ

)
− c4 log(ND) ≤ 2

(∑
σ∈S

λσ

)2
Dh(α) (5.20)

où :

Aσ =
logN

2d

 ∑
P∈Λ(σ)

1

eP

− c4λσ log(ND) .

En utilisant la majoration :

λσ ≤
2 log log(5D)

C2Ad log(2D)

∑
P∈Λ(σ)

1

eP
(5.21)

valable pour σ 6= Id, et l’encadrement (5.18), on a :

Aσ ≥
(

logN

2d
− 2c4 log(ND) log log(5D)

C2Ad log(2D)

) ∑
P∈Λ(σ)

1

eP

≥ log log(5D)

4d

∑
P∈Λ(σ)

1

eP
,

d’où, en minorant
∑

P∈Λ(σ)
1
eP

par 1/E,

Aσ ≥
log log(5D)2

8d2 log(2D)
. (5.22)

En utilisant la minoration :

λσ ≥
log log(5D)

2C2Ad log(2D)

∑
P∈Λ(σ)

1

eP
,

l’inégalité (5.18) et la relation (4.12), on obtient :∑
σ∈S\{Id}

λσ ≥
log log(5D)

2C2Ad log(2D)
× A−ρN

4(logN)2

≥ log log(5D)

2C2Ad log(2D)
× AC−ρ log(2D)3

4c2
13C

2A2 log log(5D)3

=
AC−ρ−3 log(2D)2

8c2
13C

4d log log(5D)2
.

Ainsi, (5.22) donne : ∑
σ∈S\{Id}

Aσλσ ≥
AC−ρ−3 log(2D)

64c2
13C

4d3
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et, en utilisant (5.18),( ∑
σ∈S\{Id}

λσAσ

)
− c4 log(ND) ≥ log(2D) . (5.23)

Enfin, en utilisant encore (5.21), (4.12) et (5.18), on obtient :

∑
σ∈S

λσ ≤ 1 +
2 log log(5D)

log(2D)
× N

(logN)2
≤ 4AC log(2D)2

log log(5D)2
. (5.24)

En injectant (5.23) et (5.24) dans (4.9), on a alors :

h(α) ≥ A−c15 log log(5D)4

D log(2D)3
. (5.25)

Soit maintenant Λ2 := {P ∈ Λ |eP = 1} et supposons :

|Λ2| ≥
A−ρN

4 logN
.

Choisissons :

T =

[
C3A2d log(2D)2

log log(5D)2

]
et reprenons les notations du sous-paragraphe 4.2.2. Réécrivons, pour la
commodité du lecteur, l’inégalité (4.16) :

T

d

∑
P∈Λ2

log p ≤ (T 2 + |Λ2|) logL+ 2(T + |Λ2|)(T +
∑
P∈Λ2

p)Dh(α) .

Or

T

d

∑
P∈Λ2

log p ≥ T logN

2d
× A−ρN

4(logN)2
≥ c16C

2AC−ρ+1 log(2D)5

log log(5D)4
.

Par ailleurs,

(T 2 + |Λ2|) logL ≤ c7

(
T 2 +

A−ρN

(logN)2

)
log(ND)

≤ c17

(
C6A4d2 log(2D)4

log log(5D)4
+
AC−ρ log(2D)3

log log(5D)3

)
CA log(2D)

≤ c18CA
C−ρ+1 log(2D)5

log log(5D)4
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et

(T + |Λ2|)(T +
∑
P∈Λ2

p) ≤
(
T +

N

(logN)2

)(
T +

N2

(logN)2

)

≤ 4N3

(logN)4

≤ 4A3C log(2D)9

log log(5D)7
.

Finalement :

h(α) ≥ A−c19 log log(5D)3

log(2D)4
. (5.26)

Le théorème 1.3 découle des inégalités (5.19), (5.25) et (5.26).
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