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Introduzione

Mentre le traiettorie scientifico-professionali dei principali geometri della Scuola italiana di
geometria algebrica (L. Cremona, C. Segre, G. Castelnuovo, F. Enriques, F. Severi, ...), i loro
risultati e la cronologia della Scuola sono ormai consolidati in letteratural, minori sono i
contributi volti a fornire una visione piu precisa e approfondita sugli altri membri e a studiare
le fonti materiali dell’impresa scientifica di questo gruppo sociale, di primaria importanza per
la storia della matematica in Italia.

Il case-study di Gino Fano (1871-1952), oggetto di questa tesi, rappresenta un contributo in
entrambe le direzioni.

Da una parte, infatti, nonostante i principali tratti della biografia di Fano fossero noti, diversi
erano gli aspetti della sua attivita scientifica, didattica e istituzionale ancora da esplorare.
Nell’immaginario collettivo, il suo nome ¢ solitamente associato ai contributi sui fondamenti
della geometria iperspaziale a n dimensioni e allo studio delle varieta algebriche
tridimensionali, ancora oggi note come “Fano threefolds”. Se i primi anni della sua traiettoria
(la formazione alla Scuola di Segre, ’avviamento alla ricerca a Gottingen con Felix Klein,
I’interesse per 1 fondamenti della geometria, 1 primi contributi alla teoria dei gruppi continui di
trasformazioni, ...) sono stati in buona parte presi in considerazione in letteratura — come si
vedra nel cAapIToLO 1 — la fase della maturita scientifica & spesso liquidata come un periodo di
relativa tranquillita, segnato dal connubio tra ricerca e insegnamento universitario a Torino,
interrotto soltanto dalle nefaste leggi razziali del 1938 che costringeranno Fano a cercare riparo
in Svizzera. Poco noti, in particolare, sono gli ultimi trent’anni di attivita — dagli anni Venti agli
anni Cinquanta — quando gli interessi di Fano si spostano definitivamente verso lo studio della
geometria algebrica in dimensione superiore e delle questioni di geometria birazionale ad essa
connesse. Per gettar luce su alcune di queste ‘zone d’ombra’ € parso necessario indagare e
approfondire il posizionamento di Fano a livello di contesto locale (I’ambiente accademico
torinese nel periodo 1920-1950) e globale (la Scuola geometrica italiana — che entra in questi
anni nella fase di declino — e i suoi rapporti con le nascenti tendenze internazionali).

Dall’altra parte, non era stato analizzato nel dettaglio il corposo fondo archivistico di Fano,
custodito presso la Biblioteca Speciale di Matematica dell’Universita di Torino.

! Sulla Scuolaitaliana di geometria algebrica cfr., inter alia, A. BRIGAGLIA — C. CILIBERTO 1995, Italian Algebraic
Geometry Between the Two World Wars, Kingston, Queen’s University; A. CONTE — L. GIACARDI 2016, Segre’s
University Courses and the Blossoming of the Italian School of Algebraic Geometry, in G. CASNATI, A. CONTE, L.
GATTO, L. GIACARDI, M. MARCHISIO, A. VERRA (eds.), From Classical to Modern Algebraic Geometry. Corrado
Segre’s Mastership and Legacy, Basel, Birkhéduser, pp 3-91; E. LuclANO — C.S. ROERO 2016, Corrado Segre and
his disciples: the construction of an international identity for the Italian School of algebraic geometry, ivi, pp. 93-
241. Tra i diversi lavori su Cremona, Segre, Castelnuovo, Enriques e Severi cfr. G. ISRAEL (ed.) 2017-19,
Correspondence of Luigi Cremona (1830-1903), 2 vols., Turnhout, Brepolis; L. GIACARDI 2001, Corrado Segre
maestro a Torino. La nascita della scuola italiana di geometria algebrica, «Annali di Storia delle Universita
italiane», pp. 137-160; A. BRIGAGLIA 2013, Per una biografia scientifica di Corrado Segre, «La Matematica nella
Societa e nella Cultura. Rivista dell’UMI» (1) 6, pp. 415-474; P. GARIO 2016, Guido Castelnuovo. ['uomo e lo
scienziato, «Rend. Mat. e Appl.» (7) 37, pp. 147-183; E. ROGORA 2016, Guido Castelnuovo e la matematica a
Roma tra Risorgimento e Belle Epoque, «Rend. Mat. e Appl.» (7) 37, pp. 219-233; C. GENNA 2021, Federigo
Enriques matematico e filosofo, Milano, Angeli; C. CILIBERTO — E. SALLENT DEL CoLomBO 2018, Francesco
Severi: il suo pensiero matematico e politico prima e dopo la Grande Guerra, pp. 1-30,
https://arxiv.org/abs/1807.05769
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In particolare, il corpus di carte manoscritte che costituisce gli Appunti vari (Scritti. 4)
restava interamente da esaminare e riordinare in maniera pil rigorosa.? A un accurato studio di
tipo codicologico di questi manoscritti, € seguito un primo riordinamento delle carte che ha
portato a un tentativo di datazione attendibile e all’individuazione di tre macro-sezioni: le tracce
per le lezioni sulla geometria algebrica in Italia che Fano era stato invitato a tenere ad
Aberystwyth nel 1923, caratterizzate da una commistione di termini in italiano e in inglese; le
minute di alcune conferenze presentate al Cercle Mathématique di Losanna nel biennio 1942-
44, in francese; gli appunti relativi all’attivita di ricerca e ad altre questioni matematiche di cui
Fano si e occupato, buona parte dei quali successivamente confluiti in lavori a stampa. Sono
poi state selezionate alcune carte manoscritte particolarmente significative in relazione
all’attivita di Fano nel trentennio considerato. E stata ricostruita la paginazione originale e sono
state messe in relazione con le altre sezioni degli Scritti del Fondo, con altri gruppi di carte
degli Appunti vari e con le pubblicazioni su rivista di Fano. Nello specifico, sono stati studiati
nel dettaglio i tre seguenti gruppi che costituiscono uno dei punti di partenza del mio lavoro di
tesi:

[1] Gli appunti sulle varieta tridimensionali, articolati in due gruppi di carte risalenti a

periodi diversi. Il primo (cc. 125-130) ¢ I’introduzione allo studio delle threefolds che
Fano avrebbe voluto illustrare ad Aberystwyth nel 1923; il secondo (nell’ordine, cc. 52,
45, 46) rappresenta invece uno studio preliminare per la prima classificazione delle Fano
threefolds che egli presentera al Congresso Internazionale dei Matematici di Bologna
(1928). La loro edizione critica ¢ fornita all’interno dell’ APPENDICE A.

[2] Le minute delle prime tre conferenze tenute a Losanna: Quelques apercus sur le
développement de la Géométrie algébrique en Italie pendant le dernier siecle
(nell’ordine, cc. 53, 61, 551, 55bis-A, 55bis-B, 56-60, 54, 62); Géométrie sur les surfaces
algébriques (nell’ordine, 47r, 43, 48, 42, 44, 49, 50); Apercu général sur les surfaces du
3°™ ordre (cc. 36-41). Unitamente agli Scritti. 1 e 3 del Fondo, intitolati rispettivamente
Les surfaces du 4°™ ordre e Transformations de contact birationnelles dans le plan, essi
restituiscono una preziosa testimonianza dell’attivita di alta divulgazione di Fano, anche
durante gli anni dell’esilio (APPENDICE B).

[3] Le tracce di una conferenza in due parti, tenuta presso la sezione torinese della Mathesis
nella primavera del 1926, dedicata a un tema particolare: Analysis situs e geometria
algebrica (cc. 139-142). L’ ApPENDICE C € dedicata a queste carte.

Il ruolo dei manoscritti quali testimoni privilegiati della nascita di nuove idee e affermato in

storiografia.® | documenti al punto [1] sono importanti per analizzare Iattivita di ricercatore di
Fano, andando a rintracciare le origini e 1’evoluzione delle sue pionieristiche ricerche sulle

2 Le 142 carte di dimensione 210x310 mm, unitamente ai 12 foglietti di diversa dimensione che costituiscono gli
Appunti vari, erano state lasciate nell’ordine in cui avevano raggiunto la BSMT alla morte di Fano. Il fascicolo &
composto da appunti autografi non datati, redatti in lingua diversa (italiano, inglese e francese), che risalgono a
epoche diverse. Una prima paginazione progressiva delle carte, secondo 1’ordine in cui erano state conservate,
risale al 2000. Non era poi stato affrontato uno studio interno approfondito del manoscritto. Cfr. L. GIACARDI L.
RINALDELLI 2001, | fondi Fano e Terracini della Biblioteca Speciale di Matematica “G. Peano” di Torino,
«QSUT» 5.4, pp. 381-413. E questa la numerazione delle carte cui faremo riferimento all’interno di questa tesi.
Buona parte degli Scritti del Fondo Fano ¢ disponibile in L. GIACARDI (ed.) 2013-23, Corrado Segre e la Scuola
Italiana di Geometria Algebrica, al link https://www.corradosegre.unito.it/fondo_fano_s.php.

3 Cfr. P.-M. DE BIAsI 2003, Sciences: des archives a la genése. Pour une contribution de la génétique des textes a
[histoire des sciences, «Genesis (Manuscrits-Recherche-Invention)» 20, pp. 19-52.


https://www.corradosegre.unito.it/fondo_fano_s.php

threefolds. Applicato al lavoro di indagine matematica, I’approccio genetico contribuisce a
rendere interpretabili i processi di scoperta, studio e rielaborazione scritta scaturiti dall’esigenza
di produrre un discorso matematico coerente. In questa prospettiva &€ concepito il CAPITOLO 2
di questa tesi, in cui si analizza la genesi e lo sviluppo di un oggetto geometrico specifico — le
Fano threefolds — tramite successive correzioni, ripensamenti e riadattamenti. Naturalmente lo
studio dei manoscritti non puo prescindere dal confronto con le opere a stampa: il matematico
che giunge alla pubblicazione non puo conservare tutto cio che ha affrontato durante la fase di
esplorazione, ma deve operare un’azione di selezione e semplificazione che lo conduce a
esporre i risultati nel modo piu diretto e coerente possibile. Anche se la sua argomentazione
puo ripercorrere, a grandi linee, il percorso di indagine, spesso ne conserva solo i momenti
salienti, le fasi costruttive e le soluzioni, tralasciando le difficolta incontrate, i tentativi non
andati a buon fine, i momenti di stallo e i problemi rimasti insoluti. Lo studio delle carte di Fano
permette di mettere in luce il processo sottostante alla produzione scientifica, al cui interno
linguaggio, metodi e strumenti elaborati rivestono un ruolo determinante. Il cApITOLO 3 €
dedicato a uno degli ultimi temi di ricerca di Fano: le Fano-Enriques threefolds. Oltre a essere
strettamente correlato alle indagini sulle varieta tridimensionali, questo campo di indagine di
Fano non era ancora stato preso in considerazione in prospettiva storica, pur avendo stimolato
alcuni studi all’interno della moderna geometria algebrica.

Le carte [2] contribuiscono a documentare un aspetto notevole dell’attivita di Fano nel solco
della Scuola italiana di geometria algebrica, fino a questo momento inesplorato: la promozione
e la valorizzazione all’estero non solo dei risultati dei geometri italiani, ma anche di un peculiare
approccio alla ricerca, come emerge nel CAPITOLO 4. Pur avendo un carattere essenzialmente
cumulativo, il sapere matematico si inserisce all’interno di uno scenario in continua evoluzione.
Nello specifico, il discorso geometrico della prima meta del Novecento conosce la propria
relativita, la dipendenza che lo lega al suo ambiente e al suo linguaggio naturale. Fano €
consapevole che la rilevanza di un insieme di tecniche e risultati non si afferma di diritto, ma
di fatto: si impone solo sollecitando il riconoscimento e il consenso da parte di una comunita il
piu ampia possibile. Tramite la divulgazione, Fano rivendica un posto — nella storia e nel
panorama di ricerca internazionale — per la geometria algebrica italiana.

Il ritrovamento delle carte [3] ha portato ad approfondire un tratto della biografia di Fano in
larga parte sconosciuto: il suo impegno nel contesto dell’educazione matematica, Su cui
incentrato il cAPITOLO 5. 1l tema dell’intervento di Fano alla Mathesis, congiuntamente al
confronto con alcune parti del suo corso di Geometria Superiore dell’a.a. 1924-25, conduce
anche a riflettere sulla considerazione della topologia da parte dei geometri italiani.
Significativo in quest’ottica ¢ il paragone con Achille Bassi, assistente di Fano a Torino dal
1933 al 1937 e figura del tutto inesplorata, cui é dedicato il CAPITOLO 6.

Per uno studio storico completo e coerente, bisogna tener presente la fase che precede e che
e al contempo complementare alla stesura di un lavoro scientifico, sia esso in uno stadio
preliminare (ad esempio, nella veste di appunti manoscritti) o nella sua versione editoriale.
Questa, infatti, pur rappresentando il momento essenziale nella formulazione dei risultati,
scaturisce, almeno in parte, dallo studio delle fonti, dalla lettura e dalla rielaborazione personale
dei testi matematici coevi e passati, dal posizionamento rispetto allo stato della ricerca in un
certo momento, dal contesto in cui si fa ricerca. Appare quindi necessario investigare piu a
fondo la genesi stessa dell’attivita di ricerca, anche a partire dall’analisi dei lavori che il
ricercatore ha a disposizione nel momento in cui intraprende un certo filone di indagine.



Nel caso di Fano, lo studio delle sue collezioni personali di libri e opuscoli, affrontato nel
CAPITOLO 7, si € rivelato essenziale. L’analisi della sua miscellanea, anch’essa conservata
all’interno del Fondo Fano, e la ricostruzione della sua biblioteca privata, i cui volumi sono
confluiti all’interno della BSMT, hanno fornito alcuni elementi interessanti sui suoi interessi,
sulle sue letture e sulla sua rete di contatti. Fano aveva inoltre a disposizione i testi e le collezioni
di riviste posseduti dalla Biblioteca, da lui diretta per quasi quindici anni (1924-38), il cui
patrimonio librario é analizzato nel CAPITOLO 10 e completamente schedato nell’ APPENDICE M.

Uno studio accurato della composizione della Biblioteca del ‘polo torinese’ non pud
prescindere dal confronto con quella dell’altro grande centro della Scuola italiana: nel cAPITOLO
9 e stata quindi analizzata la Biblioteca dell’Istituto Matematico di Roma, negli anni Venti la
“Princeton italiana” per la geometria algebrica (APPENDICE L). Qui si intrecciano le attivita
scientifiche e istituzionali di geometri di spicco (Cremona, la triade Castelnuovo-Enriques-
Severi, ma anche G. Scorza, E. Bompiani, ...) che attirano diversi studiosi stranieri a
perfezionarsi nella capitale, aprendo interessanti scenari di circolazione del sapere geometrico.

Per determinare con maggior precisione il collocamento di Fano all’interno del contesto
storico-sociale, la sua raccolta libraria € stata posta in dialogo e in paragone con il patrimonio
virtuale di C. Segre, cristallizzato all’interno del suo Schedario (CAPITOLO 8), e con le collezioni
personali di A. Terracini (CAPITOLO 11). Al di 1a dell’interesse intrinseco dello studio di tre
patrimoni finora inesplorati — il cui regesto completo € disponibile nelle ApPENDICI G, H, I, N,
O—il raffronto tra le letture di tre geometri della Scuola italiana, allievi 1’uno dell’altro a Torino,
ha permesso sia di delineare una cultura comune, trasmessa da una generazione all’altra, sia di
identificare alcuni sostanziali cambiamenti all’interno della tradizione geometrica italiana, sul
lungo periodo.

Oltre ai documenti inediti custoditi nelle due Biblioteche gia citate — BSMT (Fondi Fano,
Segre e Terracini) e BIMR (Fondo in corso di lavorazione sulla storia della Biblioteca di
Matematica) — sono state consultate, studiate e analizzate fonti d’archivio custodite in numerosi
centri archivistici italiani ed esteri: Archivio Centrale dello Stato (Fondo CNR), Archivio
dell’Accademia Nazionale delle Scienze (Fondo Bompiani), Archivio Storico dell’Accademia
Nazionale dei Lincei, Archivi Storici delle Universita di Padova, Pisa e Torino, Archivio
dell’Unione Femminile Nazionale, Archivio del “Giardino di Archimede”, Biblioteca “A.
Bassi” dell’Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo dell’Universidade de Sao
Paulo, Biblioteca del Dipartimento di Matematica “T. Levi-Civita” di Padova, Biblioteca
dell’Istituto Matematico “U. Dini” di Firenze (Fondo Montesano), Biblioteca di Scienze
Matematiche, Fisiche e Geologiche dell’Universita di Perugia, Bibliothéque de I’Universite de
Lausanne (Fondo De Rham), SC&A dell’Universita di Liverpool (Fondo Chisholm-Young),
Caltech Archives (B. Segre Papers). Una selezione di lettere su diversi temi custodite in alcuni
degli archivi citati ¢ disponibile all’interno delle APPENDICI D, Ee F.

A latere di un attento esame dei materiali archivistici, &€ emersa la necessita di individuare
un’adeguata categoria interpretativa per fornire una visione organica e unitaria della seconda
fase di attivita di Fano, tenendo conto del suo posizionamento all’interno della Scuola italiana
di geometria algebrica. E stata dunque adottata una lente di indagine patrimoniale, nella sua
duplice accezione materiale e immateriale, opportunamente adattata al contesto matematico.
Accogliendo I’istanza di inserire la pratica matematica all’interno di una prospettiva di storia
culturale, essa si € rivelata efficace per giungere a una sintesi coerente della pluralita di elementi
considerati.



Premessa metodologica

Per conferire la necessaria chiarezza ai contenuti di questa tesi, appare doveroso soffermarsi
su alcune nozioni e concetti fondamentali che compaiono in tutta la trattazione. Andando anche
a delimitare i confini di questa ricerca, desideriamo qui definire in maniera piu precisa alcuni
termini che saranno utilizzati nel testo e illustrare 1’impiego di strumenti che si sono rivelati
particolarmente utili per tale indagine storiografica.

Sul concetto di patrimonio matematico

Occorre innanzitutto precisare cosa intendiamo con 1 termini “patrimonio” e
“patrimonializzazione” in questo contesto.

Infatti, mentre il loro ruolo nel campo delle scienze umane e sociali & ormai affermato?, solo
in anni recenti questi concetti hanno attirato 1’attenzione della storia della scienza e, in
particolare, della storia della matematica, come emerge dal progetto di ricerca internazionale
PatriMaths (https://patrimaths.hypotheses.org/a-propos). Il convergere dell’interesse storico ¢
andato di pari passo con la transizione da un’idea puramente materiale dei patrimoni (il
patrimonio come “museo della memoria”) a una concezione piu ampia, che fa di essi uno
strumento di ricostruzione culturale e intellettuale.

Il proliferare della letteratura su questo tema non facilita 1’individuazione di una definizione
univoca del concetto di patrimonio ma, mettendone in luce molteplici accezioni e
interpretazioni, fa emergere la sua versatilita.? Si registra perd un sostanziale consenso sul fatto
che il patrimonio non esista intrinsecamente, ma scaturisca dalla volonta di preservare e
custodire qualcosa — concreto o astratto — ai fini di una sua trasmissione, atto che implica
I’attribuzione di un particolare valore all’oggetto in questione. In questa accezione attiva e
pragmatica del termine patrimonio, cio che affiora € la sua intima natura di costrutto sociale.
Partendo dal presupposto che I’attivita matematica ¢ da sempre fortemente situata nel tempo,
nello spazio geografico e all’interno del contesto sociale,® il concetto di patrimonio pud
costituire un’efficace categoria interpretativa per lo storico della matematica.

Bisogna tener presente che questa nozione racchiude in sé, congiuntamente, i due aspetti di
patrimonio materiale e immateriale, per chiarire i quali € conveniente ricorrere a due definizioni
distinte, specifiche per I’ambito matematico.

Con patrimonio materiale intendiamo le fonti dell’attivita matematica: gli archivi, i
patrimoni librari (privati e istituzionali), le collezioni di strumenti (come quelle dei modelli
geometrici), i luoghi della ricerca matematica. In estrema sintesi, tutto cio che rientra all’interno

L Cfr., inter alia, M. RAUTENBERG 2003, Comment s 'inventent de nouveaux patrimoines: usages sociaux, pratiques
institutionnelles et politiques publiques en Savoie, «Culture & Musées» 1, pp. 19-40; S. BOUDIA — A. RASMUSSEN
—S. SOUBIRAN 2009, Patrimoine et communautés savantes, Rennes, Presses universitaires de Rennes.

2 Sul problema di tale definizione, cfr. C. BorTOLOTTO (ed.) 2011, Le Patrimoine culturel immatériel. Enjeux
d’une nouvelle catégorie, Paris, Editions de la Maison des sciences de ’homme; J. DESCHEPPER 2021, Notion en
débat. Le patrimoine:  http://geoconfluences.ens-lyon.fr/informations-scientifiques/a-laune/notion-a-la-
une/patrimoine

3 Su questo ultimo aspetto, cfr. C. EHRHARDT 2010, Histoire sociale des mathématiques, «Revue de synthése»
131.4, pp. 489-493 e E. LucIANO 2022c, Turin, 1916, G. Fubini: une expérience de patrimonialisation en théorie
des nombres, Cahier thématique de «Philosophia Scientise» 26.2, pp. 123-144.



https://patrimaths.hypotheses.org/a-propos
http://geoconfluences.ens-lyon.fr/informations-scientifiques/a-laune/notion-a-la-une/patrimoine
http://geoconfluences.ens-lyon.fr/informations-scientifiques/a-laune/notion-a-la-une/patrimoine

delle condizioni materiali che hanno permesso alle diverse teorie matematiche di emergere e
interagire tra loro. Questa definizione & strettamente collegata alla concezione di “storia
materiale della scienza” — introdotta da M. Beretta nel 2002 e utilizzata in diversi settori di
indagine storica*® — intesa come un invito a esplorare le fonti materiali dell’attivita scientifica,
che supera la loro concezione come esclusivi “luoghi” o “vettori” della memoria. Naturalmente,
questo non significa ridurre 1’intera storia della matematica alle sue fonti materiali, ma essere
consapevoli che la loro considerazione puo contribuire a fornire una visione pit completa della
sua portata e delle sue caratteristiche.® All’interno dei patrimoni materiali, un ruolo privilegiato
spetta alle biblioteche, istituzionali e private. Queste ultime sono concepite come “spazio fisico
e insieme concettuale [...], scacchiera materiale che si fa proiezione di un’immagine interiore
di biblioteca”.® I lavori sulle biblioteche di G. Peano, C. Segre e Severi e sulle miscellanee di
E. Artom e F.G. Tricomi, hanno provato 1’efficacia e la potenza euristica di questo approccio
anche nel campo della storia della matematica, in termini di mathematical heritage & legacy.’

Piu complessa appare la formulazione di una definizione di patrimonio immateriale
matematico. Il concetto di patrimonio immateriale permea sempre piu la nostra societa,
promosso anche dall’individuazione della categoria da parte dell’Unesco nel 2003, ma
racchiude una molteplicita di significati.®

E tuttavia possibile identificare alcuni elementi fondamentali che possono indirizzarci verso
una definizione di questo concetto in ambito matematico. Innanzitutto, i legami imprescindibili
tra patrimonio, comunita e costruzione della conoscenza. Il riconoscimento da parte di una
collettivita € un secondo aspetto essenziale del patrimonio immateriale — in un certo senso
“invisibile” —ancor piu che per quello materiale: oltre a promuovere il senso di identita, € questo
elemento che favorisce la trasmissione® di qualcosa “che non si vede” da una generazione
all’altra. In terzo luogo, ¢ necessario tener presente I’interazione con I’ambiente: il patrimonio
immateriale scaturisce anche come risposta al contesto storico, politico e sociale. Bisogna infine
considerare il carattere cumulativo della conoscenza matematica. Questo aspetto, peculiare

4 M. BERETTA 2002, Storia materiale della scienza. Dal libro ai laboratori, Milano, Mondadori. Per un esempio
recente nell’ambito della storia della biologia, cfr. E. CANADELLI 2020, Documentare e celebrare: Pier Andrea
Saccardo e I’Iconoteca dei botanici di Padova tra Otto e Novecento, «Physis» 55, pp. 71-86. Cfr. anche F. SouLu-
M. SCHIAVON 2022, Tracer le parcours d’un objet scientifique avec les procés-verbaux et les bases instruments
du Bureau des longitudes, «Artefact» 17, pp. 177-216.

5 Cfr. M. BERETTA 2011, Editorial, «Nuncius» 26, p. 5.
6 L. DINICOLA 2013, [ libri “di” Italo Calvino, «Bollettino di italianistica» 1, p. 275.

7 Cfr. E. LUCIANO 2019, La miscellanea Artom, «<RSUT» 8.2, pp. 293-326; E. LUCIANO 2021, On Francesco G.
Tricomi’s heritage: archive and miscellany, «Historia Mathematica» 55, pp. 73-84; C. FONTANARI — S. GATTEI
2023, Francesco Severi’s Mathematical Library, INDAM series (in corso di stampa); E. LUCIANO 2023a, Storie
di mondi di carta: la Biblioteca di G. Peano, in P.-E. BOUR — M. REBUSCHI — L. ROLLET (eds.), Sciences,
Circulations, Révolutions, Nancy (in corso di stampa)

8 Cfr. la Convenzione sulla Promozione e Protezione del Patrimonio Immateriale siglata il 17 ottobre del 2003,
disponibile al link https://www.mite.gov.it/pagina/definizione-di-patrimonio-culturale-immateriale. ~ Sulla
questione della definizione, cfr. M. JADE 2004, Le patrimoine immatériel. Nouveaux paradigmes, nouveaux enjeux,
«La Lettre de I’'OCIM» 93, pp. 27-37.

% Sugli aspetti di trasmissione, diffusione e circolazione dei saperi matematici cfr. H. GISPERT — P. NABONNAND —
J. PEIFFER (eds.) 2015, Circulation et échanges mathématiques. Etudes de cas, n° spécial de «Philosophia
Scientiee» 19.2; F. JoVANOVIC- V. REBOLLEDO-DHUIN — N. VERDIER (eds.) 2018, Science(s) et édition(s), des
années 1780 a I’entre-deux-guerres, n° spécial de «Philosophia Scientise» 22.1.



https://www.mite.gov.it/pagina/definizione-di-patrimonio-culturale-immateriale

della matematica, € legato a quello che C. Ehrhardt, O. Bruneau e R. d’Enfert identificano come
un “punto cieco” nella storia della matematica, ossia la considerazione che i matematici hanno
circa la convivenza, all’interno della loro “cassetta degli attrezzi matematici”, di oggetti, che
appartengono per alcuni al loro passato, per altri al presente.’® Quando si parla di patrimonio
matematico immateriale occorre dunque interrogarsi sulle modalita con cui le comunita di
ricerca matematica identificano le risorse del passato e del presente da valorizzare, conservare
e trasmettere, in relazione alla loro consapevolezza di mantenere vive alcune conoscenze del
passato e al contempo di promuovere e tramandare i pit recenti risultati e scoperte.

Alla luce di queste considerazioni, in questa tesi la nozione di patrimonio matematico
immateriale sara utilizzata per parlare di:

e conoscenze (oggetti, definizioni, ...) e risultati matematici (teoremi, proprieta, ...);

e prassi, know-how, metodi e strumenti di indagine, tecniche dimostrative sviluppate per

conseguire i risultati;

e terminologia e linguaggio introdotto o coniato appositamente per esporli;

e modo di scrivere, pubblicare e presentare i risultati dell’attivita di ricerca;

e riferimenti culturali e conoscenze precedentemente acquisite — in un passato pit 0 meno

recente — consapevolmente utilizzate e mobilitate.

I1 concetto di patrimonio matematico immateriale, dunque, non ¢ limitato all’oggetto in sé
ma é legato al modo in cui i protagonisti guardano all’oggetto e al discorso matematico che
producono su di esso. Fondamentale & quindi il processo di patrimonializzazione, ossia il
processo sociale mediante cui i soggetti, attraverso le loro azioni reciproche, vanno a conferire
aun oggetto un insieme di proprieta o valori prima riconosciuti e condivisi dai soggetti coinvolti
e poi trasmessi a piu individui, tramite meccanismi di istituzionalizzazione necessari alla loro
legittimazione durevole nel tempo.!' Bisogna perd tener presente che questo processo di
trasformazione degli oggetti in oggetti del patrimonio procede infatti dal presente al passato,
rappresentando un’operazione culturale che J. Davallon chiama “filiazione inversa”. Per dirla
con il sociologo francese, il concetto stesso di patrimonio ¢ “reconstruction d’un lien avec un
monde disparu, depuis le présent, a partir d'un objet «trouvé»”.*? Nella prospettiva patrimoniale
occorre quindi tener presente che il legame con il passato e costruito a posteriori, a partire dal
presente.

Geometria algebrica e dintorni

La nascita della Scuola italiana di geometria algebrica si fa solitamente risalire al 1860,
quando Cremona diventa titolare della cattedra di Geometria superiore®® presso I’Universita di
Bologna, per lui appositamente istituita. Accanto a Cremona, ’altro esponente della prima
generazione della scuola & Giuseppe Battaglini. Tra i principali geometri della seconda
generazione vi sono Ettore Caporali, Pasquale Del Pezzo, Enrico D’Ovidio, Giuseppe Jung,

10 C. EHRHARDT — O. BRUNEAU — R. D’ENFERT (eds.) 2022, Patrimonialisation en mathématiques (XVIII1®-XX®
siécles), Cahier thématique de «Philosophia Scientie» 26.2, p. 8.

11 Cfr. E. AMOUGOU 2004, La Question patrimoniale. De la « patrimonialisation» & [’examen des situations
concreétes, Paris, L’Harmattan, pp. 25-26.

12.J. DAVALLON 2000, Le patrimoine: “une filiation inversée”, «<Espaces Temps» 74-75, p. 6.

13 La geometria superiore &, per Cremona, essenzialmente la geometria algebrica trattata con i metodi della
geometria proiettiva.



Luigi Berzolari, Giovan Battista Guccia, Giuseppe Veronese, Eugenio Bertini e Corrado Segre.
Quest’ultimo ¢ spesso considerato il vero “fondatore” della Scuola, in quanto capace di
indirizzare proficuamente le ricerche dei suoi allievi, guidandoli nell’affrontare diverse
tematiche che diverranno centrali nell’evoluzione della disciplina. La terza generazione €
composta dai geometri che portano la Scuola italiana a raggiungere il massimo prestigio a
livello internazionale. Basti pensare alla triade Castelnuovo-Enriques-Severi, cui si affiancano
altre figure significative: Fano, Michele De Franchis, Giuseppe Bagnera, Gaetano Scorza, Carlo
Rosati, Beppo Levi, Luigi Brusotti e Giovanni Giambelli. Infine, tra gli esponenti della quarta
generazione della Scuola rientrano Annibale Comessatti, Oscar Chisini, Fabio Conforto, Ugo
Morin, Beniamino Segre, Ruggiero Torelli, Luigi Campedelli, Giacomo Albanese, Giuseppe
Gherardelli, Giuseppe Pompilj, Aldo Franchetta e Alessandro Terracini.*

Occorre pero fare una precisazione riguardo a quest’ultimo: la prima parte della sua
produzione scientifica si colloca pienamente nell’alveo della geometria algebrica ma in un
secondo momento, cosi come era accaduto per C. Segre, i suoi interessi di ricerca si spostano
verso la geometria proiettivo-differenziale. Naturalmente, all’interno della produzione
scientifica di una buona parte degli autori qui elencati compaiono anche lavori in settori
differenti dalla geometria algebrica (geometria proiettivo-differenziale, teoria dei gruppi, ...),
ma il numero e I’importanza di essi rende significativo il loro apporto alla disciplina nel periodo
in esame.

E necessario precisare cosa si intende con geometria algebrica. Oggi con questo termine si
intende lo studio delle cosiddette varieta algebriche, ossia dei sottoinsiemi dello spazio a un
numero qualunque di dimensioni definiti da equazioni polinomiali. Per i geometri italiani di
fine Ottocento e inizio Novecento essa scaturisce

Fondendo nel modo piu abile la intuizione geometrica con alcuni risultati fondamentali tolti
all’algebra, [... con] tale sagacia da permettere alla nuova algebra geometrica di scoprire, spesso
senza sforzo, proprieta riposte che 1’algebra classica, appesantita dal bagaglio delle formule, solo
con fatica riusci a trovare.*®

Ancora, secondo Enriques, si tratta della “dottrina qualitativa delle equazioni e delle funzioni
algebriche, che costituisce il naturale prolungamento dell’ Algebra”.®

I temi di cui si occupa la geometria algebrica nella prima meta del Novecento afferiscono
essenzialmente a quattro ambiti: lo studio delle trasformazioni birazionali (o0 cremoniane); la
teoria delle curve; la teoria delle superfici algebriche; le varieta di dimensione maggiore a due.!’

14 La nostra suddivisione in generazioni si basa su quella di A. BRIGAGLIA 2001, The creation and persistence of
national schools: the case of Italian algebraic geometry, in U. BOTTAZzINI, A. DAHAN-DALMEDICO (eds.),
Changing Images of Mathematics, London, Routledge, pp. 203-204, cui sono state apportate alcune modifiche.

15 G. CASTELNUOVO 1930, Luigi Cremona nel centenario della nascita, «Rend. ANL» (6) 12, pp. 614.

16 F, ENRIQUES — O. CHISINI 1915, Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni e delle funzioni algebriche, vol.
1, Bologna, Zanichelli, Prefazione.

7 Per una panoramica dettagliata dei temi di ricerca della geometria algebrica italiana cfr., inter alia, A. BRIGAGLIA
— C. CILIBERTO 1998, Geometria Algebrica, in S. DI SIENO, A. GUERRAGGIO, P. NASTASI (eds.), La matematica
italiana dopo ['unita. Gli anni tra le due guerre mondiali, Milano, Marcos y Marcos, pp. 185-260, 265-286; A.
CoNTE — C. CILIBERTO 2004, La scuola di geometria algebrica italiana, in Storia della Scienza. La seconda
rivoluzione scientifica: matematica e logica, Roma, Treccani.



Introdotte da Cremona nel 1863, le trasformazioni birazionali‘® generalizzano il concetto di
trasformazione lineare e permettono di interpretare birazionalmente le operazioni proiettive
elementari di proiezione e sezione. In questo ambito rientrano gli studi sulle involuzioni del
piano proiettivo e sul legame tra il concetto di immersione in uno spazio proiettivo e la nozione
di serie lineare.

I principali oggetti di indagine della teoria delle curve sono le serie lineari su una curva
algebrica.'® Strettamente collegate allo studio delle curve algebriche sono la teoria dei moduli
sulle curve, le corrispondenze singolari, la varieta di Severi V(n, §), varieta di tutte le curve di
grado n con & nodi, e la varieta M,,, varieta dei moduli delle curve di genere p che parametrizza
le classi di equivalenza birazionale delle curve di genere p.

Tra le maggiori questioni della teoria delle superfici — il cui studio consiste in quello delle
famiglie di curve giacenti sulla superficie — rientrano le superfici razionali e i criteri di
razionalitd; i concetti di genere geometrico, aritmetico e irregolarita; i sistemi lineari di curve
su una superficie (tra cui la serie caratteristica del sistema); le curve virtuali (combinazioni
lineari formali a coefficienti interi di un numero di curve effettive sulla superficie); le superfici
rigate negli iperspazi; lo scioglimento delle singolarita; I’invariante di Zeuthen-Segre; i
plurigeneri; la riduzione della classificazione birazionale ai modelli minimali; i problemi di
degenerazione di curve su una superficie; il teorema di regolarita dell’aggiunto.?°

Passando alle piu note classi di varieta algebriche ricordiamo la varieta di Segre; le varieta
tridimensionali (comprese le Fano threefolds e le Fano-Enriques threefolds); le varieta abeliane
(tra cui la varieta di Albanese) e quasi-abeliane. Numerose e diversificate sono le vie di indagine
che si collocano in questo ambito: lo studio del gruppo di Picard di una varieta; I’analisi dei
sistemi di equivalenza e dei cicli di intersezione; le implicazioni del problema di Luroth sulla
classificazione birazionale delle varieta; i criteri di unirazionalita per i fibrati in coniche; i
problemi di realta.

Sotto la voce “ricerche in geometria algebrica” rientrano dunque questi quattro indirizzi
principali e alcuni filoni di indagine particolarmente significativi: la geometria della retta, volta

18 Sj tratta di trasformazioni esprimibili in termini di coordinate cartesiane mediante funzioni razionali e che sono
generalmente invertibili con trasformazioni dello stesso tipo. Esse rappresentano un elemento cardine della
geometria algebrica, tant’¢ che da questo momento le varieta algebriche saranno classificate a meno di
trasformazioni birazionali e non pit a meno di proiettivita.

19 Si tratta delle serie di gruppi di punti — i moderni divisori — tagliati sulla curva immersa in uno spazio proiettivo
dalle ipersuperfici di un sistema lineare, fuori da eventuali punti base sulla curva. Tra queste, riveste un ruolo
fondamentale la serie canonica, serie dei divisori dove si annullano i differenziali olomorfi sulla curva.

20 per maggiore chiarezza, diamo qui la definizione moderna dei principali caratteri numerici presi in
considerazione dai geometri algebrici classici. Sia X una varieta complessa, compatta e connessa, di dimensione
n. Denotiamo con Q7% il fibrato cotangente a X e con Ky = det2} il fascio canonico. Il genere geometrico &
py(X) = dim H°(Ky), dimensione dello spazio vettoriale delle n —forme olomorfe definite su X. I plurigeneri B,
definiti per » = 1, coincidono con la dimensione dello spazio vettoriale degli » —tensori di n —forme olomorfe
definiti su X, ossia B.(X) = dim H*(K2"). Infine, I’irregolarita & q(X) = dim H°(2}), dimensione dello spazio
vettoriale delle 1-forme olomorfe definite su X.



allo studio della Grassmanniana di uno spazio proiettivo,? la geometria combinatoria, la
geometria algebrica reale e quella numerativa.??

Al di la delle tematiche affrontate, vi sono alcuni tratti peculiari che caratterizzano la
geometria algebrica della Scuola italiana. In primo luogo, 1’adozione di un metodo euristico,
inteso come “attitudine sperimentale, la quale permette i controlli e le induzioni, che
costituiscono la vera forza per esplorare e costruire”? e che si concretizza nell’“esporre accanto
alle verita le vie — spesso diverse — che vi conducono, senza escludere dal confronto dei metodi
i procedimenti parziali o imperfetti”.?* | geometri italiani privilegiano 1’utilizzo degli strumenti
proiettivi per la scoperta di nuove proprieta intrinseche delle varieta algebriche e sono fautori
della superiorita dell’intuizione come via per la scoperta matematica rispetto alla dimostrazione
logico-deduttiva che serve invece a sancire quanto conquistato dall’intuizione. Cio implica un
certo esclusivismo nel metodo di scoperta, caratterizzato dall’intuizione geometrica e dall’uso
dell’analogia come strumento di indagine. Cosi come la geometria elementare ¢ concepita come
fisica dell’estensione, quella algebrica e intesa come una disciplina qualitativa volta a cogliere
relazioni tra oggetti e metodi diversi. Bisogna infine specificare che quando i geometri italiani
fanno riferimento alla geometria astratta essi non intendono la geometria degli spazi astratti né
si appellano ad un approccio strutturale alla disciplina, ma attribuiscono al termine “astratta” il
senso di “generale”, riferendosi — in sostanza — alla possibilita di applicare questa geometria a
una molteplicita di situazioni.

In breve, il geometra algebrico italiano della prima meta del Novecento é colui che non solo
si inserisce nelle vie di indagine tracciate dai predecessori ma abbraccia questa serie di principi
metodologici, stilistici ed espositivi che contraddistinguono sia 1’approccio alla ricerca Sia la
produzione scientifica.

In questo periodo, accanto al fiorire della geometria algebrica, in Italia si assiste anche alla
nascita della geometria proiettivo-differenziale che, agli albori, presenta vari punti di contatto
con la geometria algebrica.?® E C. Segre che apre la strada a un nuovo campo di indagine:
introduce infatti alcune tecniche miste, volte a dedurre le proprieta globali delle varieta a partire
da proprieta differenziali di natura locale. La geometria proiettivo-differenziale scaturisce
dall’analisi geometrica delle equazioni differenziali alla G. Darboux.?®

21 Nello specifico, con I’espressione “geometria della retta” si intende lo studio di Gr(1, P™), la Grassmanniana
delle rette dello spazio proiettivo P™. Una congruenza di rette & una superficie in Gr (1, P3).

22 Quest’ultima fa da trait-d 'union con 1’analysis situs, andando a esplorare le relazioni tra i metodi geometrici e
quelli algebrico-topologici.

23 F, SEVERI 1933, Nuovi contributi alla teoria delle serie di equivalenza sulle superficie e dei sistemi di
equivalenza sulle varieta algebriche, «Mem. R. Acc. d’Italia» 4, p. 71.

24 ENRIQUES — CHISINI 1915, cit., Prefazione.

% Sull’indirizzo proiettivo-differenziale cfr. A. BRIGAGLIA — C. CILIBERTO 1998, cit., pp. 260-265; L.
P1zzoccHERO 1998, Geometria differenziale, in S. DI SIENO, A. GUERRAGGIO, P. NASTASI (eds.), La matematica
italiana dopo ['unita. Gli anni tra le due guerre mondiali, Milano, Marcos y Marcos, pp. 321-379; C. CILIBERTO
2022, Uno sguardo alla geometria proiettivo-differenziale, «La Matematica nella Societa e nella Cultura. Rivista
dell’UMI» (1) 7, pp. 97-119.

2 Gli anni 1880-1914 rappresentano il periodo classico della geometria differenziale in Italia, segnato dalle figure
di L. Bianchi e G. Ricci-Curbastro. Le principali tematiche affrontate sono i rapporti tra la teoria delle superfici e
le equazioni alle derivate parziali; i problemi di applicabilita e di deformazione per le superfici; la teoria delle
trasformazioni tra superfici; le congruenze di rette e di sfere; lo studio delle deformazioni infinitesimali; la teoria
generale degli spazi riemanniani; il calcolo differenziale assoluto. A partire dal 1915, i metodi infinitesimali propri
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Due sono i filoni principali di indagine cui faremo riferimento con il termine “geometria
proiettivo-differenziale”. Il primo — rappresentato in Italia da Luigi Bianchi e Guido Fubini e
all’estero da A. Cayley, H. Poincaré, E. Picard, E. Study, E. Cech — & volto alla costruzione e
allo studio delle strutture metriche sopra gli spazi proiettivi e comprende la caratterizzazione
tramite forme differenziali delle superfici di uno spazio proiettivo e I’interpretazione
geometrica di tali forme. Il secondo indirizzo, caratterizzato da una maggiore contiguita
culturale con la geometria algebrica, & quello della geometria differenziale delle curve, delle
superfici e delle sottovarieta immerse in uno spazio proiettivo privo di struttura metrica.?’ Oltre
a C. Segre e Terracini, i principali esponenti nel versante italiano sono Enrico Bompiani, Ettore
Bortolotti, Pietro Buzano, Eugenio Togliatti e Beniamino Segre. Nei temi da loro affrontati
rientrano la teoria delle calotte; le congruenze rettilinee del tipo W legate alle deformazioni
infinitesimali di oggetti geometrici; I’invariante di Mehmke-Segre; le proprieta delle superfici
che soddisfano una o piu equazioni di Laplace indipendenti; la quintupla delle tangenti
principali alla superficie; lo studio delle congruenze di piani in relazione a loro proprieta focali
e quello degli elementi differenziali curvilinei; la classificazione di alcune varieta notevoli in
base alle dimensioni delle relative varieta delle secanti, degli spazi tangenti, delle corde o della
varieta duale.

Delineate le principali differenze tra geometria algebrica e proiettivo-differenziale, occorre
ancora stabilire la posizione della prima rispetto all’algebra e alla topologia, due branche della
matematica che nel periodo in esame sono andate incontro, all’estero, a un impetuoso sviluppo.

Con rare eccezioni, rappresentate negli anni Venti e Trenta del Novecento da Scorza,
Giovanni Ricci, Guido Zappa, Lucio Lombardo-Radice, Giovanni Dantoni, 1’algebra in Italia
si riduce allo studio delle equazioni algebriche, dei gruppi (e, in particolare, dei gruppi di
sostituzioni), delle matrici e dei determinanti, delle forme e dei loro invarianti. Nel campo della
teoria algebrica dei numeri I’interesse converge sullo studio delle forme quadratiche e dei
numeri p —adici, sui problemi di divisibilita negli anelli di numeri algebrici e sulla teoria dei
resti quadratici. Con la sola eccezione di Scorza, il concetto di struttura non riveste un ruolo
centrale per i matematici italiani. L’algebra sembra quindi occupare una posizione ancillare in
Italia, andando talvolta a costituire uno strumento nelle mani della geometria algebrica, tant’¢
che bisognera attendere il 1960 per la prima cattedra universitaria di questa disciplina. Bisogna
inoltre tener conto che i geometri italiani assumono una posizione diffidente nei confronti
dell’algebra moderna e dei nuovi linguaggi algebrici che scaturiscono dalla progressiva fusione
delle scuole tedesca e americana. In estrema sintesi, “1’Algebra che si sviluppa a Gottingen e
dintorni, semplicemente, non esiste nel bagaglio del matematico ipotizzato da Severi”.?®

Parzialmente differente € il discorso per la topologia, disciplina che si occupa dello studio
delle proprieta geometriche che non dipendono dalla nozione di misura ma sono legate a
problemi di deformazione. Agli albori della Scuola italiana, ma anche per i geometri delle

della geometria differenziale sono trasportati nell’ambito della geometria proiettiva tradizionale della quale sono
assorbiti il linguaggio e le nozioni fondamentali (coordinate omogenee, trasformazioni proiettive, ...).

27 Oggetto di queste ricerche & studio delle relazioni tra superfici immerse in uno spazio proiettivo e le equazioni
lineari alle derivate parziali, degli elementi differenziali caratterizzanti gli intorni infinitesimali di ordine superiore
al primo delle curve e delle superfici, delle connessioni proiettive di H. Weyl e E. Cartan.

28 A. BRIGAGLIA — A. SCIMONE 1998, Algebra e Teoria dei numeri, in S. DI SIENO, A. GUERRAGGIO, P. NASTASI
(eds.), La matematica italiana dopo [ ’unita. Gli anni tra le due guerre mondiali, Milano, Marcos y Marcos, p. 549.
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generazioni successive, la topologia coincide con 1’analysis situs, limitandosi allo studio degli
aspetti qualitativi, ossia delle proprieta geometriche che non dipendono da forma e dimensioni,
come la connessione.? Le principali questioni che rientrano in questa categoria riguardano la
topologia combinatoria; 1’equivalenza topologica di due varieta; i complessi (compresi i loro
cicli e i loro ranghi di connessione); le congruenze e le omologie; lo studio delle matrici di
orientamento e delle varieta orientabili. Per molti degli esponenti della Scuola italiana, le
ricerche in ambito topologico sono essenzialmente finalizzate a perfezionare risultati o teorie
della geometria algebrica.

Occorre pero distinguere tra topologia in senso classico e topologia algebrica, quest’ultima
affermatasi come disciplina autonoma a partire dagli anni Trenta grazie all’opera fondazionale
di O. Veblen, S. Lefschetz, J.W. Alexander, P.S. Aleksandrov e H. Hopf. Essa scaturisce
dall’applicazione degli strumenti dell’algebra astratta allo studio gli spazi topologici: si
approfondiscono i complessi e le loro proprieta da un punto di vista piu generale, ricorrendo a
concetti nuovi e di piu ampio respiro come quelli di gruppi di omotopia, omologia e
coomologia.®® Sono, questi, aspetti che —al momento — sembrano del tutto trascurati all’epoca
in Italia, probabilmente anche causa di una certa diffidenza nei confronti dell’algebra astratta.

Alcuni strumenti

Un’ultima considerazione riguarda le tecniche e gli strumenti di indagine utilizzati durante
la stesura di questo lavoro di tesi. Accanto a un’approfondita analisi delle fonti primarie (a
stampa e archivistiche) e secondarie, sono state adottate due ulteriori tecniche di ricerca storica,
con |’obiettivo di fornire una visione il pit completa possibile del fenomeno storico considerato.

La prima consiste nell’esame dei fondi librari a partire dalla costruzione di regesti digitali,
organizzato e messo a disposizione della comunita scientifica,! tramite 1’impiego di software
per I’analisi dei dati (quali Excel) e per la visualizzazione di reti di dati complessi (come quelli
delle digital humanities).®> Con questo obiettivo & stato utilizzato Palladio
(https://hdlab.stanford.edu/palladio/) implementato dall’Universita di Stanford. Questo
software e risultato uno strumento utile ed efficace per indagare le relazioni tra i protagonisti,
in un’epoca in cui la matematica ¢ segnata dall’internazionalismo scientifico.

29 |_a topologia in senso classico, detta anche geometria di posizione o geometria del continuo, studia le proprieta
di uno spazio che rimangono inalterate tramite una qualunque trasformazione biunivoca e bicontinua.

%0 Cfr. J. McCLEARY 2004, La topologia algebrica all'inizio del XX secolo, in Storia della Scienza. La seconda
rivoluzione scientifica: matematica e logica, Roma, Treccani, https://www.treccani.it/enciclopedia/la-seconda-
rivoluzione-scientifica-matematica-e-logica-la-topologia-algebrica-all-inizio-del-xx-secolo_%28Storia-della-
Scienza%29/

31 Per questo motivo, i regesti completi dei patrimoni librari analizzati sono stati pubblicati in forma completa e
liberamente accessibile in GIACARDI (ed.) 2013-23, cit.

32 Qull’uso degli strumenti delle digital humanities in ambito scientifico cfr. L. GuILLOPE 2006, Patrimoine
scientifique: droits d’auteur et du lecteur, in La propriété intellectuelle en question(s), regards croisés européens,
Paris, Litec, pp. 65-71; A. GEFEN 2015, Les enjeux épistémologiques des humanités numériques, «Socio: La
nouvelle revue des sciences sociales» 4, pp.61-74; O. BRUNEAU — N. LASOLLE — J. LIEBER — E. NAUER — S.
PAvLOVA — L. ROLLET 2021, Applying and Developing Semantic Web Technologies for Exploiting a Corpus in
History of Science: the Case Study of the Henri Poincaré Correspondence, «Semantic Web: Interoperability,
Usability, Applicability» 12.2, pp. 359-378.
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Un secondo metodo rivelatosi prezioso per 1I’esame delle interdipendenze storiche ¢ lo studio
dei citational network.3® Partendo dal presupposto che il ruolo dello storico — compreso quello
dello storico della matematica — non consiste soltanto nel descrivere degli eventi ma nel fornire
una prospettiva sulle relazioni tra eventi che possono apparire isolati o non correlati agli occhi
dell’osservatore, 1’analisi della rete delle citazioni pud rappresentare un valido aiuto per
raggiungere diversi obiettivi come: individuare opere oggi poco note ma che dovrebbero invece
essere considerate e analizzate in virtu del ruolo da esse rivestito all’epoca; ricavare
informazioni a partire dalla considerazione delle implicazioni storiche tra i nodi della rete;
rivelare interdipendenze, interrelazioni e la relativa importanza delle opere citate. | primi studi
sull’analisi delle citazioni — la maggior parte dei quali relativi a settori diversi rispetto alla storia
della matematica, con rare eccezioni,®* hanno messo in mostra le potenzialita di questo
approccio. Naturalmente, & necessario adottare alcune cautele. Innanzitutto, un numero elevato
di citazioni riflette I’impatto di una certa opera ma puo rifletterne o meno il valore intrinseco.
In secondo luogo, 1 dati ottenuti da un’analisi di questo tipo sono sempre relativi piuttosto che
assoluti. Infine, bisogna considerare il fatto che alcuni autori ignorano o trascurano —
consapevolmente o inconsapevolmente — un lavoro precedente, almeno all’interno dei loro
riferimenti bibliografici. Tuttavia, oltre a sostituire all’uso puramente metaforico del termine
“rete” una rappresentazione concreta e visibile dei rapporti tra matematici in un certo contesto
0 periodo storico, questa prospettiva puo contribuire a riabilitare figure che sono state, almeno
per un certo lasso di tempo, localmente centrali o, comunque, significative. E questo il caso di
Marino Pannelli, ampiamente citato nei lavori di Fano sulle threefolds e poi rapidamente
‘dimenticato’ negli anni successivi.

In sintesi, questo approccio — fungendo come integrazione alla consueta microanalisi del
contenuto dei singoli lavori — contribuisce a descrivere e comprendere meglio i processi € i
cambiamenti globali anche in ambito matematico.

33 La letteratura sui citational network & molto vasta. Ci limitiamo a citare E. GARFIELD 1979, Is citation analysis
a legitimate evaluation tool?, «Scientometrics» 1, pp. 359-375 e M. GMUR 2003, Co-citation analysis and the
search for invisible colleges: A methodological evaluation, «Scientometrics» 57, pp. 27-57.

34 Sull’analisi del citational network nella corrispondenza tra M. Mersenne e H. Oldenburg, cfr. Y. GINGRAS 2010,
Mapping the structure of the intellectual field using citation and co-citation analysis of correspondences, «History
of European ldeas» 36(3), pp. 330-339. Cfr. anche L. ROLLET 2017, La correspondance de jeunesse d’Henri
Poincaré: les années de formation, de I’Ecole polytechnique a I’Ecole des mines (1873-1878), Basel, Birkhauser.
Per un’applicazione al campo biologico, cfr. H.G. SMALL 1977, Co-citation model of a scientific speciality.
Longitudinal study of collagen research, «Social Studies of Science» 7.2, pp. 139-166.
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1. Gino Fano (1871-1952): profilo biografico

“Tra i piu gloriosi seguaci della Scuola geometrica italiana”, Gino Fano! nasce a Mantova il
5 gennaio 1871, in una facoltosa famiglia ebraica dove era viva la tradizione patriottica e che
gli aveva instillato “alti sentimenti di italianita”.? Il padre, Ugo Prospero Fano (1839-1927), era
stato un volontario garibaldino e aveva preso parte alla campagna del Trentino del 1866. La
madre, Angelica (1851-1923), & una donna acculturata, come testimoniato dal suo ruolo di
consigliere del Comitato di Mantova della “Societa ‘Dante Alighieri’ per la diffusione della
lingua e della coltura italiana fuori del Regno”, incarico che manterra fino al 1901.

Fano frequenta le prime tre classi del Liceo-ginnasio “Virgilio” di Mantova, ottenendo
brillanti risultati. Assecondando i desideri del padre, entra poi al Collegio Militare di Milano,
dove rimane quattro anni. Nel 1888 ottiene la licenza all’Istituto tecnico di Mantova. Dopo aver
frequentato per un brevissimo periodo 1’ Accademia Militare di Torino, si iscrive all’Universita
come allievo ingegnere. Tuttavia, gia all’inizio dell’a.a. 1888-89, abbandona gli studi di
ingegneria per dedicarsi alla matematica. Qui impressiona fin da subito il giovane Guido
Castelnuovo che in questo periodo ricopre il ruolo di assistente di D’Ovidio e che, svolgendone
le esercitazioni, spesso lo invita a risolvere esercizi e a ripetere alcune parti delle lezioni. In
questo periodo Fano intreccia anche proficui rapporti con C. Segre, diventando il primo della
sua importante schiera di allievi. Segre e Castelnuovo si rendono ben presto conto delle doti
matematiche di Fano e prendono a cuore la sua formazione, influenzandone notevolmente la
maturazione scientifica.

A Torino Fano ha anche la fortuna di seguire, nel 1890-91, il celebre corso di Geometria
superiore di Segre dedicato alla geometria degli enti algebrici semplicemente infiniti.3
Dall’invito a individuare un sistema di postulati per la geometria proiettiva iperspaziale rivolto
da Segre durante queste lezioni scaturisce la prima memoria di Fano che avra una notevole
influenza sull’evoluzione della geometria algebrica italiana.* L aspetto piu pregevole della
memoria risiede non tanto nel suo scopo iniziale — poiché nello stesso periodo anche altri
studiosi, come F. Amodeo, pubblicano su questo argomento® — ma piuttosto nella parte dedicata

! Sulla biografia di Fano, cfr. D.J. STRUIK 1971, Fano Gino, DSB, vol. 4, pp. 522-523; L. GIACARDI 1987, Gino
Fano, in L. GIACARDI — C.S. ROERO (ed.) Bibliotheca Mathematica, Allemandi, Torino, pp. 173-176; F. LERDA
1994, Fano Gino, DBI, vol. 44, https://www.treccani.it/enciclopedia/gino-fano_%?28Dizionario-Biografico%29/;
A. CONTE - L. GIACARDI 1999, Gino Fano, in C.S. ROERO (ed.), La Facolta di Scienze Matematiche Fisiche
Naturali di Torino, 1848-1998, vol. 2, Torino, DSSP, pp. 548-554; W. MANTOVANI 2005, Gino Fano (1871-1952).
Un mantovano fra i piu illustri matematici del suo tempo, «Atti e Mem. Acc. Virgil.» 73, pp. 195-206; A. JANOVITZ
—F. MERCANTI 2008, Gino Fano, in Sull’apporto evolutivo dei matematici ebrei mantovani nella nascente nazione
italiana, Monografie di EIRIS, Milano, EIRIS, pp. 43-61; E. LUCIANO — C.S. ROERO 2010, La Scuola di Giuseppe
Peano, Torino, DSSP, pp. 77-92; L. GIACARDI — E. LUCIANO — E. SCALAMBRO 2023, Gino Fano (1871-1952). The
scientific trajectory of an Italian geometer between internationalism and persecution, INDAM series (in corso di
stampa).

2 B. SEGRE 1952, Gino Fano. Necrologio, «Archimede» 4, p. 262.
3 Cfr. BSMT, FSe, Quad. 3, disponibile al link https://www.corradosegre.unito.it/int3.php.

4 G. FANO 1892, Sui postulati fondamentali della geometria proiettiva in uno spazio lineare a un numero
qualunque di dimensioni, «Giorn. di Mat.» 30, pp. 106-132.

S F. AMODEO 1890-91, Quali possono essere i postulati fondamentali della Geometria proiettiva di uno S, «Atti
R. Acc. Sci. Torino» 26, pp. 741-770.
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alle geometrie finite, riprese successivamente anche da Veblen e dallo stesso Fano. Compare
qui il celebre esempio del piano proiettivo composto da sette punti e sette rette, successivamente
noto come “piano di Fano”.5

Ancora studente, sotto lo stimolo di Segre, nel 1890 Fano traduce in italiano il Programma
di Erlangen di Felix Klein. La versione italiana, apparsa con il titolo di Considerazioni
comparative su ricerche geometriche recenti,” precede le traduzioni in francese, in inglese e in
polacco, e contribuisce a diffondere la visione di Klein su scala internazionale. Questa
traduzione segna, per Fano, un primo avvicinamento alla matematica avanzata e, soprattutto,
all’approccio sintetico alla Klein, che sara determinante in vari suoi lavori successivi.

Nel 1892 Fano conclude gli studi universitari con una dissertazione di laurea sulla geometria
iperspaziale, redatta sotto la guida di Segre.® Rimasto a Torino nell’a.a. 1892-93 come assistente
di D’Ovidio, nell’ottobre del 1893 Fano si sposta a Gottingen per trascorrere due semestri di
perfezionamento alla Scuola di Klein. Questo periodo si rivelera molto fecondo per la sua
formazione, non solo per quanto riguarda i campi di ricerca

ma soprattutto per I’acquisizione e il rafforzamento di determinate idee, quali ’importanza delle
concezioni gruppali e [...] I'importanza dell’intuizione nei progressi della matematica e
segnatamente della geometria.’

Oltre a far tesoro del magistero di Klein in ambito didattico e scientifico, durante il periodo
tedesco Fano presenta due seminari all’interno del corso di Klein dedicato alle funzioni sferiche
e alle loro applicazioni alla fisica matematica e tiene anche alcune conferenze sulla geometria
algebrica italiana presso la Mathematische Gesellshaft.!® Fra gli studenti che seguono i seminari
ci sono Emanuel Beke, Wilhelm Lorey e Grace Chisholm.!

Rientrato in Italia, nell’a.a. 1895-96 Fano si sposta all’Universita di Roma per ricoprire il
ruolo di assistente di Castelnuovo. Nel 1899 Klein gli offre la cattedra di geometria di
Gottingen, precedentemente occupata da A.M. Schonflies, in quanto desidera che il nuovo

® Nello specifico, si tratta del piano proiettivo sul campo finito composto da due elementi; contiene 7 punti,
ciascuno dei quali contenuto in 3 rette, e 7 rette, ognuna delle quali contiene 3 punti.

" F. KLEIN/ G. FANO (trad.) 1890, Considerazioni comparative su ricerche geometriche recenti, «Ann. Mat.» 17,
pp. 307-343.

8 Cfr. il certificato di laurea custodito in ASUT XD 193, 36. Fano si laurea con lode il 22.6.1892. Dalla sua tesi
scaturisce il lavoro G. FANO 1893, Sopra le curve di dato ordine e dei massimi generi in uno spazio qualungue,
«Mem. R. Acc. Sci. Torino» 44, pp. 335-382.

® A. TERRACINI 1952, Gino Fano, «Boll. UMI» (3) 7, p. 486.

10 Sj tratta di un nuovo elemento della biografia di Fano, emerso durante la collaborazione con la prof.ssa Giacardi.
Fano presenta due seminari, uno sulle serie di Fourier (Aligemeine Bemerkungen iiber Fourier’sche Reihen,
13.6.1894), I’altro sulle funzioni sferiche (Kugelfunktionen, 20.6.1894). Tutte le presentazioni tenute dal 1872 al
1913, quando Klein si ritira, sono annotate con cura all’interno del Protocollbuch, solitamente dall’oratore. |
seminari di Fano sono accessibili al link: https://www.uni-math.gwdg.de/aufzeichnungen/klein-scans/klein/\/12-
1894-1896/V12-1894-1896.html. Alla Mathematische Gesellshaft, Fano tiene una conferenza sulla geometria
algebrica italiana (Uber die neuesten Untersuchungen der italienischen Geometer) e un intervento dedicato alla
geometria della retta (Uber eigene Untersuchungen im Gebiete der Liniengeometrie).

11 G. Chisholm si rechera a Torino con il marito William Young nel 1898-99 per seguire i corsi di C. Segre e
rimarra in contatto con Fano. Cfr. F. Enriques a G. Castelnuovo, [s.l.] 19.4.1898, edita in U. BOTTAZZINI — A.
CONTE — P. GARIO (eds.) 1996, Riposte armonie. Lettere di Federigo Enriques a Guido Castelnuovo, Torino,
Bollati Boringhieri, p. 166.
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titolare valorizzi I’intuizione geometrica e sviluppi gli studi geometrici in tutte le direzioni.'?
Fano declina molto diplomaticamente I’invito, affermando di essere onorato da una tale offerta
ma di preferire una cattedra in un’universita italiana®®; inoltre, come ricorda il figlio Ugo, non
vuole “essere germanizzato”.!* In quello stesso anno, vincitore di concorso, Fano ottiene la
cattedra di Algebra e geometria analitica all’Universita di Messina, ma la sua aspirazione &
quella di tornare a Torino.%® In seguito a un nuovo concorso, nell’autunno del 1901 & chiamato
come professore straordinario di Geometria proiettiva e descrittiva con disegno nel capoluogo
piemontese!®, dove comincia i corsi con rinnovato entusiasmo:

Per conto mio, ho tutta la fiducia di poter andare avanti bene, malgrado il lavoro piu che discreto.
In 1° anno i presenti sono un po’ piu di 100, in 2° anno un po’ meno. Vado molto adagio [...].
Quello che posso dire di Torino & che, dopo 5 anni di Roma e 2 anni di Messina, per il mangiare,
dovunque vada, mi sembra di essere rinato.'’

Promosso a ordinario con decreto del 24 novembre 1905, tre anni piu tardi Fano assume
anche I’incarico di Geometria descrittiva con applicazioni presso la Scuola di Ingegneria. Nel
1911 si sposa con Rosa Cassin (1880-1956), da cui avra due figli: Ugo (1912-2001) e Roberto
(1917-2016). La stagione torinese rappresenta 1’apice della carriera accademica di Fano e il
periodo piu fecondo della sua attivita scientifica, segnato dalla pubblicazione di oltre ottanta
lavori, tra cui i primi studi sulle varieta tridimensionali che rappresenteranno il leitmotiv delle
sue ricerche in geometria algebrica.'8

Sono questi gli anni del definitivo inserimento di Fano nell’ambiente scientifico
internazionale. Cio é favorito sia dalla partecipazione ai Congressi Internazionali dei

12 BSMT, FFa, lett. 9: F. Klein a G. Fano, Gottingen 5.2.1899: Ich fasse die Professur wesentlich als eine
geometrische Professur, d. h. ich wiinsche, dass der Neuzuberufende die geometrische Anschauung hervorkehrt
und nach allen Richtungen die geometrischen Studien belebt. Nun kennen Sie aber den Niedergang der Geometrie
in der jiingeren deutschen Generation. Ich bin also auf den Gedanken gekommen, ob nicht Sie der geeignete Mann
fiir uns wadren!. La lettera é edita in E. LUCIANO — C.S. ROERO 2012, From Turin to Géttingen: dialogues and
correspondence (1879-1923), «Bollettino di Storia delle Scienze Matematiche» 32, pp. 195-196 ed ¢ disponibile
in formato digitale al link https://www.corradosegre.unito.it/fondofano/lettera9.pdf. Cfr. F. Enriques a G.
Castelnuovo, [s.1.] 2.3.1899, edita in BOTTAZzINI— CONTE — GARIO (eds.) 1996, cit., p. 401.

13 G. Fano a F. Klein, Torino 10.2.1899, edita in LUCIANO — ROERO 2012, cit., pp. 197-198.

14 U. FANO 2000, The memories of an Atomic Physicist for my Children and Grandchildren, «Physics Essays» (2)
13, p. 178: “be Germanized”.

15 Essendo arrivato secondo al concorso per ordinario di algebra e geometria analitica a Pavia, Fano & nominato
straordinario a Messina a partire dal 1.12.1899. Sul desiderio di tornare a Torino, cfr. le lettere inedite disponibili
in P. GARIO (ed.) 2010, Lettere e Quaderni dell’Archivio di Guido Castelnuovo: corrispondenza con Gino Fano:
G. Fano a G. Castelnuovo, Pavia 26.10.1899; Messina 3.12.1899; 29.12.1899; 17.1.1900; 30.1.1900; 7.2.1900;
Cairo 14.2.1900; Messina 21.3.1900; 13.5.1900; 7.3.1901; 24.4.1901; 26.4.1901. Nel maggio del 1900 Fano ¢
supplente sulla cattedra di Geodesia a Messina, assumendo congiuntamente la direzione del relativo Gabinetto.

16 1vi, G. Fano a G. Castelnuovo, Messina 5.5.1901: “Alla Gazzetta di Messina ¢ arrivata I’altra sera un telegramma
colla notizia della mia nomina a Torino, come gia portata dal Bollettino!”. La commissione del concorso per la
cattedra di Geometria proiettiva e descrittiva a Torino & composta da Castelnuovo, Del Re, Montesano, Segre e
Veronese. Oltre a Fano (1° posto), al concorso partecipano Amodeo, Pannelli, Ciani (2° posto), De Franchis e
Beppo Levi (3° posto ex aequo).

17 lvi, G. Fano a G. Castelnuovo, Torino 10.11.1901.

18 Questo aspetto & approfondito nei capitoli 1 e 2 di questa tesi. Cfr. J. MURRE 1994, On the work of Gino Fano
on three-dimensional algebraic varieties, in A. BRIGAGLIA, C. CILIBERTO, E. SERNESI (eds.), Algebra e geometria
(1860-1940): il contributo italiano, Supplemento «Rend. Circ. Mat. Palermo» (2) 36, pp. 219-229.
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Matematici di Roma (1908), Cambridge (1912), Bologna (1928) e Zurigo (1932)*° sia dalla
collaborazione al progetto dell’Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften mit
Einschluss ihrer Anwendungen.?® Su invito di Klein, Fano scrive due saggi per la EMW,
contenenti preziose note storiche: il primo dedicato alla dialettica tra geometria sintetica e
analitica nel corso del loro sviluppo nell’Ottocento, il secondo sui gruppi continui.?!
Quest’ultimo avra un’influenza significativa su Elie Cartan che ne curera la versione rivista e
ampliata in francese.?? Nell’estate del 1904, inoltre, Fano ¢ invitato speciale, insieme a H.
Poincaré, all’undicesima riunione estiva dell’American Mathematical Society, tenuta a St.
Louis.

La fama acquisita e i contatti con i coniugi Young valgono a Fano I’invito a tenere un ciclo
di lezioni sulle ricerche geometriche italiane presso I’University College of Wales di
Aberystwyth nel semestre invernale del 1923. Le lezioni tenute in questo contesto sono
articolate in otto temi che partono dai contributi di Cremona e dei suoi successori per arrivare
alle piu recenti ricerche della Scuola italiana di geometria algebrica, evidenziando le
connessioni con la ricerca internazionale.?® Ancora, nel 1925 Fano & invitato, insieme a Guido
Fubini, a rappresentare 1’Atenco torinese in occasione delle celebrazioni ufficiali per il
bicentenario della fondazione dell’ Accademia delle Scienze dell’Unione Sovietica.

Alla morte di Segre, Fano gli succede alla direzione della Biblioteca Speciale di Matematica,
incarico che terra dal 1924 al 1938.

9 Fano ¢ vicesegretario dell’ICM di Roma e presidente della sezione di geometria all’ICM di Bologna. Prima
dell’arrivo a Torino, aveva partecipato ai Congressi di Zurigo (1897) e Parigi (1900).

20 Sulla partecipazione di Fano a questo progetto editoriale, cfr. GARIO (ed.) 2010, cit.: G. Fano a G. Castelnuovo,
Colognola ai Colli 17.9.1895 e 19.9.1895; G. Fano a F. Klein, Mantova 30.12.1895, edita in LUCIANO — ROERO
2012, cit., pp. 184-185. Cfr. poi ASUT, Fasc. personale di G. Fano: G. Fano a A. Pochettino, Torino 23.5.1923,;
A. Pochettino al Questore, Torino 23.5.1928; S. Pivano al Questore, Torino 21.5.1930. Cfr. infine BSMT, FTe,
Carte Terracini: G. Fano a A. Terracini, Colognola ai Colli 6.10.1951: “Per la storia, nel 1895 0 96, quando & sorta
la prima idea dell’Enciclopedia ancora molto indeterminata, Fr. Meyer aveva scritto a me per la geometria,
proponendomi di redigere un contributo relativo alla (sostanzialmente) geometria algebrica (nome che forse allora
non esisteva ancora) ‘inclusive mehrdimensional Rdume’. o per il momento devo aver nicchiato, finché il piano
si € meglio concretato, e ne & venuta la suddivisione”.

2L G. FANO 1907a, Gegensatz von synthetischer und analytischer Geometrie in seiner historischen Entwicklung im
XIX Jahrhundert, in EMW 3-1-1, Leipzig, Teubner, pp. 221-228; G. FANO 1907b, Kontinuierliche geometrische
Gruppen. Die Gruppentheorie als geometrisches Einteilungsprinzip, in EMW 3-1-1, Leipzig, Teubner, pp. 289-
388.

22 E, CARTAN 1915, La théorie des groupes continus et la géométrie (exposé d’apres larticle allemand de G.
Fano), in ESM 3.1, Paris, Gauthier-Villars, pp. 1-135.

23 Cfr. la sezione Notizie del «Period. Mat.» 1923, (4) 3, p. 147: “Il prof. Gino Fano dell’Universita di Torino, che
alla vasta cultura e all’alta scienza matematica unisce il felice possesso della lingua inglese, & stato invitato
dall’Universita del Galles a tenervi un corso di conferenze sulla Scuola geometrica italiana che, per lo studio delle
equazioni e delle funzioni algebriche, riprendendo in nuova forma la tradizione dei grandi algebristi italiani del
Rinascimento, ha conseguito — nel mondo matematico — un indiscusso primato”; G. FANO 1923a, A preface to a
series of special lectures on ‘Italian Geometry’, Shrewsbury, Walker. Fano é aiutato nella traduzione in inglese
delle lezioni dalla sorella Maria Ettlinger, da Grace Chisholm e George A. Schott, quest’ultimo docente di
matematica applicata ad Aberystwyth.
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Con i provvedimenti razziali dell’autunno del 1938, crollano i “tre pilastri della sua vita: la
famiglia, la patria e la professione”.?* Fano — tipico ebreo italiano, perfettamente integrato e
assimilato — & rimosso da tutti i suoi incarichi. Dietro le reiterate insistenze dei familiari, si
risolve a emigrare a Losanna: €, questa, una decisione ponderata, motivata dalla posizione
neutrale della Svizzera nel conflitto mondiale. Risiede qui dal gennaio del 1939 al maggio del
1945, alloggiando dapprima in una modesta pensione, 1’Hotel des éstrangers, insieme ad altri
rifugiati per motivi razziali e politici, e successivamente all’Hotel Elite. In Svizzera Fano si
dedica a molteplici attivita: oltre a proseguire I’attivita di ricerca, dal 1944 tiene i corsi di
Geometria analitica, descrittiva e proiettiva nel Camp Universitaire Italien di Losanna, é
docente ¢ presidente delle commissioni d’esame di matematica dello Studio universitario di
Huttwil e insegna geometria descrittiva all’Ecole d’Ingénieurs nella primavera del 1945, come
supplente di J. Marchand.?® Tra il maggio del 1942 e il febbraio del 1944, tiene cinque
conferenze sulla geometria algebrica italiana presso il locale Cercle Mathématique, su invito di
Georges De Rham.?

Al suo rientro in Italia, dopo la fine della guerra, Fano riprende solo nominalmente I’attivita
accademica, riducendo notevolmente la sua partecipazione alla vita universitaria e limitandosi
a partecipare a qualche seduta di facolta. Nel 1946 é collocato a riposo per sopraggiunti limiti
di etd. Nominato professore emerito nel luglio del 1948,%" trascorre gli ultimi anni della sua vita
tra Italia e Stati Uniti, dove risiedono i figli.

Fig. 1.1. Gino Fano.

24 R, FANO 2004, In Loving Memory of my Father Gino Fano, in A. COLLINO, A. CONTE, M. MARCHISsIO (eds.),
The Fano Conference. Torino 29 September-5 October 2002, Torino, Dip. di Matematica, p. 3: “three pillars of
his life: his family, his Country and his profession”.

% Sull’emigrazione di Fano in Svizzera, cfr. E. LUCIANO 2017, Scienza in esilio. Gustavo Colonnetti e i campi
universitari in Svizzera (1943-1945), «Pristem Storia. Note di Matematica, Storia, Cultura» 41-42, Milano, Egea,
pp. 87-99, 105-107; ID. 2022a, Looking for a Space of Intellectual Survival. The Jewish Mathematical Emigration
from Fascist Italy, Series Science Networks. Historical Studies, Basel, Springer, pp. 235-251; ID. 2022b, Gino
Fano in Svizzera (1939-1945), «Bollettino di Storia delle Scienze Matematiche» 31, pp. 1-30.

% |_e ultime quattro conferenze sono analizzate nel CAPITOLO 4 di questa tesi.

2 ASUT, Fasc. personale di G. Fano: M. Allara a G. Gonella, Torino 18.6.1948; G. Gonella a M. Allara, Roma
19.7.1948; M. Allara a G. Fano, Torino 24.7.1948; G. Fano a M. Allara, Mantova 1.8.1948.
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Fano si spegne a Verona 1’8 ottobre 1952, lasciando incompiuto il suo ultimo scritto: la
commemorazione di Castelnuovo che sara letta il 13 dicembre 1952 — due mesi dopo la sua
morte — da Ugo Amaldi all’Accademia dei Lincei.

Per gli alti meriti scientifici, durante la sua lunga carriera, Fano & nominato socio di
numerose accademie e istituzioni scientifiche (R. Accademia delle Scienze di Torino, R.
Accademia dei Lincei, R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, R. Accademia Peloritana, R.
Accademia Virgiliana di Mantova, Circolo Matematico di Palermo, UMI, SIPS). Riceve inoltre
due importanti riconoscimenti per il suo impegno istituzionale: I’onorificenza di Ufficiale
nell’Ordine della Corona d’Italia (1923) per il contributo alle attivita del Comitato Regionale
di Mobilitazione Industriale per il Piemonte?® durante il primo conflitto mondiale e la Medaglia
d’oro dei benemeriti della Pubblica Istruzione (1928) per la sua azione in favore della Scuola
Operaia Serale Femminile di Torino.?°

Pur essendo prevalentemente indirizzata verso la geometria algebrica classica, 1’attivita di
ricerca di Fano si dipana in diversi campi della geometria.*® La fase di formazione & segnata
dall’influenza dei suoi tre grandi maestri — Segre, Castelnuovo e Klein — che lo orientano
secondo tre indirizzi principali: quello proiettivo iperspaziale, quello birazionale e quello
differenziale-gruppale. Di conseguenza, i primi studi di Fano sono dedicati ai fondamenti della
geometria proiettiva iperspaziale e ai gruppi continui nella geometria proiettiva e birazionale.®
In questo secondo ambito si colloca il lavoro sui gruppi continui di trasformazioni cremoniane
nello spazio scritto ‘a quattro’ mani con Enriques.®> A proposito di tale collaborazione,
quest’ultimo scrive a Castelnuovo in questi termini:

Col Fano ci siamo accordati per un lavoro in comune dove esporremo il risultato generale [...] lui
poi dara successivamente 1’analisi minuta dei singoli tipi. La differenza fra i nostri metodi non
era essenziale, soltanto egli faceva una discussione caso per caso dove invece io mi occupavo di
stabilire il teorema generale con metodo piu comprensivo. Tuttavia in alcuni punti le
considerazioni del Fano avranno la preferenza perché piu semplici. Debbo anzi dirti che in questa

28 Cfr. ASUT, Corrispondenza BSMT: M. Caputo a A. Terracini, Torino 22.4.1953; A. Terracini a M. Caputo,
Torino 23.4.1953; A. Terracini a A. Provenzali, Torino 23.4.1953.

29 Cfr. la lettera di G. Fano al Presidente della R. Acc. Virgiliana, Torino 24.11.1935, edita in JANOVITZ —
MERCANTI 2008, cit., p. 150.

30 Per una panoramica sui contributi di Fano cfr. A. CoLLINO — A. CONTE — A. VERRA 2014, On the life and
scientific work of Gino Fano, «La Matematica nella Societa e nella Cultura. Rivista dell’UMI» (1) 7, pp. 104-111.

31 Sui contributi di Fano a questi settori, cfr. L. Bol 1990, The influence of the Erlangen Program on lItalian
geometry 1880-1890: n-dimensional geometry in the works of D’Ovidio, Veronese, Segre e Fano, «Arch. Int. Hist.
Sci.» 40, pp. 67-71; T. HAWKINS 2000, Emergence of the Theory of Lie Groups, New York, Springer, pp. 251-
260, 291-297, 306-308; M. AVELLONE — A. BRIGAGLIA — C. ZAPPULLA 2002, The Foundations of Projective
Geometry in Italy from De Paolis to Pieri, «Archive for History of Exact Sciences» 56.5, pp. 385-391.

32 F, ENRIQUES — G. FANO 1897, Sui gruppi continui di trasformazioni Cremoniane dello spazio, «Ann. Mat.» (2)
26, pp. 59-98. A tal proposito, cfr. G. Fano a F. Klein, Roma 9.4.1897, edita in LUCIANO — ROERO 2012, cit., pp.
193-195: “Von hier aus bin ich auch, zusammen mit Herrn Enriques, auf die Bestimmung sdmmtlicher contin.
Gruppen Cremona’scher Transf. des Raumes gefiihrt worden; dariiber denken wir eine Abhandlung in unseren
“Annali” zu verdffentlichen, und darauf werden vielleicht zwei weitere Arbeiten von mir folgen, wo die
wichtigsten Félle besonders untersucht werden”.
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occasione mi sembra che il Fano abbia dimostrato nei suoi ragionamenti piu originalita del
solito.®®

Fano da anche alcuni contributi significativi nel campo delle varieta algebriche definite da
equazioni differenziali lineari3* e in geometria della retta, estendendo lo studio delle congruenze
di rette a quelle di terzo grado. Senza abbandonare del tutto queste tematiche, la maturita
scientifica di Fano é segnata dallo studio della geometria birazionale in dimensione tre e dei
relativi problemi di razionalita — cui si aggiungono i contributi su superfici K3, superfici di
Enriques e i loro automorfismi e sulle trasformazioni birazionali di contatto del piano — che
“hanno portato pitl innanzi i confini del nostro mondo geometrico”.%®
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Fig. 1.2. Certificato di laurea di Fano [ASUT, XD 193, 36].

33 F., Enriques a G. Castelnuovo, [s.l.] 26.2.1897, edita in BOTTAZZINI— CONTE — GARIO (eds.) 1996, cit., pp. 323-
324.

34 A tal proposito, cfr. F. Enriques a G. Castelnuovo, Bologna 24.6.1894, edita in BOTTAZZINI — CONTE — GARIO
(eds.) 1996, cit., p. 115: “Ho ricevuto una risposta dal Fano da Gottingen: lo scopo delle sue ricerche € quello di
applicare quelle cose geometriche alla teoria delle equazioni differenziali lineari”. Cfr. inoltre G. Fano a F. Klein,
Roma 3.2.1895 e 20.4.1895, edite in LuclANO — ROERO 2012, cit., pp. 170-180; Fano a F. Klein, Mantova
30.12.1895, ivi, pp. 184-187.

35 A. TERRACINI 1953, Commemorazione del Socio Gino Fano, «Rend. ANL» (8) 14, p. 710.
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2. Le ricerche sulle Fano threefolds: dalle carte manoscritte all’irrazionalita
della cubica di P*

Nonostante la vastita degli interessi di ricerca di Fano, i suoi contributi piu celebri sono
quelli relativi allo studio e alla classificazione birazionale delle varieta algebriche
tridimensionali (comunemente note come threefolds), ambito cui il nome di Fano é ancora oggi
legato. L’importanza delle sue ricerche in questo settore, scaturite dall’analisi della cubica di
IP*, era gia riconosciuta dai contemporanei di Fano come testimoniano le parole di Terracini:

[Queste ricerche] costituiscono in qualche modo il primo suo approccio verso il problema
dell’irrazionalita di quella varieta, problema il quale, evolvendosi successivamente
nell’inquadramento di problemi piu generali, doveva ritenere 1’attenzione di Fano — a notevoli
intervalli di tempo — fino agli ultimi suoi lavori, coi quali egli poté giungere ad enunciare una
risposta (sia pure non senza riserve) conclusiva per quel primitivo problema. Era un problema
difficile e refrattario, che fin dai primi studi di geometria algebrica sulle varieta ha dovuto imporsi
all’attenzione dei geometri «suscitando» come dice lo stesso Fano «viva curiositay, dopo i classici
risultati concernenti le cubiche piane e le superficie cubiche generali. | termini impiegati da Fano
mi pare implichino una certa modestia: era un problema dalla cui stessa posizione gia si poteva
presumere che avrebbe dato luogo, nelle mani dello stesso Fano, a sviluppi atti ad illuminare in
qualche modo la natura delle varieta algebriche tridimensionali, tanto piu riposta nei confronti di
quella delle curve e delle superfici.

Se, da un lato, le ricerche di Fano si sviluppano intorno a una delle questioni centrali della
geometria algebrica in campo internazionale, dall’altro si collocano nel solco della continuita
con la tradizione geometrica della Scuola di Segre. Si presentano infatti come la naturale
estensione in dimensione superiore dei problemi relativi alla classificazione di curve e superfici
e sono caratterizzate da un approccio prevalentemente proiettivo che “porta 1 geometri italiani
a divinazioni, piu che a risultati, notevoli, ma costituisce, in questo campo piu ancora che in
altri, il vero limite della Scuola”.?

Nella letteratura relativa alle ricerche di Fano sulle threefolds, emergono due tendenze
complementari e talvolta contrapposte. Sul versante storico &€ ormai consolidato che gli studi di
Fano, soprattutto quelli dell’ultimo periodo, si collocano nella fase del declino della Scuola
italiana di geometria algebrica, quando 1 risultati erano intuiti piuttosto che dimostrati. D’altra
parte, in ambito matematico, € ampiamente riconosciuta 1’originalita delle sue idee geometriche
che gli consentono di affrontare questioni complesse, senza avere a disposizione degli strumenti
adeguati. La creativita di Fano in campo matematico si rivela cosi fondamentale,
permettendogli di

affrontare questi problemi praticamente a mani vuote poiché mancavano i fondamenti per le
varieta algebriche di dimensione superiore. Lo sviluppo moderno ha mostrato che Fano aveva

L TERRACINI 1952, cit., p. 488.
2 BRIGAGLIA — CILIBERTO 1998, cit., p. 257.
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essenzialmente ragione e, una volta presenti le fondamenta, i suoi metodi erano corretti ed
efficaci.?

L’esigenza di accostare e armonizzare queste due istanze emerse in storiografia e il
ritrovamento di alcuni manoscritti inediti risalenti ai primordi degli studi sulle threefolds, ci
conducono a riconsiderare questa messe di lavori e risultati di Fano, adottando una lente di
indagine patrimoniale.

2.1. Dagli albori delle ricerche sulle threefolds alle carte manoscritte

Il punto di partenza delle ricerche di Fano sulle varieta tridimensionali si colloca all’interno
della tradizione geometrica italiana. Egli, infatti, prende le mosse dal problema di Liroth in
dimensione superiore — che consiste nel determinare se le varieta unirazionali siano anche
necessariamente razionali — con I’obiettivo di estendere i risultati di razionalita e di
classificazione ottenuti da Castelnuovo e Enriques per le superfici qualche anno prima.*

Solitamente 1’esordio delle ricerche di Fano in questo settore € collocato nel 1904, quando
pubblica un primo lavoro sulla varieta cubica generale di P* priva di punti doppi.> Al suo
interno, con un approccio prettamente proiettivo, sono determinati gli spazi tangenti alla
threefold in 2, 3 0 4 punti distinti. In realta, I’interesse di Fano per le varieta tridimensionali,
almeno in relazione al loro gruppo delle trasformazioni proiettive, risale a una decina di anni
prima. Nel 1895, confrontandosi con Castelnuovo che — non a caso — in contemporanea si sta
occupando delle questioni di razionalita delle superfici, Fano afferma:

Ho continuato a occuparmi un po’ delle M5 di S, con un gruppo transitivo di trasformazioni
projettive in sé, cercando soprattutto di determinare quelle con un gruppo (almeno) co* di
trasformazioni senza ricorrere a quelle con un gruppo o3 (soltanto). Sono ricorso alla
configurazione delle linee formate dalle direzioni delle tangenti quadripunte; le analoghe delle
asintotiche, e mi pare sussista il teorema che i loro S5 osculatori sono sempre tangenti alla M5 nel
punto di osculazione. Queste linee formano uno o piu sistemi oo?; sicché nel caso di 1 gruppo
almeno oo* ciascuna di esse ammette almeno «? trasformazioni proiettive in sé; & dunque una
C™ razionale normale avendo n uno dei valori 4, 3, 2, 1, a meno che per qualche operazione non
siano uniti tutti i punti della curva, il che perd non pud accadere se la curva appartiene a Sy, €
nemmeno se appartiene a S; e la varieta non e un cono. lo non ho ancora scritto niente, ma ho
abbozzati, in mente, vari casi; si trova, in non so quanti modi, la M3 luogo delle rette che si
appoggiano a due coniche con 1 punto comune, e poi delle varieta, che forse si ridurranno a un
caso solo, costituite da oo coni di S5 coi vertici su di una retta, e gli S3 formanti un fascio attorno

3 MURRE 1994, cit., p. 224: “tackle these problems almost empty-handed because there was no foundation for
higher dimensional algebraic varieties. The modern development has shown that Fano was essentially right and,
once the foundations were available, his methods were correct and effective”.

4 Cfr. G. CASTELNUOVO — F. ENRIQUES 1897, Sur quelques récents résultats dans la théorie des surfaces
algébriques, «Math. Ann.» 48, pp. 241-316.

5 G. FANO 1904, Ricerche sulla varieta cubica generale dello spazio a quattro dimensioni e sopra i suoi spazi
pluritangenti, «<Ann. Mat.» (3) 10, pp. 251-285.
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a un piano per guesta retta. Non so cosa ne cavero ancora in queste vacanze: difficolta gravi forse
non ce ne saranno, ma sono questioni estremamente lunghe.®

Fano si dedica allo studio delle threefolds aventi tutti i plurigeneri nulli a partire dalla nota
presentata all’ Accademia delle Scienze di Torino nel 1908, dichiarando che

Invece per le varieta algebriche a tre dimensioni ’annullarsi di tutti i generi (analoghi ai
precedenti) non € ancora condizione sufficiente perché esse possano rappresentarsi
biunivocamente sullo spazio Ss; e scopo di questa breve Nota ¢ appunto di assodare 1’esistenza —
che si presenta per la prima volta nel caso di varieta a tre dimensioni — di tipi birazionalmente
distinti di varieta aventi tutti i generi nulli.’

Mentre il problema di Liroth ha risposta affermativa nei casi di dimensione uno e due, il
lavoro di Fano del 1908 e le successive ricerche di Enriques® conducono a una prima intuizione
del fatto che la questione ha risposta negativa per varieta di dimensione tre: in particolare,
I’intersezione completa di una quadrica e di una cubica dello spazio a cinque dimensioni — la
M& c P> per Fano — & unirazionale ma non razionale. Tale risultato verra provato
rigorosamente solo negli anni Settanta da V.A. Iskovskikh e Y.l. Manin (1971),° ma fin da
subito le sue implicazioni appaiono importanti agli occhi dei geometri italiani. Da questi primi
tentativi, emerge inoltre ’impossibilita di fornire un criterio di razionalita per le varieta a tre
dimensioni analogo a quello di Castelnuovo per le superfici (1896), basato sull’annullarsi di
alcuni invarianti birazionali come i plurigeneri:*® lo studio delle threefolds aventi tutti i
plurigeneri nulli diventa una delle principali vie di ricerca, all’interno della quale Fano si
inserisce.

Da questo momento, le ricerche di Fano sulle varieta tridimensionali si dipanano in piu
direzioni, tra cui spicca I’introduzione delle varieta V oggi note come Fano threefolds,
caratterizzate modernamente dalla proprieta di avere il divisore anticanonico | — K;,| ampio.

Per proseguire € necessario introdurre alcuni elementi fondamentali della notazione adottata

da Fano. Egli considera le famiglie di threefolds M32”_2 immerse nello spazio proiettivo PP*1
di grado (o “ordine” nella terminologia di Fano) 2p — 2 e con curve-sezioni di genere p.!2 Tali

 GARIO (ed.) 2010, cit.: G. Fano a G. Castelnuovo, Colognola ai Colli 17.9.1895. Bisogna tener presente che Fano
indica con S,, lo spazio proiettivo IP" e con M le varieta algebriche tridimensionali.

7 G. FANO 1908b, Sopra alcune varieta algebriche a tre dimensioni aventi tutti i generi nulli, «Atti R. Acc. Sci.
Torino» 43, p. 973.

8 F. ENRIQUES 1912, Sopra una involuzione non razionale dello spazio, «Rend. ANL» (5) 21, pp. 81-83.

9 Cfr. V.A. ISKOVSKIKH — Y.l. MANIN 1971, Three-dimensional quartics and counterexamples to the Lueroth
problem, «Sbornik: Mathematics» 86.128, pp. 140-166.

10 Per un interessante survey sulle questioni di razionalita e unirazionalita dalla geometria algebrica classica a
quella moderna, cfr. A. VERRA 2005, Problemi di razionalita ed unirazionalita in geometria algebrica, «Boll.
UMI» (8) 8-B, n. 1, pp. 77-102.

1 Modernamente, una varieta proiettiva VV & detta varieta di Fano se —K;, ¢ ampio. L’indice di V & il massimo
intero r tale che —K;, = —rL per un fibrato lineare L. Se Pic(V) = Z, allora V si chiama varieta di Fano della
prima specie.

2 Cfr. G. FANO 1931b, Sulle varieta algebriche a tre dimensioni aventi tutti i generi nulli, in Atti del Congresso
Internazionale dei Matematici, Bologna 3-10 Settembre 1928, vol. 4, Bologna, Zanichelli, pp. 116-117: “Le due
varieta ora considerate appartengono alla categoria delle varieta M327"'2 dello spazio Sy, aventi superficie-sezioni
regolari coi generi tutti = 1, e come curve-sezioni curve canoniche di genere p”. In altri termini, Fano considera
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varieta tridimensionali contengono come sezioni iperpiane delle superfici F2P~2 c PP, aventi
quindi il medesimo ordine della varieta di partenza e tutti i plurigeneri uguali a 1; dal punto di
vista moderno, sono superfici del tipo K3. Dall’intersezione di due generiche sezioni iperpiane,

si ottengono delle curve-sezioni canoniche ij_z c PP~ dello stesso ordine e di genere p.

Queste particolari varieta di dimensione tre sono introdotte da Fano in modo sistematico nel
1928, durante il Congresso Internazionale dei Matematici di Bologna.’® Vi sono quindi
vent’anni “di silenzio” che separano I'ultimo lavoro a stampa sulle Fano threefolds e la
comunicazione presentata a Bologna. La ragione di una tale distanza temporale non risiede pero
in una perdita di interesse da parte di Fano per questo tema, quanto piuttosto nella necessita di
trovare ed elaborare nuovi metodi e strumenti per affrontare la questione, anche procedendo per
tentativi e esplorando strade differenti, come emerge da alcuni suoi appunti sulle varieta
tridimensionali, articolati in due parti distinte.'*

Il primo corpus di carte (cc. 125-130) e costituito dalle minute di alcune lezioni dedicate alle
principali differenze che si incontrano nello studio delle superfici algebriche e in quello delle
threefolds che Fano avrebbe voluto tenere durante il ciclo di seminari che era stato invitato a
presentare ad Aberystwyth nel semestre invernale del 1923. Come dichiarato da lui stesso,
questi argomenti non erano poi stati affrontati per ragioni di tempo.*®

In apertura, Fano si rifa alle ricerche di Severi degli anni 1906-1909 sulle varieta di
dimensione superiore, da cui riprende alcune nozioni fondamentali come quelle di genere
geometrico e aritmetico, connessione lineare, irregolarita superficiale e tridimensionale. ¢

La posizione iniziale assunta da Fano per affrontare il problema delle varieta tridimensionali
consiste nel procedere per analogia con le superfici ma, come mette in luce, emergono subito
alcune differenze importanti.

La prima di esse riguarda alcuni caratteri del sistema canonico, che Fano introduce nei
termini seguenti:

Sulle superficie, il sistema canonico, supposto esistente, & il sistema |C’ — C|, liberato dalle
eventuali sue componenti eccezionali. E anche se esso non esiste, si possono calcolare i caratteri,
genere w, e grado w,, del sistema virtuale |C’ — C|, che sono invarianti relativi. E tali caratteri
sono indipendenti dal genere, in particolare dal genere aritmetico della superficie. Similmente,
sopra una Vs, il sistema |F' — F| ¢ indipendente da F, e, a meno di superficie eccezionali
(trasformabili in punti o linee semplici) coincide col sistema canonico, supposto esistente.
Indicando con Q, Q4, Q, i caratteri virtuali = grado, genere curvilineo, genere aritmetico = di una

una threefold immersa in modo tale che la sua curva-sezione sia canonica. Allora tale curva deve essere di genere
p e immersa in PP~1; di conseguenza la threefold in questione deve essere immersa in PP*1, Questa proprieta &
espressa in termini moderni nella prop. 1.1 di pag. 2 dell’articolo M. ANDREATTA — R. PIGNATELLI 2023, Fano'’s
Last Fano, «Atti ANL» (9) (in corso di stampa).

13 FaNO 1931b, cit., pp. 115-121.
14 BSMT, FFa, Appunti vari, cc. 45-46, 52, 125-130.

15 FANO 19234, cit., p. 3: “8. A short account of the new essential differences we meet with in the theory of algebraic
M;’s. [...] The nature of the audience obliged me to stop much longer than I thought at No. 1 and 4 [...] therefore
No. 5 and 8 were completely given up”.

16 Nella premessa, prima di passare alle definizioni, Fano riprende quasi testualmente alcuni passi di Severi che in
quegli anni aveva iniziato ad assumere un ruolo centrale nella matematica italiana. A tal proposito, si confronti
BSMT, FFa, Appunti vari, ¢. 125r con F. SEVERI 1907, Alcune proposizioni fondamentali per la geometria sulle
varieta algebriche, «Rend. ANL» (5) 16, p. 337.
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superficie |F' — F| si possono questi valutare virtualmente, anche nell’ipotesi che non esista
effettivamente una superficie F' — F, e quindi nemmeno il sistema canonico. Essi sono invarianti
relativi [...].Y

Tuttavia, a differenza di quanto accade nel caso delle superfici, i caratteri Q,, Q,,Q, appena
introdotti non sono indipendenti dal genere aritmetico della threefold P,, bensi risultano ad esso
legati dalla relazione®®

ZPaZQO_Ql+QZ+4'

Come sottolineato da Fano, i caratteri Q,, Q,, Q, delle varieta tridimensionali erano stati
oggetto di studio anche da parte di Marino Pannelli, cultore di geometria algebrica e figura di
secondo piano, considerato da Severi — come riporta Tricomi — “uno dei migliori fra gli studiosi
italiani di quella disciplina non pervenuti ad una cattedra universitaria”.*® In particolare,
Pannelli aveva determinato alcune relazioni tra i caratteri numerici delle threefolds invarianti
per trasformazioni birazionali tra cui Q,, invariante relativo che tornera all’interno del secondo
gruppo di carte manoscritte di Fano.?°

Cio che per Fano costituisce la seconda “differenza notevole” tra le superfici algebriche e le
threefolds riguarda le conseguenze dell’annullarsi dei plurigeneri: infatti

mentre le prime se hanno tutti i generi nulli (genere e plurigeneri) sono razionali, e basta anzi
siano nulli p, = P, = 0, esistono V5 a generi tutti nulli eppure non razionali.?

Proseguendo il parallelo con la teoria delle superfici, Fano osserva che le superfici razionali,
le involuzioni sulle superfici razionali e le superfici contenenti un fascio razionale di curve
razionali sostanzialmente coincidono, ossia costituiscono classi birazionalmente equivalenti di
enti algebrici. Invece, passando alle threefolds,

si hanno 3 diversi tipi di enti, in generale non riducibili I’uno all’altro:
1) V; razionali = cioé rappresentabili su S5.
2) Involuzioni sulle V5 razionali o in S5 = trasformate (semplicemente) razionali di Ss.
3) V; contenenti una congruenza del 1° ordine di curve C razionali.??

Fano rivela cosi qual era stata 1’idea che lo aveva guidato nella stesura del suo lavoro del
1908. Qui era giunto all’irrazionalita delle due threefolds M3 c P* e M§ < PS prendendo in
esame i sistemi lineari di superfici regolari di generi uno in esse contenuti e il gruppo delle
trasformazioni birazionali di tali threefolds, con ’obiettivo di individuare qualche proprieta

17 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 126v.
18 |La medesima formula compare in SEVERI 1907, cit., p. 340 e in ROTH 1955, cit., p. 92.

9 F. TrRicoMI 1962, Matematici italiani del primo secolo dello stato unitario, «Mem. R. Acc. Sci. Torino» (4) 1,
p. 83

20 Cfr. M. PANNELLI 19063, Sopra alcuni caratteri di una varieta algebrica a tre dimensioni, «Rend. ANL» (5)
15, pp. 483-489; M. PANNELLI 1906b, Sopra gli invarianti di una varieta algebrica a tre dimensioni rispetto alle
trasformazioni birazionali, «<Rend. ANL» (5) 15, pp. 619-629.

21 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 128r.
22 |vi, c. 130r.
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differente da quelle dei medesimi enti di P3. In questo modo, aveva potuto dedurre
I’impossibilita di rappresentare le threefolds considerate su IP3, ovvero la loro irrazionalita.?

Ad Aberystwyth Fano illustra infine il caso particolare delle threefolds a superfici-sezioni
razionali — ossia “contenenti un sistema lineare semplice di superficie razionali”?* — per le quali
ha gia ottenuto la razionalita, con ’unica eccezione della cubica di P*. Come esplicitato negli
Appunti vari, per ottenere questo risultato Fano ricorre a un numero finito di aggiunzioni di
rango uno che trasformano il sistema |F| di superfici razionali contenute nella threefold in un
sistema lineare di superficie razionali a curve intersezioni iperellittiche o in uno equivalente a
un sistema di coni con lo stesso vertice.?®
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Fig. 2.1. Prima classificazione delle threefolds nelle minute di Fano.

Dal titolo Appunti e vedute concernenti le varieta algebriche a tre dimensioni aventi tutti i
generi nulli (cc. 52, 45, 46), il secondo gruppo di carte manoscritte contiene gli studi preliminari
della comunicazione presentata da Fano a Bologna. Le minute, probabilmente redatte tra la
primavera e 1’estate del 1928, portano alla luce una prima classificazione delle Fano threefolds
M basata sul carattere numerico Q,. All’interno di questi appunti, Fano affronta la questione

23 |vi, c. 128r. Cfr. FANO 1908Db, cit., pp. 973-974.
24 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 130v.

2 Trattasi di un sistema lineare appartenente a una congruenza del prim’ordine di curve razionali con superfici
unisecanti.
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partendo dall’esigenza di individuare un carattere aritmetico analogo all’invariante di
Castelnuovo-Enriques w per le superfici, invariante relativo il cui valore massimo per una
classe di superfici birazionalmente equivalenti e pero un invariante assoluto, cioé il genere
lineare virtuale p* della curva canonica. Ancora una volta, come nelle carte di Aberystwyth,
dalle parole di Fano emerge il tentativo di procedere in analogia con lo studio delle superficie
algebriche:

Per le varieta a 3 dimensioni, il carattere analogo a w €& Q,, genere aritmetico virtuale della
superficie canonica. Anch’esso ¢ un invariante relativo; ma un suo valore estremo, per una data
classe di enti birazionalmente identici, costituira del pari, per la classe, un invariante assoluto.
Come tale, conviene prendere il valore assoluto massimo di Q,, per enti della classe; lo indico
con Q.%

Fano, quindi, considera il massimo del valore assoluto degli Q, calcolati come generi
aritmetici virtuali delle superfici canoniche per una certa famiglia di threefolds birazionalmente
equivalenti. In tal senso, Q risulta un invariante assoluto della classe di birazionalita.

E poi fornita la prima classificazione delle Fano threefolds basata su questo invariante che
sostanzialmente coincide con quella successivamente esposta a Bologna, con 1’unica eccezione
del caso p = 8 (Fig. 2.1). La differenza primaria con la comunicazione presentata al Congresso
risiede nel fatto che a Bologna Fano classifica invece tali varieta in base al valore di p, genere
geometrico delle curve-sezioni. Prendendo in considerazione il manoscritto del 1928 e il
relativo lavoro a stampa del 1931, la prima classificazione sistematica di Fano delle M§p_2 puo
essere sintetizzata come in tabella.?’

P | 9] MZP~? Descrizione moderna sintetica

13 | 15 V3 c P* & M2 c P Threefold cubica V(3) c P*

9 11 | P? ‘doppio’ & M1® < P1° | Ricoprimento doppio di P* con superficie di

diramazione di grado 4

8 * M1t c P? Gr(1,5)-H,-H, Hs - H, - Hy c P°

M3? c p# Intersezione di una quadrica generica di IP® con

I’immagine di P? x P2 immerso in P®
mediante il morfismo di Segre

~
(o]

6 8 M2 c P7 Gr(1,4)-V(2)-H,-H, c P’

5 | 7 Mg c PS V(2,2,2) C P°

4 | 6 Mg c PS V(3,2) c P

3 5 Vi =Mz cP* Ipersuperficie quartica V (4) c P*

2 4 P3 ‘doppio’ Ricoprimento doppio di 3 con superficie di

diramazione di grado 6

%6 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 52r.

27 In tabella si adotta la seguente notazione: * = questa threefold non compare nelle carte manoscritte; < = varieta
birazionalmente equivalenti; V(d) c PM = ipersuperficie di grado d in PY; V(d,, ...,d;) c PV = intersezione
completa di k ipersuperfici di grado dy, ..., d; in PV; Gr(n, k) = Grassmanniana dei sottospazi vettoriali (k + 1)-
dimensionali di uno spazio vettoriale di dimensione (n + 1) o, equivalentemente, Grassmanniana di P¥ in P™; H;
= iperpiano.
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Nel manoscritto del 1928 la classificazione & seguita da alcune osservazioni. In primo luogo,
Fano nota qui per la prima volta che le threefolds M32, M1°, M8, M&, M3 sono immerse in PP*1
e hanno grado 2p — 2 e curva-sezione canonica (ovvero — nel linguaggio di Fano — sono del
tipo M2P~? c PP+1), osservazione che a Bologna estendera alle M4, M6, M3*. La seconda
considerazione fatta da Fano & che le quattro varieta tridimensionali M12, M3° M$, M$ si

possono ottenere come intersezioni di quadriche con varieta a quattro dimensioni M}f"l c pprtl
a curve-sezioni ellittiche e, fatto ancor piu notevole, esse corrispondono “ai soli 4 tipi di
MP™" (p = 4,5,6,7) che non sono coni”.?® Nel caso in cui MY ™" sia un P°-cono, si ricade nei
due casi di ricoprimenti doppi di IP3. E, questa, una considerazione che non sara riproposta da
Fano a Bologna né nei lavori a stampa successivi. Terzo e ultimo rilievo, invece ampiamente
ripreso, modificato e ampliato nelle pubblicazioni posteriori al 1928, & la possibilita di
“particolarizzare” — riprendendo il termine utilizzato da Fano — una threefold Mffp"z,
riconducendola a una Fano threefold avente un valore maggiore di Q. Questo significa che —
tramite un’apposita mappa razionale sulla quale Fano, tuttavia, non fornisce alcuna
informazione — una particolare Mﬁp_z puo essere ridotta ad una Fano threefold con ( piu alto,
che é quindi immersa in uno spazio proiettivo di dimensione maggiore.

Nello specifico, all’interno delle carte Fano illustra i seguenti cinque casi particolari:

1. Il ricoprimento doppio di IP* con superficie di diramazione F* di quarto grado (Q = 11)
é riferibile auna V3 c P* (Q = 15) se F* possiede un piano tangente lungo una conica.

2. Lathreefold M$ (Q = 6), se contiene due piani con un solo punto in comune, € riferibile
aMi% (Q=12).

3. Se invece contiene tre piani, M$ (Q = 6) é riferibile alla varieta V3 (Q = 15).

4. M3 (Q = 5), se contiene rigata cubica razionale normale, ¢ riferibile alla threefold M3
generale (Q = 8).

5. 1l ricoprimento doppio di P* con superficie di diramazione F° di sesto grado (Q = 4) &
riferibile a una threefold M3 (Q = 5) con un punto doppio, se F® ammette una quadrica
tangente lungo una curva C®.

Per Fano, quindi, “particolarizzare” una M§p"2 significa richiedere che essa contenga un
certo ente algebrico (un piano tangente lungo una conica di F# nel caso 1; due piani aventi un
unico punto in comune nel caso 2; tre piani nel caso 3; una superficie rigata cubica razionale e
normale nel caso 4; una quadrica tangente alla superficie F® lungo una curva di genere 6 nel
caso 5). Il fatto che la Fano threefold contenga questi particolari oggetti permette a Fano di
costruire — in un modo a noi oscuro, che gli appunti manoscritti non disvelano — una
corrispondenza tra la varieta tridimensionale considerata e un’altra Fano threefold che la
precede nella classificazione riportata in tabella (e che, quindi, corrisponde a valori maggiori di
Qep).

A differenza del lavoro pubblicato negli Atti dell’ICM di Bologna, nelle carte manoscritte
Fano dichiara esplicitamente il proprio ‘piano di azione’, delineando cosi una sorta di agenda
di lavoro. Afferma infatti che le sue ricerche,

intese a dimostrare, per quanto possibile, la irrazionalita di alcune fra queste varieta, sono state
essenzialmente dirette a studiare:

28 1vi, c. 52v.
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a. i sistemi lineari almeno oo? di superficie regolari aventi tutti i generi = 1;

b. Pinsieme (gruppo) delle eventuali trasformazioni birazionali;
e a cercare di trovare nei sistemi a. e nelle trasformazioni b. — naturalmente, a loro volta, legati
fra loro — qualche proprieta che sia diversa da quelle dello spazio S3, in modo da poterne
concludere che si tratta di enti birazionalmente distinti.?°

Nell’ultima parte degli appunti del 1928, Fano prende in considerazione una seconda
famiglia di varieta tridimensionali V5 aventi tutti i plurigeneri nulli: si tratta di threefolds
singolari che — secondo Fano — sono “riferibili a M} di S, con retta (n — 2)P'* — e quindi oo?
coniche, nei piani per questa retta”.*° Cio significa che la threefold M%} di grado n considerata
da Fano contiene una retta di molteplicita n — 2 e ogni piano passante per tale retta interseca la
threefold in un’ulteriore conica. Dopo aver rapidamente passato in rassegna quanto accade per
3 < n < 6, I’autore si sofferma sul “carattere nuovo” che si presenta se n > 6. Proseguendo il
parallelismo con la teoria delle superfici, scrive che a tali varieta

corrisponderebbe, per cosi dire, nel campo delle superficie, qualcosa di intermedio fra le
superficie razionali e le rigate irrazionali. Per le rigate irrazionali, vien meno la relazione fra il
carattere p(» e la dimensione dei sistemi lineari di curve di genere uno [...]; e anzi, sulle rigate
di genere p > 0, non esistono, all’infuori delle generatrici, curve di genere < p. Cosi qui, fuori
delle superficie appartenenti alla congruenza di coniche, che sono razionali o riferibili a rigate,
presumo Vi sia un genere minimo delle superficie contenute nella varieta; genere minimo che

potrebbe essere quello (: (”-3)2&)
doppio) bisecante le coniche.3!

della retta (n — 2)P!¢, pensata come superficie (piano

Le minute del 1928 si chiudono con I’idea che sta alla base della classificazione delle varieta
tridimensionali di Fano. Quelle del primo gruppo — ossia le Fano threefolds M321"_2 c PPt _
possono essere classificate in base al valore di Q; le V5 birazionalmente equivalenti a M} c P*
si classificano invece a seconda della superficie di genere minimo in esse contenuta che biseca
la congruenza di coniche appena introdotta. Il primo punto di questo programma sara
ampiamente sviluppato da Fano nel corso delle ricerche successive; il secondo sara invece
limitato alla comunicazione di Bologna.

2.2. “Esporre il risultato di un po’ di lavoro sperimentale”: la comunicazione di
Bologna

Come anticipato, Fano presenta la prima classificazione sistematica delle Fano threefolds
durante il Congresso Internazionale dei Matematici del 1928. Quello bolognese € un contesto
caratterizzato da una forte presenza della Scuola italiana di geometria algebrica. A tal proposito,
basti ricordare che i presidenti della sezione di geometria algebrica sono Fano stesso;
Castelnuovo, che aveva assunto il ruolo di capo-scuola dopo la morte di Segre; Lucien
Godeaux, perfezionatosi in tale disciplina proprio a Bologna con Enriques;* e Virgil Snyder,

2 |vi, c. 45r.
30 |vi, c. 46r.
31 vi, cc. 46r-46v.

32 Su Godeaux cfr. il cAPITOLO 3 di questa tesi.
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addottoratosi nel dicembre del 1894 a Gottingen con Klein e in contatto con diversi geometri
italiani, quali Fano e Domenico Montesano.® Qui, durante la celebre conferenza plenaria sulla
geometria algebrica in Italia nella quale Castelnuovo espone il metodo di lavoro della Scuola,
la portata delle ricerche intraprese da Fano e sottolineata con queste parole:

Come decidere se una equazione assegnata a quattro incognite rappresenti una varieta razionale
o semirazionale? Nulla sappiamo in proposito, nemmeno per i piu bassi valori del grado, superiori
a 2. Anzi, ricerche che il Fano prosegue da vari anni, e di cui vi parlera in una sua comunicazione,
fanno vedere quanto la questione sia complessa. Egli prende in esame le varieta che hanno nulli
tutti i generi e i plurigeneri e le distribuisce in un numero finito di famiglie, di cui la prima si
compone di varieta razionali, la seconda di varieta semirazionali e le altre di varieta che si
staccano sempre piu dalla razionalita. Una classificazione accurata di questi tipi getterebbe molta
luce sopra una questione che € necessario risolvere per lo sviluppo futuro della geometria
algebrica.®

Lo stesso Castelnuovo, a fine Ottocento, si era imbattuto nello studio delle varieta
tridimensionali senza poi pubblicare nulla sull’argomento, probabilmente per i crescenti
ostacoli che si incontrano in dimensione superiore.® All’inizio del 1896 a Castelnuovo sembra
di aver individuato una dimostrazione della razionalita dell’ipersuperficie cubica non
singolare® di P, speranza che pero svanisce nel giro di pochi mesi a causa di quelle “difficolta
che sorgono nella questione della varieta cubica; difficolta che a dir vero non sembrano lievi”.%’

Emblematica del posizionamento delle ricerche di Fano nell’alveo della Scuola ¢ I’apertura
della sua comunicazione sulle threefolds. Ricollegandosi al discorso e ai contributi matematici
di Castelnuovo, Fano introduce I’intervento in questi termini:

La distinzione, che pareva tradizionale, tra scienze di ragionamento e scienze sperimentali &€ ormai
sorpassata. In ogni scienza hanno parte I’esperienza e il ragionamento; la distinzione concerne
solo le reciproche proporzioni. In matematica la parte riservata all’esperienza, piccola e limitata
alla fase di scoperta, consiste essenzialmente nell’esame accurato di qualche caso particolare. lo
mi propongo appunto di esporre qui il risultato di un po’ di lavoro sperimentale, e di qualche

33 Fano aveva conosciuto Snyder durante il soggiorno a Géttingen. Sul rapporto con Montesano, cfr. BIMF, FMo:
V. Snyder a D. Montesano, Ithaca (NY) 27.1.1923; 4.4.1923; 1.6.1923; 7.11.1923; Padova 26.10.1928; 6.11.1928;
Roma 26.2.1929; Ithaca (NY) 22.3.1930; 16.5.1930; V. Snyder a F. Severi, Ithaca (NY) 27.1.1923.

34 G. CASTELNUOVO 1929, La geometria algebrica e la scuola italiana, in Atti del Congresso Internazionale dei
Matematici, Bologna 3-10 Settembre 1928, vol. 1, Bologna, Zanichelli, p. 200.

% La corrispondenza con Enriques testimonia il graduale abbandono di Castelnuovo delle ricerche in questo
ambito, iniziate attorno al 1894. Cfr. F. Enriques a G. Castelnuovo, Bologna 22.2.1894, edita in BOTTAZZINI —
CONTE — GARIO (eds.) 1996, cit., p. 77: “Ho [...] cominciato a occuparmi delle V' a sezioni ellittiche. [...] Per le
V™ a piu di 3 dimensioni e sezioni ellittiche la questione non dovrebbe esser difficile a trattarsi.”

% Cfr. F. Enriques a G. Castelnuovo, Bologna 2.2.1896, edita ivi, p. 245: “Carissimo Castelnuovo, bravo!
Quantunque io non possa seguire nei suoi dettagli il tuo ragionamento [...] capisco che quel ragionamento deve
condurre allo scopo: d’altronde ¢ facile appurare la cosa. Dunque la V3 & razionale! Ecco una nuova questione che
ha resistito fin qui a tutti i tentativi e che tu riesci a superare felicemente!”.

37 F. Enriques a G. Castelnuovo, [s.l.] 12.4.1896, edita ivi, p. 254. Nel prosieguo della lettera, Enriques da il
seguente suggerimento all’amico: “[...] la possibilita della trasformazione di essa deve dipendere dalle sue
singolarita. Tuttavia speriamo ancora. E quando avrai un po’ di tempo prova a costruire il sistema rappresentativo
della V3: mi pare il modo pil sicuro. Se esso rappresenta la V3 generale lo si deve riconoscere dal numero degli
invarianti. Potrebbe anzi darsi che il tuo metodo pur essendo passibile di obiezione ti conducesse al sistema
rappresentativo della V3 generale”.
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congettura ulteriore, riguardo a una guestione ardua e importante, che da tempo attende invano la
soluzione. Chi, anche per poco, si € occupato di geometria algebrica a piu dimensioni ha
incontrato gia sui primordi la questione della razionalitd o meno della varieta cubica generale
dello spazio a 4 dimensioni (V3 di S,) [...]. Tale questione, posta gia da oltre 40 anni, non &
ancora risoluta. In questo frattempo si ¢, tra I’altro, brillantemente sviluppata la teoria generale
delle superficie algebriche [...] e sono state da Castelnuovo determinate le condizioni di
razionalita di una superficie.®®

Frutto di questo approccio euristico alla disciplina é inscrivere il problema della razionalita
della cubica di P* all’interno della questione generale della razionalitd delle varieta
tridimensionali M5 aventi tutti i plurigeneri uguali a zero, primo passo compiuto da Fano
durante le sue indagini. Il passaggio successivo e rappresentato dallo studio dettagliato di due
casi particolari, le threefolds V5 e M$, e dal confronto con quanto accade per la cubica di P*.
Da quest’ultimo Fano matura la convinzione che

qualora le varieta in parola a generi nulli siano effettivamente non razionali, la M$ di Ss, e cosi
anche la V3t di S,,, debbano essere notevolmente pill lontane dalla razionalita che non la V3§ di S,;
e percio per esse debba riuscire piu facile 1’assodarlo.*

Per questo motivo, nel periodo 1908-1915 Fano si era concentrato sulla dimostrazione
dell’irrazionalita delle threefolds V3 e M$, come mette in luce a Bologna, a partire dallo studio
delle trasformazioni birazionali su di esse.*® A questo punto, riconosciuta 1’appartenenza di
queste threefolds particolari alla successione generale delle M32"’"2 c PP*1, delinea la loro
classificazione in base al genere p delle curve-sezioni canoniche. Individua quindi tutte le Fano
threefolds che si ottengono per p = 2, ...,9 e p = 13, osservando tuttavia che

Esistono varieta M?’_z del tipo in parola anche per valori piu elevati di p; pero, in quanto non
siano coni o0 almeno luoghi di una ? di rette, forse soltanto per un numero finito di altri valori
dip4

Per quanto riguarda il problema centrale della razionalita, coerentemente con quanto
annotato all’interno degli appunti del 1928 per (1, Fano sostiene che “esaminando queste diverse
varieta, si ha I’impressione che esse, qualora non siano razionali, tuttavia, al crescere di p, pur
con qualche restrizione, vadano gradatamente accostandosi alla razionalita”.*? Inoltre, tali
threefolds godono di una proprieta importante: possono essere proiettate dalle curve di ordine
minore in esse contenute (e dunque in particolare, se esiste, da una retta — assunzione
successivamente ribattezzata “ipotesi di Fano™) in altre varieta dello stesso tipo che

38 FANO 1931b, cit., p. 115.

39 FANO 1931b, cit., p. 116. Cfr. con BSMT, FFa, Appunti vari, c. 45r: “Naturalmente, conveniva attaccare
dapprima le varieta ultime dell’elenco precedente, che presumevo piu lontane dalla razionalita, e per le quali era
percio da ritenersi piu facile il conseguire un risultato positivo”.

40 Cfr. FANO 1908Db, cit., e G. FANO 1915a, Osservazioni su alcune varieta non razionali aventi tutti i generi nulli,
«Atti. R. Acc. Sci. Torino» 50, pp. 1067-1072.

41 FANO 1931b, cit., p. 117.

42 vi, p. 118. Cfr. con BSMT, FFa, Appunti vari, c. 52v: “Si direbbe che il diminuire di £, cioé I’ordine progressivo
di cui sopra, corrisponde a un progressivo allontanamento dalla razionalita”.
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corrispondono a valori minori di p (M,§7”‘6 c PP~1 nello specifico) e che contengono una rigata
cubica come immagine della curva centro di proiezione. Questa affermazione rappresenta un
miglioramento significativo dell’affermazione contenuta nel manoscritto del 1928 circa la
possibilita di ricondurre ogni Fano threefold a una varieta dello stesso tipo, caratterizzata pero
da un valore maggiore di Q. Infatti, mentre negli appunti preparatorii si fa soltanto riferimento
a delle “opportune particolarizzazioni”, Fano qui individua uno strumento preciso: la proiezione
della varieta tridimensionale da una curva in essa contenuta. Conclude infine:

dal punto di vista birazionale [...], ciascuna delle varietd enumerate comprende come casi
particolari le successive (corrispondenti a valori piu elevati di p); sicché il crescere di p implica,

in massima, una progressiva particolarizzazione della M;. 43

Occorre tener presente che, fino a questo punto della comunicazione, Fano non ha introdotto
gli invarianti Q e Q,. Quest’ultimo compare solo nella seconda meta dell’esposizione,
nuovamente introdotto per analogia con I’invariante di Castelnuovo-Enriques per le superfici.
Tuttavia, a differenza di quanto compare nel manoscritto del 1928, a Bologna Fano afferma che
nel caso delle M, tale invariante e pari a —(p + 2) e coincide con la dimensione dei sistemi di
superfici di generi uno contenute nella threefold aumentata di una unita.

Sorge quindi un interrogativo riguardo al motivo che spinge Fano a introdurre nuovamente
Q,, dopo aver gia fornito una classificazione delle Fano threefolds basata sul valore di p. Da

. . . . ‘g 2p—2
una parte, tale invariante gli consente di classificare non solo le M3p c PP*!, ma anche le

varieta tridimensionali riferibili a una M¥ c P* contenenti una retta (n — 2)P'¢, gia prese in
considerazione negli appunti del 1928, cui Fano dedica 1’ultima sezione dello scritto dato alle
stampe nel 1931. D’altra parte, questo modo di procedere mette in luce la volonta dell’autore
di conferire lo status di patrimonio a una messe di scoperte e risultati all’interno di un nuovo
campo geometrico, in larga parte ancora da esplorare e sviluppare. Questa considerazione é
avvalorata dall’introduzione di nuova terminologia matematica da parte di Fano.

Come annotato a latere nel manoscritto del 1928 — probabilmente in un momento successivo
rispetto alla prima stesura — egli definisce “semi-razionali” le varieta del primo tipo. Nel lavoro
inviato per la pubblicazione all’interno degli Atti del Congresso, si illustra la motivazione di
tale scelta: nel caso in cui queste varieta non siano effettivamente razionali, esse si presentano
“come intermedie fra gli enti razionali e quelli aventi almeno uno dei generi e plurigeneri
maggiore di zero”.** Fano chiama invece “pseudo-razionali” le threefolds del secondo tipo,
aventi “come analogo, nel campo delle superficie, qualcosa di intermedio fra le superficie
razionali e le rigate irrazionali”.*

Pur non dichiarandolo esplicitamente, per esporre il frutto del suo “lavoro sperimentale”
Fano ricorre a entrambe le vie di indagine da lui individuate nelle carte del 1928. Fa infatti
riferimento sia all’esame dei sistemi lineari di superfici regolari, con i generi pari a uno,
contenuti nella varieta (corrispondente al punto a. del manoscritto del 1928) sia allo studio delle
trasformazioni birazionali (punto b.), il cui gruppo “cresce e si complica rapidamente al crescere

4 FANO 1931b, cit., p. 119.
4 Ivi, p. 121.
4 |vi, p. 120. Cfr. con BSMT, FFa, Appunti vari, c. 46v.
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di p”.*® Quest’ultimo ¢ strettamente legato all’analisi delle involuzioni sulle threefolds, ambito
in cui le ricerche di Fano si intrecciano con quelle di Enriques e di Giorgio Aprile.*” Lo studio
di queste involuzioni, gia introdotte nelle minute di Aberystwyth del 1923, e ripreso nel
manoscritto del 1928 in relazione alla threefold M$: Fano ricorda che Enriques aveva
dimostrato che essa ¢ riferibile a un’involuzione di P3 di ordine 216 — denotata con I, — €
che Aprile aveva messo poi in luce la possibilita di rappresentarla sopra una I34. Nella
comunicazione di Bologna ¢ Fano a estendere 1’analisi delle involuzioni ad altre threefolds,
ottenendo che la varieta tridimensionale M$ & rappresentabile sopra un’involuzione I, di P3;
M2% suunaIg; V3 suunal,.

2.3. L’ultimo ventennio di ricerca sulle Fano threefolds: metodi e risultati

Fermo restando che nel nucleo centrale dei lavori sulle Fano threefolds successivi al 1928
sono utilizzati entrambi i metodi di indagine a. e b. dell’agenda di lavoro di Fano — o, sovente,
una loro combinazione — é pero possibile identificare due gruppi di pubblicazioni in cui &
privilegiata una delle due strade (Fig. 2.2).4

FANO1930b Falglo36b

FANOIS96d ) FANO1932a
FANO1945
FANO1918

FANO1946 (8 FANOJ@36a

@aN01938¢c

FANO1908 N FANO1930c
FANO1940b

FANOT931b

FANO1909

FANO1915b
FANOI949

// L% 010420
»:«\.‘@942'*; ,
FANOT850¢
a) Analisi delle superfici- b) Studio delle trasformazioni
sezioni aventi tutti i generi = 1 birazionali

Fig. 2.2. Citational network dei lavori di Fano sulle threefolds.

4 Ivi, p. 117.

47 Cfr. F. ENRIQUES 1912, Sopra una involuzione non razionale dello spazio, «Rend. ANL» (5) 21, pp. 81-83; G.
APRILE 1921, Sopra la involuzione non razionale di Enriques, «Rass. Mat. Fis.» 1, pp. 133-136.

4 In figura si illustrano i collegamenti — determinati dalle citazioni — tra i lavori di Fano sulle varieta
tridimensionali. Da un lato (riquadro giallo) sono posizionati gli articoli in cui I’autore studia le threefolds a partire
dall’analisi delle superfici K3, loro sezioni iperpiane; dall’altro (riquadro verde) i lavori in cui la questione delle
varietd tridimensionali & affrontata dal punto di vista delle trasformazioni birazionali. Si evidenziano (tramite
collegamento in viola) le coppie di scritti pubblicati nello stesso anno di cui si discute nei paragrafi successivi.
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In quest’ottica, appaiono particolarmente significative le due note lincee del 1930,*° dove
uno dei due approcci € nettamente prevalente rispetto 1’altro. 1l primo lavoro, intitolato Reti di
complessi lineari dello spazio Ss aventi una rigata assegnata di rette-centri, consiste in uno
studio di geometria della retta volto ad approfondire alcune proprieta di particolari rigate che
avranno un certo ruolo nello studio delle Fano threefolds in quanto immagini della retta da cui
si effettua la proiezione della varieta. In particolare, Fano dimostra che ogni rigata ellittica R®
con oo cubiche direttrici € il luogo delle rette-centri di tre diverse reti di complessi lineari. Nel
secondo scritto, 1’obiettivo ¢ quello di analizzare la threefold regolare con tutti i plurigeneri
nulli M3*, ottenuta come sezione della Grassmanniana M3* c P* con P° e di “dubbia
razionalita”,*° e dimostrare che su di essa le sezioni iperpiane formano una base minima. Per
fare cio, Fano ricorre alle trasformazioni birazionali (punto b.), mettendo in luce che M3* &
riferibile birazionalmente ad una cubica di P* priva di punto doppio. Inoltre, M3* si puo
rappresentare birazionalmente sulla V3 c P* in modo tale che ciascuna threefold abbia
un’unica linea fondamentale (una quintica ellittica normale). Fano conclude osservando che la
threefold in questione pud anche essere proiettata da una retta di una sua rigata in una
M3° c P7 contenente una rigata cubica e affermando, pur senza fornire i dettagli dimostrativi,
che si puo generalizzare questo risultato alle sezioni della Grassmanniana presa in esame con
gli spazi P8 e P1°, In conclusione, I’intersezione della Grassmanniana Ma* < P1* delle rette di
IPS con qualsiasi spazio proiettivo generico P1#~%, con i < 6, & una varieta M3*; sulla quale le
sezioni iperpiane costituiscono una base minima. A partire dallo studio delle trasformazioni
birazionali tra threefolds, Fano estende quindi ai casi i = 4,5, 6 il risultato ottenuto da Severi
peri=1,2,3.

L’apparato degli strumenti elaborati da Fano non si limita perd allo studio dell’invariante
relativo (), all’analisi dei sistemi lineari di superfici K3 (punto a.) o al confronto tra il gruppo
delle trasformazioni birazionali sulle threefolds e quello di IP® (punto b.), con I’obiettivo di
mostrare che Bir(M32 p—Z) # Bir(P?). Fano estende anche 1’analisi delle involuzioni a diverse
famiglie di threefolds ottenendo alcuni risultati parziali di razionalita. Infatti, mentre in termini
moderni per le superfici le nozioni di razionalita, unirazionalitd e connessione razionale
coincidono, cosi non accade per le threefolds. In quest’ottica di idee si colloca la nota lincea
del 1932,%! dedicata all’analisi dei gruppi di trasformazioni birazionali sulle threefolds, in cui
Fano perviene al seguente risultato: un’involuzione di P* & razionale o irrazionale a seconda
che, interpretata come varieta tridimensionale, ammetta o meno gruppi continui finiti di
trasformazioni birazionali. Analogo discorso vale per il lavoro del 1936 pubblicato all’interno
degli Scritti matematici offerti a Luigi Berzolari,®> dove Fano analizza nel dettaglio le
involuzioni sulle threefolds ottenute nei casi p =5,6,7 con I’obiettivo di trovare tipi di

4 G. FANO 1930b, Reti di complessi lineari dello spazio Ss aventi una rigata assegnata di rette-centri, «Rend.
ANL» (6) 11, pp. 227-232; ID 1930c, Sulle sezioni spaziali della varieta grassmanniana delle rette dello spazio a
cinque dimensioni, «Rend. ANL» (6) 11, pp. 329-335.

%0 FaNO 1930, cit., p. 330.

51 G. FANO 1932, Trasformazioni birazionali sulle varieta algebriche a tre dimensioni a generi nulli, «<Rend. ANL»
(6) 15, pp. 3-5.

52 G. FANO 19364, Su alcune varieta algebriche a tre dimensioni aventi curve sezioni canoniche, in Scritti
matematici offerti a Luigi Berzolari, Pavia, Istituto Matematico della R. Universita, pp. 329-349.
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involuzioni differenti da quelle di P2 e provarne cosi I’irrazionalita. Qui & anche introdotto uno
strumento ausiliario: lo studio dei sistemi omaloidici di superfici.>®

A riprova della poliedricita di Fano nell’affrontare la questione delle varieta tridimensionali,
in un altro scritto del 1936 egli si allontana dall’approccio gruppale a favore di un’impostazione
pil sintetico-proiettiva, tornando a focalizzarsi sulla successione delle M327""2 c PP+15% Tre
sono i principali risultati di questo lavoro:

1) le threefolds MZP~2 sono razionali per p > 10, con I'unico caso dubbio di p = 13;

2) per il genere p delle curve-sezioni sussiste la limitazione p < 37,

3) si possono ripartire le superfici-sezioni irriducibili F27~2 delle Fano threefolds in tre

classi (dette rispettivamente di 1%, 2% e 3% specie).

In questo periodo, Fano inizia anche ad estendere il metodo di proiezione di una varieta
tridimensionale da una retta, analizzando cio che si ottiene al variare del centro di proiezione.
La proiezione di M3?~? da una conica in essa contenuta & una threefold M2?~° a curve-sezioni
canoniche che contiene una superficie razionale rigata di quarto grado come immagine della

conica di partenza. O, ancora, proiettando Mﬁp_z dallo spazio tangente in un suo punto generico
si ottiene un’altra varieta tridimensionale MP~*° a curve-sezioni canoniche, sulla quale

I’immagine dell’intorno del centro di proiezione ¢ una superficie di Veronese. Ma Fano non
estende soltanto lo strumento classico della proiezione da una retta in questa direzione,
attraverso la scelta di un centro di proiezione appropriato. Nella corposa memoria® del 1937,
presentata per la pubblicazione da Severi all’ Accademia d’Italia, Fano introduce il metodo della
cosiddetta “doppia proiezione” che permette di riferire birazionalmente ogni Fano threefold ad
una varieta piu semplice (ma non generale) dello stesso tipo, immersa nello spazio proiettivo di

dimensione p — 6. Infatti, dopo aver proiettato M2’~?  PP*! da una sua retta in una

MZP~° c PP~ contenente una rigata cubica di P%, si pud proiettare M2?~° da tale P* in una

Fano threefold di ordine ancora inferiore, M2P~'® c PP=6, che ¢ stata gia classificata,
All’interno di questo lavoro, inoltre, sono analizzati per la prima volta alcuni casi speciali di
Fano threefolds che corrispondono a valori di p differenti rispetto a quelli finora presi in
considerazione da Fano. Nello specifico, introduce particolari M:f”‘z contenenti un piano
(p = 32), esclusivamente una retta doppia (p = 37, 29), una retta doppia e alcuni piani isolati
(p = 34,31, 29), nessuna retta (p = 37,33, 28).

Le varieta tridimensionali sono anche oggetto della comunicazione presentata da Fano al
primo Congresso dell’Unione Matematica Italiana, tenutosi a Firenze nell’aprile del 1937. In
quest’occasione, pur senza apportare aggiunte essenziali agli studi precedentemente pubblicati,
Fano fa nuovamente appello a quel “metodo sperimentale” citato a Bologna,

%3 Si tratta di un’estensione alle superfici del concetto di rete omaloidica di curve. Con questo termine si intende
quindi un sistema di infinite superfici razionali nello spazio ordinario aventi punti base e superfici base tali che tre
superfici generiche del sistema si intersecano, fuori dei detti elementi base, soltanto in un altro punto, variabile.

54 Cfr. G. FANO 1936b, Superficie algebriche e varieta a tre dimensioni a curve sezioni canoniche, «Rend. ANL»
(6) 23, pp. 813-818.

55 G. FANO 1937, Sulle varieta algebriche a tre dimensioni a curve-sezioni canoniche, «Mem. R. Acc. d’Italia» 8,
pp. 23-64.
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per quel tanto che si pud parlare di metodo sperimentale in matematica: esame accurato dei casi
singoli, e successiva ricerca intesa a comprendere i risultati singoli in enunciati generali, e stabilire
questi per via deduttiva.>®

Ribadisce inoltre che la massima dimensione di un sistema lineare di superfici regolari di
generi uno contenuto in una threefold costituisce un invariante assoluto, specificando che esso
ésempre > p + 1.

Nei due lavori a stampa successivi dedicati alle Fano threefolds, apparsi sulle pagine dei
Commentarii Mathematici Helvetici nel 1942 quando Fano é ormai esule a Losanna, torna ad
affrontare questo studio secondo le due vie corrispondenti ai punti a. e b. del manoscritto del
1928. Nel primo, intitolato Osservazioni sulla rappresentazione di corrispondenze birazionali
tra varieta algebriche, Fano si concentra sullo studio delle trasformazioni birazionali tra le
threefolds.>” Qui, a partire dal caso della Mi* c IP°, Fano considera due threefolds M e u in
corrispondenza birazionale tra loro, completamente regolari e prive di punti multipli, che
soddisfano le seguenti condizioni:

i.  ciascuna contiene solo superfici intersezioni complete con forme, cioe i sistemi lineari

completi di superfici sono tutti multipli del sistema minimo;
ii. il sistema lineare di superfici che corrisponde al sistema completo ha esclusivamente
punti base e linee base isolate.

Naturalmente due spazi proiettivi P2 soddisfano i.°® Le corrispondenze birazionali tra P3
che soddisfano ii. sono dette “regolari”, adottando la terminologia di Montesano. Basandosi su
alcuni ragionamenti sui sistemi di superfici in corrispondenza contenuti all’interno delle due
threefolds M e u, Fano trae le seguenti conclusioni.

e In ogni corrispondenza birazionale regolare il numero complessivo dei punti e delle linee
fondamentali ¢ lo stesso per M e pu.

e Inogni corrispondenza birazionale regolare la differenza fra la somma dei generi delle curve
fondamentali di prima specie di M e u € uguale alla semidifferenza degli invarianti di
Zeuthen-Segre della seconda e prima varieta.

e |l determinante dei coefficienti dei secondi membri delle equazioni che esprimono la
corrispondenza tra i piani di M e quelli di u e la corrispondenza inversa € pari a 1 in valore
assoluto.

e | due determinanti hanno lo stesso valore (cioe +1).

e Se nella matrice relativa a uno dei due determinanti € nullo un elemento, sara pari a zero
anche il complemento algebrico.

Tali proprieta sono poi utilizzate per dare le equazioni esplicite che rappresentano due
proiezioni biunivoche di Fano threefolds particolari su P3: la V3 proiettata da una retta
contenuta in un suo piano e la V3, con un’unica quadrica direttrice, da un suo piano.

Dal titolo Su alcune varieta algebriche a tre dimensioni razionali, e aventi curve-sezioni
canoniche, la seconda nota del 1942 é dedicata all’analisi dei sistemi delle superfici-sezioni

% G. FANO 19383, Sulle varieta algebriche a tre dimensioni a curve sezioni canoniche, in Atti del I Congresso
dell’UMI tenuto in Firenze nei giorni 1-2-3 aprile 1937, Bologna, Zanichelli, p. 246.

5 G. FANO 1942a, Osservazioni sulla rappresentazione di corrispondenze birazionali tra varieta algebriche,
«Comm. Math. Helv.» 14, pp. 193-201.

%8 FANO 19424, cit., p. 194.
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delle varieta tridimensionali.>® Qui Fano volge nuovamente I’attenzione al problema della
razionalita, adottando pero una prospettiva diversa: si concentra infatti sullo studio dei casi delle
threefolds aventi come superfici-sezioni delle intersezioni complete. Partendo dal presupposto
che, da quanto emerso nei lavori del 1936-37, per p > 10 le Fano threefolds sono razionali, con
I’unica eccezione del caso dubbio p = 13, I’autore vuole mostrare che se le M3 contengono
solo superfici intersezioni complete con forme dello spazio proiettivo in cui sono immerse, esse
sono razionali anche nei casi p = 9 e p = 10.%° Dopo aver ripercorso quanto fatto per p = 7
nelle pubblicazioni degli anni 1936-37, Fano osserva che la M¢ c P10 con sole superfici
intersezioni complete, e percio contenente un’infinita di rette, si proietta da una di queste rette
r in una M3? c P®avente una rigata cubica R3 come immagine di . Gli iperpiani passanti per
R? individuano su M3? una superficie a curve-sezioni di genere tre che intersecano R in curve
di ordine cinque, aventi come mutue intersezioni quartiche razionali che formano un sistema
omaloidico. Da cio segue la razionalita di M3° e la sua rappresentazione su P3: alle sezioni
iperpiane di M2® corrisponderanno superfici di ordine sette. Analogamente, per p = 10 la
M28 c P11 contenente solo superfici-intersezioni complete si proietta da una sua retta in una
M23* c P9 sulla quale gli iperpiani passanti per la rigata cubica immagine della retta centro di
proiezione tagliano un sistema lineare di superfici F1* a sezioni di genere quattro. Tale sistema
di superfici, avendo curve caratteristiche razionali e di ordine sei ed essendo di grado due,
consente di rappresentare M8 su una quadrica di IP*. La conclusione segue dalla razionalita di
tutte le quadriche lisce. Cio permette a Fano di stabilire che per le threefolds a curve-sezioni
canoniche contenenti solo superfici intersezioni complete la razionalita si presenta per valori
minori di p rispetto alle Fano threefolds generiche.

Il lavoro finale sull’irrazionalita della cubica di P*, redatto da Fano durante I’esilio a
Losanna e pronto fin dal 1942, & presentato da Severi all’Accademia Pontificia nel febbraio
1943, ma uscira solo nel 1947.5! | contenuti del lavoro, tuttavia, sono noti a livello nazionale e
internazionale. Vi accennano, per esempio B. Segre, J.A. Todd, Godeaux e Castelnuovo nelle
loro lettere:

[...] I have already obtained several additional results on cubic surfaces. One of them, by means
of which theorem VII1 of note | follows at once from theorem VI of the same note, is that “a non-
singular cubic surface contains no homaloid linear system of complete intersections”. An
extension of this result to the non-regular V3 in [4], would obviously prove its irrationality. | was
told by Fano that this irrationality has been very recently proved by him, on considering the linear
system of surfaces of genera 1 lying on V3, but I have not seen the proof. I feel that one should
be able to obtain the result also by my methods, but I have not yet had time of thinking seriously
about this.®?

% G. FANO 1942b, Su alcune varieta algebriche a tre dimensioni razionali, e aventi curve-sezioni canoniche,
«Comm. Math. Helv.» 14, pp. 202-211.

80 FANO 1942b, cit., p. 202.

61 G. FANO 1947c, Nuove ricerche sulle varieta algebriche a tre dimensioni a curve-sezioni canoniche, «Comm.
Acc. Pontificia» 11, pp. 635-720.

62 CA, BSP: B. Segre a J.A. Todd, Manchester 8.10.1943.
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Pendant la guerre, j’ai eu quelques relations avec M. Fano, réfugié a Lausanne; il a réussi a
démontrer I’irrationalité de la variété cubique de I’espace a quatre dimensions, mais je ne connais
pas encore sa démonstration.5

Il Prof. Fano ¢ stato malato a Boston [...]. La Memoria sulla varieta cubica che deve esser
pubblicata dall’Ac. Pontificia non ¢ ancora uscita; avra visto il breve estratto pubblicato nei
Rendiconti dei Lincei. In questi giorni un giovane di qua, molto intelligente, mi ha comunicato
una dimostrazione molto semplice e breve della irrazionalita della varieta cubica fondata su
considerazioni topologiche. Ma ho bisogno di pensare ancora alla cosa.®*

La memoria del 1947 ¢é anticipata da una breve nota lincea (1946) in cui Fano illustra le
principali tappe del suo percorso di ricerca, sottolineando lo studio dei sistemi di superfici K3
per determinare 1’irrazionalita delle threefolds che si ottengono per p = 3,4,5,6,8,13.% Alla
pubblicazione del lavoro fara seguito un’entusiasta recensione di Conforto®® che, pur mettendo
in luce I’ipotesi assunta da Fano (restrittiva ma “estremamente plausibile”), insiste sui
“numerosissimi particolari dimostrativi”, sugli “importanti risultati collaterali” e gli “acuti
accorgimenti” che rendono questa memoria “tra le piu elaborate e profonde che siano state
scritte con 1 metodi della Scuola italiana di geometria algebrica”. Quello sulla cubica dello
spazio a quattro dimensioni non sara tuttavia 1’ultimo articolo originale di Fano. Pur non
sentendosi piu efficiente, visto che “sempre pit spesso doveva leggere due volte un lavoro™®’
per afferrarne i contenuti, Fano non interrompe 1’attivita di ricerca sulle threefolds tant’¢ che
nel 1949 viene pubblicata la nota Su una particolare varieta a tre dimensioni a curve-sezioni
canoniche in cui compare per la prima volta una Fano threefold che si ottiene per p = 12.%8
Questo lavoro, dato alle stampe quando Fano aveva superato i settant’anni, non ¢ stato quasi
mai citato dopo la sua pubblicazione ed é stato a lungo ignorato dalla maggior parte dei
matematici moderni. L unica eccezione ¢ rappresentata da Roth che pero sembra non rendersi
conto che Fano qui costruisce non soltanto una varieta quadridimensionale, ma anche la
threefold M22 < P*3.%° Qui, inoltre, Fano individua un particolare sistema lineare di superfici
che rappresenta una threefold M32 priva di rette, corrispondente al valore p = 17 della
successione delle M2P ™27

L’anno successivo, in occasione del simposio organizzato a Torino per la sua nomina a
professore emerito, Fano traccia un bilancio della sua attivita di ricerca sulle varieta
tridimensionali, scaturita dalla questione della cubica generale dello spazio a quattro dimensioni

83 CA, BSP: L. Godeaux a B. Segre, Liége 13.8.1945.

64 CA, BSP: G. Castelnuovo a B. Segre, Roma 19.12.1946.

8 G. FANO 1946, Sulla forma cubica generale dello spazio a 4 dimensioni, «Rend. ANL» 8 (1), pp. 463-466.
% F. CONFORTO 1947, MR0038100.

7 FANO 2004, cit., p. 3.

8 G. FANO 1949, Su una particolare varieta a tre dimensioni a curve-sezioni canoniche, «Rend. ANL» 8 (6), pp.
151-156. L’autore esordisce in questi termini: “Ho incontrato recentemente una varieta a tre dimensioni a curve-

sezioni canoniche, che naturalmente appartiene alla serie delle M?’_z di S,, (qQuip = 12), oggetto di mie ricerche
in quest’ultimo periodo, ma non ha finora richiamata particolare attenzione. Ne dard qui un breve cenno”. Tale
Fano threefold é studiata dal punto di vista moderno in ANDREATTA — PIGNATELLI 2023, cit.

8 Cfr. L. RoTH 1955, Algebraic threefolds. With special regard to problems of rationality, Berlin, Springer, p. 93.
0 FANO 1949, cit., p. 154.
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che “si & presentata in geometria da forse 60 anni, suscitando viva curiosita”.”* Questo ultimo
contributo e paradigmatico della progressiva patrimonializzazione delle nuove conquiste nel
campo della geometria algebrica: 1’autore infatti non si limita a descrivere i principali contributi
della lunga carriera accademica ma dedica particolare attenzione al percorso intrapreso,
ripercorrendo le principali tappe della sua attivita di ricerca sulle threefolds.

2.4. Verso un dialogo tra la Scuola italiana e la Scuola inglese

Pur presentando alcune lacune e racchiudendo spiegazioni talvolta inadeguate dal punto di
vista del rigore, i lavori di Fano sulle M§p_2 riscuotono un successo immediato, soprattutto in
relazione alla questione fondamentali dell’irrazionalita della cubica di IP*. | suoi contributi al
problema dell’assegnazione di condizioni necessarie e sufficienti per la razionalita delle

threefolds sono accolti entusiasticamente tra i membri della Scuola’ per due ragioni essenziali.
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Fig. 2.3. Citational network complessivo dei lavori di Fano sulle threefolds.

Innanzitutto, costituendo il passaggio dallo studio delle superfici a quello delle threefolds,
gli studi di Fano si inseriscono a pieno titolo all’interno del programma di ricerca dei geometri
italiani. In secondo luogo, essi aprono la strada a nuove vie di indagine geometrica che

L G. FANO 1950, Irrazionalita della forma cubica generale dello spazio a quattro dimensioni, «Rend. Sem. Mat.
Univ. Pol. Torino» 9, p. 21.

2 Cfr. F. CONFORTO 1939, Il contributo italiano al progresso della geometria algebrica negli ultimi cento anni,
in Un secolo di progresso scientifico italiano: 1839-1939, vol. 1, Roma, SIPS, pp. 148-149; F. CONFORTO — G.
ZAPPA 1946, La geometria algebrica in Italia (dal 1939 a tutto il 1945), in Relationes de auctis scientiis tempore
belli. A. 1939-45, Citta del Vaticano, Pontificia Academia Scientiarum, pp. 15-16; B. SEGRE 1963, The rise of
algebra and the creation of algebraic geometry, «Cahier d’histoire mondiale» 7, pp. 403-404.
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rappresenterebbero la “prova della vitalita” della Scuola.”® | geometri italiani, contrariamente a
guanto auspicavano, non riusciranno tuttavia a “mettere la mano sugli istrumenti adatti allo
scopo, portando 1’ordine e I’armonia anche nel dominio delle varieta a pit dimensioni”.”*

Fano colloca esplicitamente — e in piu occasioni — le proprie ricerche sulle varieta
tridimensionali nel solco della tradizione geometrica italiana. Questo dato & corroborato
dall’analisi del citational network degli scritti sulle Fano threefolds (Fig. 2.3): la quasi totalita
dei lavori citati € infatti costituita da pubblicazioni dei geometri italiani (88% delle citazioni),
per un totale di 22 autori.” Al loro interno, con almeno 10 riferimenti, accanto a quello di Severi
(con 33 citazioni) spiccano i nomi di Enriques (30), C. Segre (18), Castelnuovo (12) e Giuseppe
Marletta (10).

Gli studi sulle threefolds, intrapresi con spirito pioneristico da Fano, hanno anche dato un
importante impulso alle ricerche sviluppatesi in contesti differenti ma in stretto dialogo con la
Scuola italiana, anche negli anni del suo declino, quando a livello internazionale si andavano
invece affermando correnti e indirizzi di ricerca diversi, nella direzione delle vie tracciate
dall’algebra moderna e dalla topologia. E questo il caso della Scuola di geometria inglese®
sulla quale le ricerche dei geometri italiani esercitano una sorta di azione di magistero almeno
fino agli anni Trenta. In particolare, gli studi di Fano sono accolti molto positivamente a
Cambridge, dove vengono portati avanti in piu direzioni dal gruppo di geometri (Todd, P. Du
Val, H.S.M. Coxeter, W.H. Edge, L. Roth, ...) sorto attorno alla figura di H.F. Baker e
consolidatosi durante i tea parties del sabato pomeriggio da lui organizzati con 1’obiettivo di
promuovere il dialogo e il confronto sulle principali questioni della geometria.”” Fano
intrattiene scambi regolari con questa comunita matematica come emerge dalla corrispondenza
con Baker che, nel dicembre 1931, gli scrive:

Dear Sir,

| was very honoured by, and very grateful to you for, your letter of 2 Dec., telling me that you
had written further about my little Note of the Del Pezzo 1°. I shall look forward to the privilege
of an offprint, when the paper is published. And, as soon as possible, | shall study your letter in
detail, which I have not been able to do as yet.

8 Questo aspetto di prosperitd della Scuola ¢ sottolineato anche all’interno della recensione di Conforto: “La
memoria apre altresi la via, come 1’autore stesso afferma, ad ulteriori e piu approfondite ricerche. Specialmente
importanti appaiono quelle ricerche future, che tenderanno a valutare esattamente la portata della anzidetta ipotesi
di regolarita e di qualche altra ipotesi di generalita, che I’autore ¢ costretto talvolta a fare in conseguenza della
difficolta dell’argomento”.

4 CONFORTO 1939, cit., p. 149.

75 Per condurre tale analisi, sono state considerate le citazioni contenute nei 16 lavori a stampa di Fano dedicati a
queste varieta pubblicati tra il 1904 e il 1950. Su un totale di 165 citazioni, solo 19 lavori recano la firma di autori
stranieri: 9 pubblicazioni sono firmate da matematici tedeschi (F. Klein, M. Néther, T. Reye, G. Salmon, A. Voss,
E. Weber), 6 da inglesi (D.W. Babbage, A. Cayley, P. Du Val, L. Roth, J.A. Todd), 2 dallo svizzero L. Schlafli, 2
dal danese H.G. Zeuthen e una dall’austriaco K. Zindler.

6 Per un approfondimento sullo sviluppo della geometria algebrica a Cambridge in questo periodo, cfr. J.
BARROW-GREEN — J. GRAY 2006, Geometry at Cambridge, «Historia Mathematica» 33, pp. 340-349.

7 Cfr. D. MoNK 1998, Obituary: Professor W.L. Edge: 1904-1997, «Proc. Edinburgh Math. Soc.» (2) 41.3, p.
631: [Baker’s] “seminars on geometry, held at 4.15 pm on Saturdays, were known informally as the Baker tea-
parties”.
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Our students in Cambridge read many of your published papers, and find them very helpful — so
that | am particularly grateful to you for writing to me.”

Le ricerche classiche di Fano sulle threefolds sono riprese da Leonard Roth e poi pubblicate
per la prima volta in forma organica all’interno del suo trattato Algebraic threefolds. With
special regard to problems of rationality (1955). Di un certo rilievo ¢ il fatto che Roth, dopo
esser stato avviato alla ricerca proprio da Baker, abbia trascorso un anno a Roma come vincitore
di una borsa Rockefeller nel 1930-31, instaurando proficue relazioni scientifiche con i
matematici italiani: Castelnuovo, Enriques, Severi e T. Levi-Civita.” Il geometra inglese, che
si dedichera “per tutta la vita allo studio della geometria algebrica, seguendo i metodi della
Scuola italiana”,® recepisce 1’eredita di Fano nel campo degli studi sulle threefolds, la cui
profonda conoscenza ben emerge da questo volume. Anche i contatti epistolari tra i due
matematici, proseguiti almeno fino al trasferimento di Fano in Svizzera, portano alla luce
un’ampia condivisione in termini sia di temi di ricerca sia di strumenti e metodi adottati. Gli

argomenti centrali sono i risultati di razionalita e irrazionalita delle varieta tridimensionali:

Per quanto riguarda ’unirazionalita della V& generale, ho adoperato il metodo da Lei esposto
nella prima Nota del *07, cio¢ ragionando per assurdo ho dimostrato che la V2 non contiene un
sistema omaloidico di superficie. Ella si ricordera che una parte della dimostrazione consiste nel
provare che I’intersezione della V2 con una forma di ordine n non puo avere un punto multiplo
di ordine > 2n. Ebbene questo fatto non sussiste piti per la V3 e cosi ¢’é pure speranza di stabilire
’unirazionalita di quest’ultima, e tanto meno quella della V3?2 di Segre, la quale contiene
superficie che non sono intersezioni complete. In proposito, sembra strano che la V32 che contiene
soltanto intersezioni complete sia razionale; ma questo studio & pieno di sorprese.®

E Fano, tra ’altro, ad annunciare ai geometri italiani durante il primo Congresso dell’UMI
la dimostrazione di Roth dell’irrazionalita di M3, sottolineando la portata di un tale risultato.
Da questo, infatti, discende I’esistenza di un’involuzione irrazionale del quarto ordine in P3.
Illustrando il caso p = 5, Fano afferma:

un geometra inglese della scuola di Baker, il Sig. L. Roth, ha annunciato recentemente di aver
dimostrato che la M$ di S, in parole & irrazionale: risultato importante in quanto implicherebbe
I’esistenza in S5 di una involuzione irrazionale I,. La dimostrazione non fu ancora pubblicata; da
notizie avute per lettera risulta che I’A., riprendendo una vecchia mia direttiva, sia riuscito a
dimostrare che tale M8 non puo contenere un sistema co3 omaloidico di superficie.®?

All’interno della lettera citata compaiono anche riferimenti puntuali a specifici risultati di
Fano sulle threefolds, come quelli che portano Roth ad affermare: “devo dire quanto ¢
soddisfacente sapere che la serie delle V;p‘z termina per p = 37 e che per p > 10 esse sono
razionali”. Per quanto riguarda i metodi, Roth non solo padroneggia gli strumenti introdotti da

8 BSMT, FFa, lett. 22: H.F. Baker a G. Fano, Cambridge 14.12.1931.

9 Cfr. E. TOGLIATTI 1970, Leonard Roth, «Boll. UMI» (3) 4, pp. 326-332; B. SEGRE 1976, Leonard Roth, «Bull.
LMS» 8, pp. 194-202.

8 SEGRE 1976, cit., p. 194.
81 BSMT, FFa, lett. 23, c. 1: L. Roth a G. Fano, Londra 18.2.1937.
82 FANO 19384, cit., pp. 246-247.
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Fano, come lo studio dei sistemi omaloidici di superfici — “vecchia direttiva” di Fano — e
I’analisi delle superfici-sezioni complete della threefold, ma suggerisce anche nuove idee per
progredire nella ricerca. Coniuga cosi i risultati ottenuti dai geometri inglesi con le tecniche
classiche della Scuola italiana, come il metodo delle proiezioni successive:

in una Nota recente — non ancora pubblicata — ho stabilita che una forma quartica di S, // non puo
aver pili di 45 nodi isolati, e del resto si sa che tale limite & raggiunto, perché esiste una V3!
razionale di questa natura (ved. Todd, Quarterly Journal, Oxford 1936). Forse si potrebbe usare
questo risultato per dimostrare, mediante proiezioni successive, che le 1132”_2 della prima specie
non esistono per p > 23.%8

Un’estensione del metodo delle proiezioni successive € utilizzata da Roth per affrontare il
problema dell’unirazionalita di alcune threefolds. In particolare, egli sfrutta il fatto che se
7 < p < 12 si puo proiettare la Mﬁp_z da uno spazio tangente in un suo punto generico,
ottenendo un’altra threefold M321""2 c PP=3 a curve-sezioni canoniche di genere p — 4,
contenente una superficie di Veronese F*. Nel caso in cui p > 12 & necessario effettuare una
seconda proiezione da una conica di F*: si arriva cosi a una M3P~'® c PP~ a curve-sezioni
canoniche di genere p — 7, contenente un piano come immagine di F*.

Non bisogna pensare che si tratti di un’interazione a senso unico, dalla Scuola italiana verso
guella inglese: sono anche i geometri italiani — Fano in primis per quanto riguarda gli studi sulle
threefolds — a guardare alla produzione geometrica degli inglesi. Significativo in tal senso € il
gruppo di cinque scritti che Fano cita all’interno dei suoi lavori sulle threefolds, firmati dagli
inglesi, D. Babbage, Du Val, Todd e Roth, pubblicati tra il 1932 e il 1938. Da questi Fano trae
sia alcuni risultati specifici, come quelli relativi alla quartica di P*, sia certi procedimenti, come
quello adottato da Roth per lo studio della varieta M3*. Non & un caso che tutti i geometri inglesi
citati da Fano siano studenti di Baker a Cambridge. Oltre a Roth, anche Du Val trascorre un
periodo di perfezionamento a Roma (1930-32), grazie a una borsa di studio del Trinity College,
lavorando a stretto contatto con Enriques e specializzandosi nella teoria delle superfici
algebriche secondo I’indirizzo italiano. Il frutto di questo periodo di studio all’estero sono i due
scritti citati da Fano dedicati alla classificazione delle superfici, che rappresentano i primi due
lavori di Du Val in italiano (Fig. 2.4).84

Il dialogo tra le due Scuole — quella italiana e quella di Cambridge — prosegue anche dopo il
secondo conflitto mondiale e Fano € ancora tra i protagonisti di questo scambio. Lo testimonia
la sua recensione ai contributi di Edge del periodo 1937-40, dedicati alla determinazione “per
via geometrica” di particolari luoghi legati a una rete di quadriche in P3.8° Questo argomento
rientra in quelle “notevoli specializzazioni di situazioni generali” che “da sempre hanno
affascinato Edge”® cosi come i geometri italiani. Numerosi sono i punti di contatto anche a
livello di approccio alla disciplina: le lezioni di Edge erano

8 BSMT, FFa, lett. 23, c. 2: L. Roth a G. Fano, Londra 18.2.1937.

8 P, Du VAL 1932a, Superficie di genere uno che non sono base per un sistema di quadriche, «Rend. ANL» (6)
15, pp. 276-279; ID. 1932b, Osservazioni sulle superficie di genere uno che non sono base per un sistema di
quadriche, «Rend. ANL» (6) 15, pp. 345-347.

8 G. FANO 1947b, Su alcuni lavori di W.L. Edge, «Rend. ANL» 8 (3), p. 179.
8 MoNK 1998, cit., pp. 633-634.
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ricche di spunti, ma mantenevano gli standard tradizionali di abilita manipolativa e di intuizione
geometrica; di conseguenza erano spesso ritenute impegnative. La routine di “definizione,
teorema, dimostrazione” non faceva per lui, né nell’insegnamento né nella ricerca.®’
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Fig. 2.4. Citational network degli autori stranieri nei lavori di Fano sulle threefolds.

Lo scambio tra i geometri italiani e i geometri inglesi, ben rappresentato dalla figura di Fano,
e favorito dalla condivisione non solo di argomenti di ricerca (come le threefolds) ma anche di
una visione metodologica comune, caratterizzata dallo studio di casi particolari e da un costante
appello all’intuizione geometrica. E probabilmente la mancanza di questo punto di vista
comune che invece disincentiva il dialogo con altre tradizioni di ricerca, come quella
americana.%® Anche i geometri statunitensi piu vicini all’indirizzo italiano, come Snyder,
manifestano un certo disagio nei confronti degli strumenti puramente sintetici e intuitivi che, a
partire dagli anni Quaranta, si trasformera in una sorta di incomunicabilita. Lo stesso Snyder,
inviando una sua nota sull’involuzione di ordine due di P3 appartenente alla varieta cubica di
IP*, nel 1923 scriveva a Severi in questi termini:

Se I’occasione si presenta, vuole, La prego, mostrarla ai signori Enriques e Castelnuovo? Non che
essa abbia gran valore, ma mi ricordo del loro interesse e consiglio, che non voglio dimenticare.
Il Sig. Enriques mi ha sempre consigliato di far uso dei metodi sintetici, ma non lo posso [fare]...
sono restato sempre troppo stupito.®

87 Ivi, p. 632: “The lectures were full of insight but maintained traditional standards of manipulative skill and
geometric intuition; consequently they were often found demanding. The routine of ‘definition, theorem, proof’
was not for him, either in teaching or research”.

8 Sui rapporti con i geometri statunitensi, cfr. A. BRIGAGLIA — C. CILIBERTO 2004, Remarks on the relations
between the Italian and American schools of algebraic geometry in the first decades of the 20" century, «Historia
Mathematica» 31, pp. 310-319.

8 BIMF, FMo: V. Snyder a F. Severi, Ithaca (NY) 27.1.1923.
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E, questa, una caratteristica che permea i contributi di Snyder in geometria algebrica: pur
utilizzando in prima battuta i metodi sintetici, non reputa il lavoro completo finché non
raggiunge una formulazione analitica da porre alla base del trattamento dei singoli casi.®

2.5. L’eredita moderna delle ricerche sulle Fano threefolds

Tracce importanti dell’eredita culturale delle ricerche di Fano sulle threefolds non si
riscontrano solo all’interno di tradizioni di ricerca coeve, come quella della Scuola inglese, ma
anche in lavori di geometria algebrica decisamente posteriori, pubblicati a partire dagli anni
Settanta. Anche in questo caso si assiste ad un’interazione in entrambe le direzioni.

Da un lato, infatti, le ricerche di Fano sulle varieta tridimensionali hanno fornito ampio
materiale alle ricerche recenti in tale ambito, culminate con la classificazione completa delle
varieta di Fano di prima specie ad opera di Iskovskikh (1977-78). Utilizzando il metodo della
doppia proiezione da una retta, egli dimostra in maniera rigorosa quanto ‘intuito’ da Fano —
ovvero che, per tali varieta, 3 < p < 12 e p # 11 — e fornisce una descrizione accurata delle
Fano threefolds che si ottengono per i possibili valori di p. Iskovskikh non dimostra I’esistenza
di una retta su una Fano threefold né la liscezza dell’elemento generale del suo sistema
anticanonico, ma — come aveva fatto Fano — assume come ipotesi che la varieta soddisfi queste
due condizioni. Entrambe le proprieta saranno dimostrate due anni piu tardi da V.V. Shokurov
(1980). In un primo lavoro, egli mostra che 1’elemento generale del sistema anticanonico di
ogni varietd di Fano tridimensionale & liscio.®? In un secondo articolo, fornisce una
dimostrazione completa del fatto che se X e una Fano threefold allora X contiene una retta r
(—Ky -r = 1) oppure X = P! x P2 0 X & una varieta di Fano tridimensionale di indice > 2.9
Shokurov ha dunque il merito di mostrare che le Fano threefolds classificate da Iskovskikh
soddisfano automaticamente queste due condizioni, per cui i risultati ottenuti sono sempre
validi, senza il bisogno di assumere tali ipotesi. Nel 1981 S. Mori e S. Mukai elaborano la
classificazione delle Fano threefolds con numero di Picard maggiore o uguale a 2, a partire
dalla classificazione Iskovskikh e utilizzando la teoria di Mori dei raggi estremali.®* In meno di
un ventennio (1973-90) sono anche classificate le varieta di Fano X di dimensione n qualsiasi
e di indice iy > n — 2 grazie a S. Kobayashi e T. Ochiai (che affrontano il caso iy = n), T.
Fujita (iy = n — 1) e Mukai (iy = n — 2).%

% Cfr. A.B. CoBLE 1950, Virgil Snyder, 1869-1950, «Bull. AMS» 56.5, p. 469.

91 Cfr. V.A. ISKOVSKIKH 1977, Fano 3-folds. I, «Math. URSS lzv.» 11, pp. 485-527; ID. 1978, Fano 3-folds. I,
«Math. URSS lzv.» 12, pp. 469-506.

92 Cfr. V.V. SHOKUROV 1980a, Smoothness of the general anticanonical divisor on a Fano 3-fold, «Math. URSS
Izv.» 14, pp. 395-405.

9 Cfr. V.V. SHOKUROV 1980b, The existence of a straight line on Fano 3-folds, «Math. URSS lzv.» 15, pp. 173-
209.

% Cfr. S. MORI—S. MUKAI 1981, Classication of Fano 3-folds with B, = 2, «Manuscripta Mathematica» 36.2, pp.
147-162. Erratum 2003, ibid. 110.3, p. 407.

% Cfr. S. KOBAYASHI — T. OcHIAI 1973, Characterizations of complex projective spaces and hyperquadrics,
«Journal of Mathematics of Kyoto University» 13, pp. 31-47; T. FusiTA 1990, Classification theories of polarized
varieties, LMS Lecture Note Series 155, Cambridge, CUP; S. MuKAI 1989, Biregular classication of Fano 3-folds
and Fano manifolds of coindex 3, «Proc. Nat. Acad. USA» 86, pp. 3000-3002.
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L’eredita delle ricerche di Fano sulle varieta tridimensionali investe non solo la questione
della classificazione ma anche i problemi di razionalita in dimensione tre. In questo ambito, al
gia citato controesempio alla congettura di Liroth rappresentato dalla quartica di P* studiata
da Manin e Iskovskikh, segue la dimostrazione dell’irrazionalita dell’ipersuperficie cubica di
PP* da parte di H.C. Clemens e P.A. Griffiths.%® Per giungere a tale risultato, pur partendo dallo
studio della varieta delle rette di M3 gia intrapreso da Fano, questi ultimi utilizzano in modo
essenziale i metodi della teoria di Hodge al cui interno si colloca lo strumento-chiave della
Jacobiana intermedia. Nel lavoro di classificazione birazionale delle varieta algebriche, a partire
dalla dimensione tre le nozioni di razionalita e unirazionalita non hanno piu un «buon
comportamento». Esse sono state superate dalla nozione di varieta razionalmente connessa, che
rappresenta il punto di passaggio dalla trattazione classica a quella moderna.®” | problemi di
unirazionalita e razionalita, tuttavia, non stati abbandonati ma hanno tratto impulso e vantaggio
da questi piu recenti sviluppi della teoria di classificazione. Nel caso delle varieta di Fano, nel
1992 & stato dimostrato che esse sono sempre razionalmente connesse.%

L’ apice moderno dell’eredita di Fano ¢ probabilmente rappresentato dai contributi di Mori
e C. Birkar, entrambi vincitori della Medaglia Fields con motivazioni che richiamano
esplicitamente il nome di Fano. Il primo, infatti, e stato insignito del prestigioso premio nel
1990 per aver risolto la congettura di Hartshorne (per la quale se la curvatura di una varieta
algebrica & sempre positiva, allora tale varieta costituisce uno spazio proiettivo) e per gli
importanti risultati relativi alla classificazione delle varieta tridimensionali che ha ottenuto
lavorando su tale congettura. Birkar € stato invece premiato nel 2018 per la dimostrazione della
limitatezza delle varieta di Fano e per i suoi contributi al Minimal Model Program.®®

Dall’altro lato, la geometria algebrica moderna ha contribuito a spiegare e giustificare
rigorosamente alcune delle affermazioni contenute negli scritti di Fano, dando solide
fondamenta a molti dei metodi utilizzati. In questa direzione un esempio notevole é costituito
dal metodo della doppia proiezione, introdotto da Fano ma descritto e dimostrato da
Iskovskikh.1% Dopo le sue brillanti ricerche, si sono susseguiti diversi lavori —come quelli citati
nel paragrafo precedente — che hanno approfondito la tecnica di Iskovskikh. Gli studi recenti
hanno permesso di rimuovere I’ipotesi di Fano, mostrando che ogni varieta di Fano della serie
principale di indice 1 e di prima specie contiene una retta. Sotto queste ipotesi € possibile
costruire rigorosamente il morfismo birazionale soggiacente al metodo della doppia proiezione

9 Cfr. H.C. CLEMENS — P.A. GRIFFITHS 1972, The intermediate Jacobian of the cubic threefold, «Annals of Math.»
(2) 95, pp. 281-356.

% Cfr. VERRA 2005, cit., pp. 91-94. Sia X una varieta algebrica definita su un campo k. X & razionalmente connessa
su k se per una coppia generica di suoi punti passa una curva razionale definita su k. Come sottolineato dall’autore,
si tratta di una nozione piu debole nella forma, ma piu forte nella sostanza perché compatibile con le prospettive e
le tecniche della moderna teoria di classificazione delle varieta algebriche.

% 1vi, p. 95, teorema 5.4. Cfr. F. CAMPANA 1992, Connexité rationelle des varietés de Fano, «Ann. ENS Paris»
(4) 25.5, pp. 539-545; J. KOLLAR — Y. MIYAOKA — S. MORI 1992, Rational Connectedness and Boundedness of
Fano Manifolds, «Journal of Differential Geometry» 36, pp. 765-769.

9 Cfr., inter alia, C. BIRKAR — P. CASCINI- C.D. HACON — J. MCKERNAN 2010, Existence of minimal models for
varieties of log general type, «Jour. AMS» 23.2, pp. 405-468.

100 Cfr. ISKOVSKIKH 1977 e 1978, cit.
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di Fano.'®* Denotando con m; la proiezione della threefold M2?~? da una retta r molto
generale,'% con # il blow-up di M3?~2 lungo r, con a, il relativo morfismo di blow-up e con
E = o7 1(r) il divisore eccezionale, si ottiene un primo diagramma commutativo dove
@, = m; ° g, & il morfismo che risolve i punti di indeterminazione di ;. Inoltre, R® = ¢, (E)
e una superficie rigata contenuta in uno spazio proiettivo P* e, se p > 5, ¢, € una mappa
birazionale.1®® Infine, M3P~° = m, (M;?~?) risulta essere nuovamente una Fano threefold della
serie principale di indice 1 e di prima specie che puo pero avere punti doppi isolati ordinari,
corrispondenti alle rette di Mgp"z incidenti a r. Si nota che gia questa prima proiezione abbassa
il genere p della curva-sezione canonica. Se p > 7, effettuando una seconda proiezione — questa
volta dal P* che contiene R® — e denotando con m, la mappa corrispondente, con
M3P™'® = 1, (M3P7°) I'immagine di M3P~° e con @, = m, o ¢, la mappa razionale ottenuta
per composizione, si ricava un secondo diagramma commutativo, dove M§p"6 — se non €

singolare — risulta essere una varieta di Fano di indice > 2.1% A sua volta, la M3?~*° ottenuta
tramite questa seconda proiezione ha p ancora piu piccolo ed & immersa in uno spazio proiettivo
di dimensione minore.

2p—2
rc MPT" c prtl

1711

v
R3 c MZP~% c pP-1

>

3772

Mg-p_lg C ]P)p—6 ¥

La geniale intuizione di Fano sottostante al metodo della doppia proiezione consiste nel
proiettare una Fano threefold da una retta in essa contenuta in un’altra varieta dello stesso tipo
con p minore che, a sua volta, puo essere proiettata in un’altra Fano threefold corrispondente a
un valore di p ancora piu basso, riconducendosi quindi a un caso precedente. Cosi facendo —
tramite una sorta di procedimento iterativo — Fano e Iskovskikh si riducono a una threefold che,

101 per una trattazione didattica e sistematica della costruzione di Iskovskikh, corredata da buona parte delle
dimostrazioni, cfr. J. MURRE 1982, Classification of Fano threefolds according to Fano and Iskovskikh, in A.
CoNTE (ed.), Algebraic threefolds: proceedings of the 2nd 1981 session of the Centro internazionale matematico
estivo (C.1.M.E.), held at Varenna, Italy, June 15-23, 1981, Berlin, Springer, LNM 947, pp. 35-92; A. CONTE
1982, Introduzione alle varieta algebriche a tre dimensioni, Quaderni dell’UMI, n. 22, Bologna, Pitagora Editrice,
pp. 56-92.

102 per dettagli su tale retta, cfr. MURRE 1982, cit., p. 80.
108 Per una dimostrazione, cfr. ivi, pp. 81-82, Lemma. 2 e 3.
104 Cfr. ivi, pp. 83-87.
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avendo genere della curva-sezione minore rispetto alla varieta di partenza, € gia stata
classificata.'®

La geometria algebrica posteriore ha cosi fornito solide basi allo strumento della doppia
proiezione ideato da Fano: sotto un’ipotesi forte (I’esistenza di una retta sulla threefold) e pur
senza tutte le cautele necessarie, gia nel 1937 egli aveva individuato questo metodo promettente
che risulta legittimato dalla costruzione del morfismo di blow-up. Lo scoppiamento, che in
questo caso specifico permette di sostituire un insieme finito di punti di una threefold con
altrettanti piani proiettivi, sara introdotto solo negli anni Cinquanta da Hopf.

In un continuo dialogo tra passato e presente, i contributi di Fano allo studio delle varieta
tridimensionali forniscono ancora oggi spunti interessanti, come testimoniato dal recentissimo
lavoro di M. Andreatta e R. Pignatelli (2023). E qui interpretato in chiave moderna Iarticolo di
Fano del 1949 — fino a questo momento ‘dimenticato’*® — in cui compare per la prima volta
una threefold M2? < P2 a curve-sezioni canoniche, cui gli autori hanno attribuito il nome di
Fano Last Fano. Fornendo diverse dimostrazioni delle affermazioni di Fano — corrette, ma
quasi sempre non dimostrate — Andreatta e Pignatelli portano alla luce “la bellezza cosi come
I’eleganza e la semplicita dell’esempio di Fano”.2%” Evidenziano poi che la M?? considerata
nello scritto del 1949 ha rango di Picard 2, motivo per cui non é isomorfa alla Fano threefold
avente p = 12 nella classificazione di Iskovskikh. La Fano Last Fano individuata e infine
costruita con gli strumenti moderni come lo schema di Hilbert dei punti su una superficie.
Mediante tale costruzione, gli autori individuano la corrispondente varieta di Fano all’interno
della classificazione di Mori-Mukai. Attualmente un gruppo di studiosi coordinati da I.
Cheltsov si sta occupando dello studio dell’esistenza di metriche di Kahler Einstein su questa
Fano Last Fano, a conferma del fatto che I’eredita delle ricerche di Fano non ¢ tutt’oggi
esaurita.1%

In conclusione, cid che emerge € una visione piu sfumata dell’opera di Fano sulle varieta
tridimensionali che ancora oggi portano il suo nome rispetto a quella delineata nella storiografia
esistente, che aveva enfatizzato da un punto di vista prettamente interno i suoi punti di forza e
di debolezza.

105 Cfr, jvi, p. 83, Remark. E Murre a mettere in evidenza questo aspetto: “Now the idea of Fano become clear: by
projecting from a line on V' we get another Fano VV* with lower g [i.e. p nella nostra notazione] (but with double
points)”.

106 ’autrice di questa tesi ha portato all’attenzione di Andreatta e Pignatelli questo scritto di Fano durante il
workshop INDAM Algebraic Geometry Between Tradition and Future — An Italian Perspective tenutosi a Roma
nel dicembre 2021.

107 Cfr. ANDREATTA — PIGNATELLI 2023, cit., p. 5: “the beauty as well as the elegance and simplicity of Fano’s
example”.

108 Sj ringrazia Andreatta per questa preziosa informazione.
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3. Un tema di ricerca del ‘tardo’ Fano: le Fano-Enriques threefolds

Se, come illustrato nel CAPITOLO 2, I’attivita scientifica di Gino Fano sembra culminare con
I’introduzione, lo studio e la prima classificazione delle Fano threefolds, si deve rilevare come
queste non siano le uniche né le ultime varieta algebriche tridimensionali da lui individuate — o
‘scoperte’ — per la prima volta. Decisamente meno noto, ma altrettanto originale e innovativo,
¢ il contributo di Fano alla classificazione delle cosiddette Fano-Enriques threefolds:? si tratta
di varieta tridimensionali W le cui sezioni iperpiane sono superfici di Enriques?, cioé delle
superfici algebriche S di irregolarita g = 0, tali che K5 # 0 e 2Kg = 0 in Pic(S), dove K; ¢ il
divisore canonico associato a S e Pic(S) € il relativo gruppo di Picard, e tali che W non € un
conosu S.2

Queste due classi di varieta tridimensionali introdotte da Fano sono pero tra loro legate: il
punto di partenza per la costruzione delle Fano-Enriques threefolds ¢ infatti una varieta di Fano
tridimensionale V che ammette un’involuzione con 8 punti fissi. Quozientando la varieta su tale
involuzione, si ottiene un’altra threefold V', singolare e di tipo speciale: il suo modello
proiettivo birazionale W risulta infatti avere come sezioni iperpiane delle superficie di
Enriques. A loro volta, le superficie di Enriques si possono ottenere come quozienti di una
superficie K3 su un gruppo di ordine due privo di punti fissi.

Fano affronta per la prima volta lo studio delle Fano-Enriques threefolds nel 1938, nel lavoro
Sulle varieta algebriche a tre dimensioni le cui sezioni iperpiane sono superficie di genere zero
e bigenere uno, pubblicato nelle «<Memorie della Societa dei XL».* Qui Fano mostra che la
generica V' e birazionale a una Fano threefold e fornisce una classificazione geometrica di
queste varieta, che si basa pero sull’ipotesi restrittiva dell’esistenza di 8 punti singolari su W.

Pur senza raggiungere risultati definitivi e senza fornire una classificazione completa, questo
lavoro esercitera una notevole influenza sulle ricerche posteriori in geometria algebrica e merita
di essere esaminato per due ragioni fondamentali. In primo luogo, lo studio della memoria Sulle
varieta algebriche... apre una nuova prospettiva sull’ultimo periodo della vita di Fano (dal 1939
al 1950), una fase finora poco studiata. Questo contributo, inviato per la stampa nel gennaio del
1937 e pubblicato nell’anno dei Provvedimenti per la difesa della razza, si colloca infatti in uno
snodo del tutto particolare della sua traiettoria personale e professionale: Fano € ormai un
docente e ricercatore affermato, stabile a Torino da quasi quarant’anni. Di origine ebraica, a
distanza di pochi mesi dalla pubblicazione del lavoro sulle Fano-Enriques threefolds sara
costretto a riparare a Losanna dove proseguira — almeno in parte — I’attivita di ricerca in questo
ambito. Oltre a essere 1’ultima pubblicazione di Fano prima del suo trasferimento in Svizzera e

1 Una versione sensibilmente ridotta, in lingua inglese, di questo capitolo ¢ stata pubblicata in E. LuCIANO — E.
SCALAMBRO 2022b, Gino Fano'’s late investigations on Fano-Enriques threefolds, «Rend. Sem. Mat. Univ. Pol.
Torino» 80.2, pp. 23-48.

2 All’epoca semplicemente indicate come ‘superfici di genere zero e bigenere uno’, come espresso nel titolo della
Memoria di Fano.

3 Questa definizione puo essere cosi parafrasata in termini piti moderni: una threefold W & una Fano-Enriques
threefold di genere —%Kﬁ, + 1 e grado —K;3 se ha singolarita canoniche, —Ky, non & un divisore di Cartier e
—Ky,~qH per un certo divisore di Cartier H ampio di W.

4 G. FANO 1938b, Sulle varieta algebriche a tre dimensioni le cui sezioni iperpiane sono superficie di genere zero
e bigenere uno, «Mem. Soc. it.» (3) 24, pp. 41-66.
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a rappresentare il primo contributo in questa direzione, questo lavoro appare rilevante
all’interno dello sviluppo della Scuola italiana di geometria algebrica poiché, da un lato, & una
buona sintesi della cultura e del patrimonio immateriale di questa tradizione di ricerca mentre,
dall’altro, rappresenta un ‘barometro’ della sua fase di declino degli anni Trenta.

3.1. Introduzione allo studio delle Fano-Enriques threefolds: dal teorema di
Godeaux alla costruzione della corrispondenza birazionale fondamentale

Seguendo la notazione utilizzata da Fano — tranne per gli spazi proiettivi che saranno indicati
con la convenzione usuale PV anziché che con Sy —d’ora in avanti p sara il genere delle curve-
sezioni della Fano-Enriques threefold di volta in volta considerata. E inoltre necessario tener
presente che, nel linguaggio di Fano, il numero che compare a pedice della varieta indica la sua
dimensione mentre, nel caso di una curva, denota il genere. L apice invece rappresenta 1’ordine,
ossia il numero di intersezioni con un qualsiasi piano dello spazio ambiente che non appartiene
alla varieta in questione.®

Punto di partenza della memoria di Fano e un teorema di Godeaux, apparso nel «Bulletin de
la Classe des Sciences de 1I’Académie Royale de Belgique» nel 1933, in base al quale:

Ogni varieta algebrica normale a tre dimensioni, non cono,® le cui sezioni iperpiane sono
superficie regolari di genere zero e bigenere uno con curva bicanonica di ordine zero
(Pa =g =0,Ps =1) contiene un sistema lineare di superficie di generi uno
(Pa =pg = P, =1) la cui dimensione aumentata di un’unita eguaglia quella dello spazio
ambiente.’

Nell’ipotesi che il sistema lineare di queste curve sia completo rispetto al genere sulle
superficie sezioni della varieta tridimensionale considerata, questa sara una Fano-Enriques

threefold WP~ c P di ordine 2p — 2 avente come curve-sezioni delle curve normali non
speciali Cj”‘z c PP~1, In virtu del risultato di Godeaux, la varietd W,”~% contiene anche un

sistema lineare di dimensione p — 1 composto da superfici ¢ di generi uno, di grado 2p — 6,
avente curve-intersezioni di genere p — 2. Fano ripercorre poi il ragionamento del matematico

belga, basato sul fatto notevole che le superficie sezioni-iperpiane di W32”‘2, che denota con
F?P=2 oltre al sistema lineare |C§p‘2| delle loro sezioni iperpiane contengono un sistema
. Zp_z N . . . . - _
lineare |y,” “| aggiunto al primo e avente gli stessi caratteri, da cui segue che [2C| = |2y].
Ma, afferma Fano,

% Nel caso di un’ipersuperficie 1’ordine coincide con il grado.

® Modernamente, si pud vedere che se una Fano-Enriques threefold ammette singolarita non canoniche questa sara
un cono su un suo divisore di Cartier ampio: tale osservazione giustifica il fatto che Fano — e Godeaux prima di
lui — escludono la possibilita che la threefold considerata sia un cono.

" L. GODEAUX 1933, Sur les variétés algébriques a trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des surfaces
de genre zéro et de bigenre un, «Bull. Ac. Belgique» (5) 19, p. 134; FANO 1938b, cit., p. 41.
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questo risultato puo essere meglio precisato [...], nonché ulteriormente sviluppato, determinando
i diversi casi delle varieta in parola, cioé i valori singoli di p (pochissimi) per cui tali varieta

W,?P~? effettivamente esistono.®
L’obiettivo della memoria diventa cosi quello di trovare

le rappresentazioni di queste varieta [...] sullo spazio S5, e quindi tutti i tipi birazionalmente
distinti, finora non noti, di sistemi lineari semplici di superficie di genere zero e bigenere uno, a
curva bicanonica di ordine zero.®

Sotto le ipotesi della proposizione di Godeaux, dovra essere p > 4: infatti, se fosse p = 3,
la varieta I/I/SZ’”"2 sarebbe costituita da un rivestimento quadruplo di P3. Fano distingue poi il
caso p = 4, che in termini moderni corrisponde ad una Enriques threefold, dai casi p = 5 per
I’analisi dei quali costruisce una particolare corrispondenza tra le threefolds W;p_2 cPPe

M3P~° < PP~1. Le varietd M3P~° risultano essere delle Fano threefolds, ampiamente studiate
dallo stesso Fano nei lavori precedenti. A partire dalle proprieta di queste ultime si potranno
dedurre le caratteristiche delle prime, andando cosi a delineare la loro classificazione.
L’esistenza di una mappa birazionale tra queste due varieta costituisce la chiave dell’intero
studio di Fano, che perd non presenta una sua costruzione esplicita né giustifica nel dettaglio la
sua esistenza. Per p > 5 questa proprieta é stata dimostrata rigorosamente negli anni Ottanta da
A. Conte e J. Murre — a partire dall’attenta rilettura del lavoro di Fano — sotto opportune
ipotesi,'® alcune delle quali mancanti o presenti solo implicitamente nella memoria del 1938.
L’applicazione birazionale individuata da Fano ¢ quella che rende commutativo il seguente
diagramma, dove W ¢ il blow-up di W:fp_z nei suoi 8 punti singolari che risultano essere punti
quadrupli.

8 FANO 1938b, cit., p. 42.
° Ibidem.

10 Per i dettagli dimostrativi cfr. A. CONTE — J. MURRE 1985, Algebraic varieties of dimension three whose
hyperplane sections are Enriques surfaces, «Ann. SNS Pisa»12, pp. 43-80. Si riportano qui solo le ipotesi
essenziali e gli elementi necessari per comprendere la notazione utilizzata nel diagramma. Si consideri una varieta
algebrica tridimensionale W32p_2 =W c PP tale che W sia proiettivamente normale e non sia un cono; p sia il
genere della generica curva-sezione, cioe g(W -H-H") = p dove con il simbolo - si denota I’intersezione di
varieta nello spazio proiettivo; se H € un iperpiano sufficientemente generale, W - H = F & una superficie di
Enriques liscia. Sotto queste ipotesi risulta che W non ¢ liscia, ma ha singolarita isolate (Lemma 3.2). Nello
specifico si tratta di 8 punti quadrupli Py, ..., Pg. Per ogni i = 1, ...,8 siano W il blow-up di W nei punti singolari
P;, o: W — W il morfismo corrispondente e E; = ¢~*(P;) i divisori eccezionali. Se Y c W & una sottovarieta di
W, si denota con Y la sua trasformata propria su W. Siano inoltre |F| il sistema lineare delle sezioni iperpiane di
W |F;| il sottospazio lineare formato dalle sezioni iperpiane di W passanti per i punti singolari P;; |D| e |D| i
sistemi lineari dei divisori su W e W rispettivamente; 1 = Ap| € 1= Aip| le mappe razionali ad essi associate.
Segue che dim|D| = dim |[D| = p — 1 (Lemma 3.7). Per dimostrare il risultato finale sono necessarie le seguenti
ulteriori ipotesi: W liscia; E; lisci; punti singolari P; “simili”, ossia si comportino allo stesso modo; il sistema |D|
non ha punti base; per un generico divisore D lacurva D - E; = C; & irriducibile. In tal modo, la threefold M:,;Zl"_6 c
PP~1, “riferibile a W,??~*" nel linguaggio di Fano, & I'immagine del blow-up W mediante la mappa razionale 1.
Poiché 1 & un morfismo birazionale (Teorema 5.1), anche A ¢ birazionale. Segue I’esistenza del diagramma
commutativo illustrato in figura dove per D generico D & una superficie K3; A(E;) sono piani; i coni tangenti alla
varieta W nei punti P; sono coni sulla superficie di Veronese.
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Per fornire maggiori dettagli su questa corrispondenza birazionale, Fano porta avanti un
ragionamento puramente sintetico, nella piena adesione ai canoni della Scuola italiana. In
quest’ottica, Fano suppone che il sistema lineare |¢p| delle superfici di genere uno sia
‘semplice’, cio¢ assume che il passaggio di una superficie ¢ per un punto generico della varieta
I/I/;p_2 non comporti il passaggio della superficie anche per altri punti variabili con il primo. In
tal caso,

il sistema |¢| rappresentera allora nel consueto senso una varieta M32"’_6 di S,_4, riferibile a

W;”_Z, con superficie sezioni di generi uno, immagini delle ¢, e curve sezioni canoniche di
genere p — 2 (in spazi S,_3)."!

Come gia osservato, su ogni sezione iperpiana F2P~2 i I/I/321""2 vale che [2C| = |2y]: quindi
i sistemi lineari |2F | e |2¢| tagliano sulle sezioni iperpiane delle curve equivalenti. Ma, in base
a un risultato di Severi del 1906, anche questi ultimi due sistemi dovranno essere equivalenti
sulla varieta W32”_2, a meno di superficie fondamentali del sistema |F| che a loro volta
dovranno essere punti multipli. Per ottenere qualche informazione ulteriore su questi punti,
Fano osserva che la somma delle loro molteplicita sara pari a 32, in quanto & data dalla
differenza tra i gradi dei sistemi doppi |2F|, di grado 8(2p — 2), e |2¢], di grado 8(2p — 6).
Indicando con 2f e 2¢ rispettivamente le immagini di 2F e 2¢ in M32p_6, la differenza tra i
loro ordini sara I’ordine complessivo delle superfici di M32 P~® ¢che si ottengono come immagini
dei punti multipli di I/V:,,Z’“‘2 precedentemente considerati. Poiché 2f e 2¢ hanno
rispettivamente grado paria 4p — 4 = 2(2p — 2) e 2(2p — 6), I’ordine complessivo cercato ¢
8. Inoltre, per I’invarianza birazionale del genere, le superfici fondamentali di |f| contenute in
Mgzp_6 devono intersecarsi con 2¢ secondo curve di genere zero; affinché questo accada, le
superfici in questione dovranno necessariamente essere 8 piani. Quindi, conclude Fano,

Sopra M2P~° la differenza 2f — 2¢ & costituita da 8 piani, fondamentali per |2f; sopra W;? ™
la differenza corrispondente 2F — 2¢ € costituita da 8 punti quadrupli (di multiplicita % = 4),
immagini di quei piani. La varieta 1/11321"_2 a superficie sezioni di genere zero e bigenere uno ha
dunque 8 punti quadrupli; e questo fatto di una W5 vincolata soltanto ad avere superficie sezioni

di un tipo determinato, e che ha di conseguenza certi punti multipli isolati, & senza dubbio
particolarmente notevole.*?

Ciascuno degli 8 piani di M;p_6 puo essere messo in corrispondenza con 1’intorno del
relativo punto quadruplo di W;”"Z: cosi facendo, le coniche individuate sul piano dalle

L FANO 1938b, cit., p. 42.
2 |vi, p. 44.
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superfici 2¢, che sono delle quadriche, corrispondono nell’intorno in questione a sezioni con

superfici 2¢, cioe con quadriche passanti semplicemente per il punto dato. In particolare, i coni
tangenti a I/I/327"_2 negli 8 punti quadrupli sono coni di IP® proiettanti delle superfici di Veronese.
Fano osserva poi che non puo accadere che due degli 8 piani di M32p_6 abbiano una retta in
comune; possono invece avere un punto in comune. Se cio avviene, il punto in questione sara
un punto doppio di M2P~° e la retta passante per i due punti quadrupli di W, ~2 corrispondenti
stara su W32p_2. Anche in questo caso, I’innesto di nuovi concetti ¢ accompagnato dalla
necessita di nuova terminologia matematica, da integrare all’interno del patrimonio lessicale
della tradizione italiana: Fano introduce il nome di ‘punti congiunti’ per denotare i due punti
singolari appartenenti alla medesima retta su W32p_2. In caso contrario, i due punti saranno
semplicemente detti ‘non congiunti’. Questo contributo lessicale di Fano non ¢ pero giunto fino
ai nostri giorni: nella terminologia della geometria algebrica moderna si fa invece riferimento

ai ‘punti associati’. Si pud anche vedere che se due di questi punti singolari P; e P; (con
i,j=1,..,8ei# j)sono associati, i piani corrispondenti r; e r; di M3"° hanno un punto in
comune che, in termini moderni, € dato dalla contrazione della retta P;P;. Inoltre ogni P; &
associato ad uno stesso numero di altri punti singolari.

Fano osserva che se si effettua la proiezione di W327""2 da un suo punto quadruplo le
proiezioni degli altri punti quadrupli saranno punti quadrupli o tripli per la varieta proiezione,
a seconda che i punti di partenza siano associati 0 meno al primo. Ripetendo questa operazione,
la molteplicita dei punti inizialmente quadrupli e congiunti a k fra i centri di proiezione diventa
paria4 — k.

Il grande merito di Fano consiste quindi nell’aver individuato — per la prima volta — la
corrispondenza birazionale, per p = 5, tra la generica Fano-Enriques threefold W327""2 e una
varieta di Fano tridimensionale M3?~°, al cui interno I"immagine degli 8 punti singolari P; di
W,7P~% & data da 8 piani su M2P~°. In altri termini, questo significa che il complementare della
variets W;/P~? meno gli otto punti singolari & isomorfo ad un aperto di MZ?7°, il cui
complementare e dato esattamente dagli otto piani, “immagini” dei P; nel linguaggio di Fano.
Egli si limita tuttavia allo studio del caso “generale” in cui le eventuali coppie di piani incidenti
si intersecano in punti distinti.

3.2. La classificazione delle Fano-Enriques threefold per 6 < p < 13

Il primo caso analizzato nel dettaglio da Fano & p = 6: la varieta M$ < P>, corrispondente
alla Fano-Enriques threefold W3° c P, ha curve-sezioni canoniche di genere 4 cosicché, dalla
classificazione delle Fano threefold, risulta essere I’intersezione di una quadrica non singolare
Q con un’ipersuperficie cubica C di P> contenente 8 piani a due a due incidenti. Grazie ad
alcuni risultati precedenti, Fano mostra che Q non é singolare (g, in particolare, non & un cono).
Per quanto riguarda la razionalita!® di M$, da cui discende la razionalita di W in virtu della

13 In ottica moderna, si puo dimostrare che M$ é razionale in virtd del criterio di razionalita di Enriques. A. CONTE
1983, Two examples of algebraic threefolds whose hyperplane sections are Enriques surfaces, in C. CILIBERTO,
F. GHIONE, F. ORECCHIA (eds.), Algebraic geometry - Open problems, Berlin-New York, Springer, p. 126, prop.
2.

55



mappa birazionale precedentemente costruita, Fano studia alcune particolari congruenze di rette
del terz’ordine, rifacendosi al suo lavoro del 1901 sull’argomento. In particolare, analizza
congruenze* (7,3) la cui immagine su M$ & un sistema lineare | £1°| di superfici di genere zero
e bigenere uno che rappresenta una threefold W3° < P® con 8 punti quadrupli, immagini dei
piani contenuti in M$ Le sezioni di W4 sono superficie di Enriques di un tipo particolare: le
cosiddette “congruenze di Reye”. Oltre trent’anni prima Fano stesso, basandosi sulla
rappresentazione delle congruenze di rette mediante superficie di P>, aveva notato che le
congruenze di Reye sono delle superficie di Enriques.t®

Se si identifica— in termini moderni — la quadrica Q con la Grassmanniana Gr(1,3), la varieta
M$ risulta essere un complesso cubico di rette. Nello specifico, questo & costituito dalle rette
generatrici di una rete di quadriche R in IP3: gli 8 piani corrispondono alle rette passanti per gli
8 punti base della rete.® Sempre in prospettiva moderna, la Fano-Enriques threefold W3°
corrispondente si ottiene dalla parametrizzazione delle coniche duali di IP® che degenerano in
una coppia di punti.t’

La Fano-Enriques threefold W3° era gia stata parzialmente studiata da Fano in un lavoro
apparso nei «Rendiconti del Circolo matematico di Palermo» nel 1910,'® mentre Godeaux
aveva analizzato un suo caso particolare!® nel 1930, assumendo che le quadriche di R avessero
il medesimo tetraedro autopolare. In tal caso, le quadriche della rete possono essere
rappresentate con equazioni del tipo Y7 a;x?> = 0 con Y a; = 0.

Passando al grado immediatamente superiore (p = 7), Fano osserva che la varieta di Fano
M$ c P, a curve sezioni canoniche di genere 5, ¢ D’intersezione completa di tre quadriche

14 Con la notazione (m,n) Fano indica una congruenza algebrica di rette di ordine m e di classe n. L’ordine ¢ dato
dal numero delle rette della congruenza che passano per un generico punto dello spazio, mentre la classe ¢ il
numero di rette della congruenza che stanno in un generico piano. Per ulteriori dettagli cfr. G. FANO 1901, Nuove
ricerche sulle congruenze di rette del 3° ordine prive di linea singolare, «Mem. R. Acc. Sci. Torino» (2) 51, p. 3.

15 Cfr. FANO 1901, cit., pp. 74-78. In particolare, qui afferma che “la congruenza (7,3) & quella delle ‘rette
principali’ (‘Hauptstrahlen’) di un sistema lineare 003 di quadriche, gia stata considerata dal sig. Reye” e conclude:
“La congruenza [duale] (3,7) di genere sezionale 6 non & razionale, ma & invece un ente algebrico «? regolare di
genere zero e bigenere uno”. I contributi di Fano allo studio delle congruenze del terz’ordine sono citati anche in
F. Enrigues a G. Castelnuovo, [s.l.] 5.5.1896, edita in BOTTAZzINI — CONTE — GARIO (eds.) 1996, cit., p. 262; F.
Enriques a G. Castelnuovo, [s.1.] 1.4.1901, ivi, p. 475: “Ho ricevuto la memoria di Fano che sembra un bel lavoro.
Ho notato che la congruenza di genere 0 e bigenere 1 € una superficie nuova; almeno sembra irriducibile alla mia
Fg”; F. Enriques a G. Castelnuovo, [s.1.] 18.2.1905, ivi, p. 611.

16 Negli anni Ottanta ¢ stato dimostrato rigorosamente che per ogni varieta M = M$ c PS5, contenente 8 piani nella
configurazione considerata, esiste una rete di quadriche R di P2 tale che M = V,(R), dove V,(R) € il complesso
cubico cosi definito V,(R) = {x € Gr(1,3)|L, giace su una quadrica Q di R}. Cfr. CONTE 1983, cit., p. 126, prop.
1.

17 Si puo anche vedere che W4 ¢ costituita dall’intersezione tra la varieta V¢°, formata dalle coppie di punti di
P32, e il sistema lineare di dimensione 6 delle quadriche duali che sono apolari rispetto a tutte le quadriche della
rete R. Cfr. CONTE 1983, cit., p. 128, prop. 4.

18 G. FANO 1910a, Superficie algebriche di genere zero e bigenere uno, e loro casi particolari, «Rend. Circ. Mat.
Palermo» 29, pp. 98-118.

19 Cfr. L. GobEAUX 1930, Recherches sur les surfaces algébriques de genres zéro et de bigenre un, «Bull. Ac.
Belgique» (5) 16, pp. 920-922. Godeaux conclude cosi il suo lavoro: “On voit [...] que le sections hyperplanes de
W40 sont des surfaces de genres zéro et de bigenre un. [...] La variété V3° est un cas particulier de W4, car V3°
s’obtient en rapportant projectivement aux hyperplans de Sy les surfaces F passant par les arétes du tétraédre de
reference”.
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aventi 8 piani in comune. In base a quanto analizzato nei due lavori del 1936 sulle Fano
threefolds, bisogna escludere la possibilita che gli 8 piani di M8 siano tutti incidenti a due a
due. Di conseguenza, sulla Fano-Enriques threefold corrispondente W4? c IP7 ciascuno degli
8 punti quadrupli sara non congiunto ad almeno uno dei rimanenti. Da una coppia di punti di
questo tipo, W32 si proietta in una threefold di P> con 6 punti doppi. Quindi ciascuno degli 8
piani di M8 ne interseca esattamente altri 6: cio significa gli 8 piani possono essere suddivisi in
4 coppie
aa’,BB',yy’, 866",

in modo che due di essi si intersechino 0 meno a seconda che appartengano oppure no a due
coppie diverse. Attraverso un ragionamento puramente geometrico, Fano osserva che esistono
altri 8 piani che formano una configurazione identica a quella degli 8 piani di M8 di partenza.
In particolare, ogni piano di una delle due configurazioni interseca in rette 4 piani dell’altra e
in punti 6 piani della propria, mentre non interseca i 5 piani rimanenti. Le rette e i punti cosi
individuati sono i lati e i vertici di un quadrilatero completo e I’insieme dei 16 piani €
I’intersezione completa di M8 con una quadrica di P®. Per giungere alle proprieta della Fano-
Enriques threefold W42, Fano passa da una terza varieta tridimensionale che corrisponde, in un
certo senso, alla W della costruzione di Conte e Murre. Per fare cio, sfrutta un risultato sulle
Fano threefolds del suo contributo degli Scritti matematici offerti a Luigi Berzolari: se una
varieta del tipo M$ contiene un piano, essa puo essere proiettata da questo piano su P2 in modo
che alle sue sezioni iperpiane corrispondano superficie del 4° ordine passanti per una curva di
ordine 9. La curva e a sua volta contenuta in una superficie cubica che € immagine del piano
asse di proiezione. Applicando questa proprieta alla M8 in questione, si ottiene che la curva si
spezza in una cubica e nei 6 spigoli di un tetraedro, i cui vertici sono le proiezioni di 4 piani
non incidenti (ad esempio, a,f,y,8) di M8. Tornando quindi alla Fano-Enriques threefold
W32, questa puo essere vista come I’immagine dello spazio proiettivo IP? attraverso il sistema
lineare delle superficie sestiche di genere zero e bigenere uno che contengono una cubica piana
fissa e che passano con molteplicita 2 per gli spigoli di un tetraedro.

Per esaminare poi il caso p =9, Fano osserva innanzitutto che la varieta M3i? c P® ¢
I’intersezione di una quadrica “colla V,? «di C. Segre», rappresentante le coppie non ordinate
dei punti di due piani”, e contenente “due sistemi di piani, generabili proiettivamente, tali che
due di questi sono incidenti o no secondo che appartengono a sistemi opposti oppure allo stesso
sistema”, 0ssia — in termini moderni — tale Fano threefold ¢ 1’intersezione dell’immersione di
Segre di IP? x P2 con una quadrica contenente 4 piani. Come gli 8 piani di M2 possono essere
ripartiti in due sistemi distinti in base alle relazioni di incidenza, allo stesso modo i punti
quadrupli della Fano-Enriques threefold corrispondente W3¢ c P si suddividono in due
quaterne in modo tale che due punti di una stessa quaterna siano sempre non congiunti mentre
due punti appartenenti a quaterne diverse siano associati. Di conseguenza, considerando 3 punti
di ciascuna quaterna, & possibile proiettare univocamente la Fano-Enriques threefold su P3:
I’immagine dei sei centri di proiezione sara costituita da 6 piani, ripartiti in due triedri, mentre
le immagini dei due ulteriori punti quadrupli di W4 saranno i vertici dei due triedri.
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Modernamente, le superfici sezioni-iperpiane della W3¢ possono essere ottenute come
quozienti modulo un’opportuna involuzione dall’intersezione di tre quadriche di IP5.2° E infatti
possibile costruire due quadriche di ]P’fyo'___'ys) con equazioni del tipo

Q1:A1(¥0,y1,¥2) + B1(¥3,¥4,¥5) =0

Q2:4;(Vo, Y1, ¥2) + Bo(¥3,Y4,¥5) = 0
in modo tale che,se Y =Q,-Q, e X =Y/i, dove i ¢ I'involuzione definita da

i[Yo er ¥5)] = (=Y0, =Y1, —Y2, =V3, —Va, —V5),
esistono due immersioni

e »M3% c P8

In tal modo, le sezioni iperpiane di W3¢ sono delle superficie di Enriques ottenute modulo i
dall’intersezione Q; * Q, - Q3, dove Q5 & una terza quadrica di P> di equazione

A3s(¥0,¥1,¥2) + B3(¥3, ¥4, ¥5) = 0.

Fano conclude I’analisi del caso p = 9 riconoscendo che gia nel 1930 Godeaux aveva
studiato una V3¢ c PP? che si ottiene come immagine della varieta tridimensionale delle coppie

dell’involuzione di P® definita da x; = xl Rivendica pero la maggior generalita del suo studio,

osservando che la threefold V3¢ di Godeaux & un caso particolare della varieta W4 da lui
considerata, avente 3 punti doppi e una sezione iperpiana data da 4 superficie di Veronese.?
L’ultima Fano-Enriques threefold considerata € quella che si ottiene per p = 13. Tale
W#* c P13 ¢ rappresentata in IP3 dal sistema lineare di dimensione 13 delle superficie di 6°
ordine passanti con molteplicita due per gli spigoli di un tetraedro e si proietta dai suoi 8 punti
quadrupli in una threefold W3t c P> contenente 8 piani, immagini degli 8 punti quadrupli.
Facendo riferimento alla geometria della retta di P2, ambito di ricerca cui Fano si @ ampiamente
dedicato, sottolinea come tale W3 sia, a sua volta, I'immagine di un complesso tetraedrale.
Ciascun piano in essa contenuto interseca esattamente 3 degli altri in rette, “immagini con esso
di coppie di punti congiunti”.?? La threefold W risulta anche rappresentabile in 3 attraverso
il sistema lineare di dimensione 5 delle quadriche circoscritte a un tetraedro, le cui facce e
vertici sono immagini degli 8 piani di W4!. La corrispondente Fano threefold M2° < P2 puo
invece essere rappresentata dal sistema di dimensione 12 delle superficie di 4° ordine passanti
con molteplicita 1 per gli spigoli del tetraedro, i cui vertici saranno punti doppi. In particolare,

20 Cfr. CoNTE 1983, cit., p. 129.

2L Cfr. GODEAUX 1930, cit., p. 917. Qui fornisce la seguente descrizione di tale Fano-Enriques threefold: “variété
V3¢ d’ordre seize, de Sy [...] posséde trois points doubles coniques et une section hyperplane formée de quatre
surfaces de Veronese. Les huit points de diramation sont quadruples pour la variété. Le cone tangent en un de ces
points est un cone projectant une surface de Veronese. La variété contient seize droites passant chacune par deux
points de diramation et douze coniques passant chacune par deux points de diramation et par un des trois points
doubles. [...] Le sections hyperplanes de V¢ sont en general des surfaces de genres zero et de bigenere un”.

22 FANO 1938b, cit., p. 59.
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gli spigoli del tetraedro si possono vedere come le immagini di 6 quadriche di M2°, mentre la
superficie F* composta dalle 4 facce del tetraedro ¢ I’immagine della sezione iperpiana di M2°
composta dagli 8 piani e dalle 6 quadriche.

3.3. Esclusione dei casip = 5,8,10,11,12

Per delineare una classificazione completa delle Fano-Enriques threefolds Fano ha bisogno
di escludere quei valori di p per i quali non esiste la varieta in questione.

Il caso p = 5 e eliminato immediatamente, all’inizio della memoria, con un’argomentazione
per0 poco rigorosa. Fano infatti evidenzia soltanto che per p =5 si avrebbe una varieta
W$ < IP° che da due dei suoi punti quadrupli, anche se congiunti, si proietta in uno spazio P3
semplice con almeno 6 punti doppi, il che non é possibile. Nel caso in cui le sezioni iperpiane
siano non singolari, cid puo essere giustificato in termini moderni: sotto le ipotesi esplicitate da
Conte e Murre, si ha che per una superficie di Enriques liscia di grado d in P*, d deve soddisfare
’equazione d? — 10d + 12 = 0;% poiché quest’ultima non ¢ risolubile in interi, sara p > 5.

Per proseguire con lo studio dei casi p > 7, Fano analizza cosa succede agli 8 piani di M?’"G
al crescere del genere delle curve-sezioni. Ricordando I’ipotesi iniziale per cui eventuali coppie
di piani incidenti si intersecano in punti distinti, conclude che nei casi rimanenti ciascun piano
puo intersecare al piu altri quattro degli otto piani di partenza. Da questo segue che gli 8 piani
si possono suddividere in due quaterne, tali che due piani di una stessa quaterna non siano
incidenti, mentre due piani di quaterne diverse si intersechino necessariamente. Ma, afferma
Fano:

Gli 8 piani stanno [...] tutti in uno spazio X di dimensione < 8, determinato da 3 fra essi di una
stessa quaderna (poiché tale spazio contiene evidentemente tutti i piani dell’altra quaderna, e per

conseguenza anche il piano ulteriore della prima quaderna). Dico anzi che questo sistema di 8
piani e la stessa varieta M?’_6 in parola devono appartenere allo spazio Sg, sicché sara

p—1=8,p=92

Fano non giustifica questa affermazione nei dettagli, ma cerca di mostrare che valgono
contemporaneamente le disuguaglianze p > 9ep <9, attraverso ragionamenti di natura
proiettiva. Per ottenere p > 9, osserva che la varieta W,*?~% < PP, immagine di M2?~°, deve
avere due quaterne di punti quadrupli, tali che due punti di una stessa quaterna sono a due a due
non congiunti. Facendo quindi la proiezione da tre punti di questa quaterna, la I/I/:f”‘2 € mandata
in una W;P~'* c IPP~3 avente ancora un punto quadruplo. Per questo motivo, deve essere
2p — 14 = 4 dacui p = 9. Per provare la disuguaglianza opposta, Fano cerca di mostrare che
lo spazio X non puo essere un iperpiano di PP~ né vi puo essere contenuto. Per assurdo, se cio
accadesse vi sarebbero due possibilita. Nel primo caso, lo spazio P°> generato da due piani a, 8
di una stessa quaterna potrebbe incontrare la varieta M§”‘6 in una superficie residua che
dovrebbe intersecare sia a sia f almeno in una conica. Quindi I’intersezione residua di M; p-6

con I’iperpiano in questione sarebbe costituita da almeno tre coniche, sia in  sia in £, che non

23 R. HARTSHORNE 1977, Algebraic geometry, New York, Springer, p. 434.
24 FANO 1938b, cit., p. 54.
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e possibile. La seconda possibilita € che la superficie intersezione residua di M32”"6 con un

generico iperpiano passante per i piani sghembi «, 8 abbia genere aritmetico —1, in quanto
dovrebbe formare una superficie di genere 1 con «, § da essa intersecati in cubiche ellittiche.
Se consideriamo un ulteriore piano di M§p_6 che non intersechi «, 8, la superficie residua di
questi tre piani avrebbe genere < —1 essendo quindi riferibile a una rigata di genere > 1. Ma
cio e incompatibile con il contenere curve ellittiche; dunque p < 9.

Questa parte della memoria, dedicata ad escludere i casi p = 8, 10, & tuttavia condizionata
da due problemi: il primo ¢ I’ipotesi iniziale di Fano sugli otto piani che risulta eccessivamente
restrittiva. 1l secondo pu0 probabilmente essere definito come un’eccessiva fiducia nei
confronti dei metodi proiettivi classici tipici Scuola italiana. Le affermazioni di Fano in questi
due casi sono infatti state smentite a partire dagli anni Ottanta, quando sono state riprese queste
indagini con metodi moderni. L. Bayle (1994) ha trovato una Fano-Enriques threefold per
p = 8, le cui superfici-sezioni iperpiane sono delle sestiche di IP? che passano con molteplicita
due per gli spigoli di un tetraedro e che contengono una conica fissata. In particolare, tali
superfici sono le immagini di superfici di Enriques lisce, non minimali e di grado 10 in P*.
Dieci anni prima, invece, A. Beauville aveva individuato una varieta W38 < P1° avente come
sezioni iperpiane delle congruenze di Reye generalizzate di grado 18 in P°.

Dopo aver studiato nel dettaglio la threefold W2* c P13, Fano deve escludere la possibilita
dei casi p = 11, 12. Per fare cio, procede in due passaggi. Innanzitutto analizza il caso in cui

gli 8 piani di M32”—6 sono nella configurazione particolare delle due quaterne distinte. Sotto

questa ipotesi la 1/1132”—2 dovrebbe proiettarsi da 4 dei suoi punti quadrupli a due a due non
congiunti in

e una W3t c P7 (p = 11), che non esiste;

e unaW? c P8 (p = 12), ! razionale normale di piani, sulla quale i centri di proiezione
dovrebbero avere come immagini delle superfici di Veronese, che nuovamente non
esistono.

Dopodiché Fano prende le distanze dalla configurazione particolare e vuole dimostrare che,

in generale, “all’infuori dei casi gia considerati, non esistono altre M2?~° di S,,_; contenenti 8

piani, o rispettivamente W,**~2 di S, con 8 punti quadrupli, come richiesto”.?® Per far questo,
considera il sistema di cubiche che rappresenta la superficie immagine di uno dei piani, ad
esempio «, della Fano threefold M:f’“‘6 e analizza le rette passanti per i punti base del sistema,
concludendo che ciascun punto base deve appartenere ad almeno due rette delle 5 di partenza
corrispondenti ai 5 piani di M32’f'_6 sghembi rispetto ad a. Cio equivale ad affermare che tali
rette sono i lati di un n-agono semplice con n > 5 o di due n-agoni, ciascuno con n > 4. Ma
“¢ manifestatamente impossibile che 3 qualunque fra esse contengano tutti i vertici” ?® e questo
basta, secondo Fano, a concludere la dimostrazione. Varieta di questo tipo non rientrano nella
classificazione moderna delle Fano-Enriques threefolds elaborata in modo indipendente da T.
Sano (1995) e Bayle (1994) e la questione della loro esistenza & ancora oggi aperta.?’

25 FANO 1938b, cit., p. 60.
2 Jvi, p. 62.

27 Cfr. L. BAYLE 1994, Classification des variétés complexes projectives de dimension trois dont une section
hyperplane générale est une surface d’Enriques, «Journal flr die reine und angewandte Mathematik» 449, pp. 9-

60



3.4. Un caso particolare: la Fano-Enriques threefold W§ c p*

Alla fine della memoria, Fano prende in considerazione il caso particolare p = 4 in cui si ha
una Enriques threefold classica. Questa sara una varieta W2 < P* con superfici-sezioni
F® c P3 di genere zero e bigenere uno che passano con molteplicita due per gli spigoli di un
tetraedro. La Fano threefold M2 c P corrispondente altro non & che un rivestimento doppio di
P3.

W$, inoltre, ha 6 piani doppi che si ottengono dalle intersezioni a due a due di 4 spazi P3 e
che passano tutti per uno stesso punto. Fano sceglie quest’ultimo come punto fondamentale [0]
del sistema di coordinate e suppone che i 4 spazi IP® siano definiti dalle equazioni x; = 0
(i =1,...,4). Cosi facendo, in virtu di quanto illustrato da Godeaux nel lavoro del 1933, da cui
Fano trae anche la notazione utilizzata,?® W ¢ definita da un’equazione del tipo:

X1X2X3X4{XG + 220 f1 (X1, X, X3, %4) + f2(%1, X2, X3, X4)}
+ @2 (X2X3%4, X1X3%X4, X1 X324, X1X5%3) = 0

dove f; & un polinomio lineare omogeneo nelle x;, f, € un polinomio omogeneo di secondo
grado nelle x; e ¢, € una forma quadratica contenente termini con solo quadrati delle
esSpressioni x,x3xy, ..., X1 X,x3. [0] € un punto quadruplo di W tale che le rette uscenti da esso
segano sulla varieta le coppie di una involuzione I,. Inoltre W2 si proietta da questo punto in
un rivestimento doppio di P3, che si puo supporre di equazione x, = 0, avente superficie di
diramazione

x1x2x3x4{x1x2x3x4(f12 —f2) =92} =0

di ordine 10, formata dai 4 piani tracce degli spazi x; =0 (i = 1,...,4) e proiezioni
dell’intorno di [0] su W2, e da una superficie F® proiezione dell’intersezione tra Wy € lo spazio
Xo + f1 = 0. Fano giunge cosi ad un’accurata descrizione geometrica della Enriques threefold
in questione: gli spazi P? passanti per [0] intersecano la varieta W in superficie F° di genere
zero e bigenere uno, aventi [0] come punto quadruplo e 6 rette doppie passanti per tale punto.
Queste particolari F© si proiettano da [0] in piani doppi aventi una curva di diramazione formata
da 4 rette, lati di un quadrilatero, e da una sestica che passa con molteplicita due per i 6 vertici
di tale quadrilatero.

Il caso p =4 — I'ultimo affrontato nella memoria del 1938 — appare particolarmente
significativo sotto due aspetti: il legame con le ricerche di Godeaux, su cui si tornera nel seguito,
e il fatto che sia I’unico passaggio del lavoro in cui compaiono le equazioni esplicite degli enti
algebrici su cui Fano sta lavorando. In chiusura, egli osserva che la varieta W non é razionale
e nemmeno unirazionale.?® Tuttavia, negli anni Cinquanta, Roth ha dimostrato che la generica

63; T. SANO 1995, On classification of non-Gorenstein Q-Fano 3-folds of Fano index 1, «Journal of the
Mathematical Society of Japan» 47, pp. 369-380.

28 Cfr., ad esempio, GODEAUX 1933, cit., p. 137: “Si le centre de projection est le point 0, = (1,0,0,0,0), la variété
V£ a pour équation
P2 (X234, X1 X324, X1 X2 Xay X1 25X3) + X1 2023%4 [X§ + 220 f1 (1, X2, X3, X4) + fo (%1, %2, X3,%4)] = 0
ou @,, fi, f» désignent des polyndmes a quatre variables homogénes dont le degré est indiqué par I’indice”.
29 In particolare, Fano afferma che la non razionalita discende dal fatto che W ha come caso, quando nella sua

equazione mancano i termini in x,, il cono che proietta una superficie F¢ c P di genere zero e bigenere uno.
Questo cono, pur avendo tutti i generi nulli, non é razionale poiché la congruenza di 1° ordine delle sue generatrici
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Enriques threefold W & unirazionale.*® E invece corretto quanto sostenuto da Fano a proposito
dell’irrazionalita di W2; il percorso per giungere a questo risultato secondo gli standard di
rigore moderni € stato pero piu travagliato. Roth stesso, dopo aver dimostrato 1’unirazionalita,
si occupa dell’irrazionalita di W servendosi della torsione di Severi: in particolare, afferma
che tale varieta non e razionale poiché il gruppo fondamentale della sua desingolarizzazione
contiene Z,. Qualche anno dopo, J.P. Serre (1959) prova pero che una varieta unirazionale non
singolare non puo0 avere torsione ed € semplicemente connessa, invalidando di fatto la
dimostrazione di Roth.3* Quest’ultima & poi anche criticata da J.A. Tyrrell che ne evidenzia
Iillegittimita alla luce dell’esistenza di alcuni punti singolari non ordinari.*? In termini moderni,
questi punti sono le immagini degli 8 punti singolari non-Gorenstein della normalizzazione
della Enriques threefold.®® Solo negli anni Ottanta L. Picco Botta e A. Verra hanno ottenuto la
dimostrazione definitiva dell’irrazionalita della generica varieta tridimensionale di Enriques
W$ sfruttando il gruppo di Chow e le proprieta delle varieta di Prym.3* A partire

dall’individuazione di un modello non singolare V" di W contenente un fibrato in coniche su
una certa superficie al cui interno la curva A formata dai punti le cui fibre sono coniche degeneri
risulta essere completa, non singolare e di genere 5, & stato messo in luce I’isomorfismo tra il
gruppo di Chow A%(V") del modello e la varieta di Prym Prym(A/A). Poiché quest’ultima non
e la Jacobiana di una curva, si puo concludere che la generica Enriques threefold non e
razionale.

Nell’ultima sezione della memoria, Fano sintetizza i tre punti fondamentali: esiste una
mappa birazionale tra le varietd WP~ and M2P~°; le Fano-Enriques threefold sono sempre
razionali per p = 6; la classificazione fornita € completa. Purtroppo, le dimostrazioni di tutte
queste affermazioni sono parziali, e I’ultima ¢ errata. | risultati di Fano sulla razionalita/non
razionalita saranno dimostrati rigorosamente piu di cinquant’anni dopo, I’esistenza di ulteriori
Fano-Enriques threefolds rispetto a quelle elencati nel 1938 sara messa in luce dagli anni
Ottanta in avanti, mentre la questione di fornire una classificazione finale nel caso generale &

non & razionale. Se W fosse unirazionale, ossia “riferibile” a un’involuzione di IP3, alle sue generatrici dovrebbe
corrispondere una congruenza di 1° ordine in P2, il che non avviene.

%0 ROTH 1955, cit., p. 97.
31 J.-P. SERRE 1959, On the Fundamental Group of a Unirational Variety, «Jour. LMS» (1) 34, pp. 481-484.

%2 Cfr. J.A. TYRRELL 1961, The Enriques threefold, «<Mathematical Proc. Cambridge» 57, pp. 897-898: “the critical
example has been the Enriques threefold E, asserted by Roth to be unirational but not rational. [...] E is certainly
unirational and its non-singular model E’ has been thought to possess Severi torsion (thus apparently establishing
the non-rationality of E). [...] A consequent re-examination of E has revealed the existence of eight hitherto
unnoticed quadruple points, two on each triple line, which are not ordinary singularities. [...] Owing the presence
of these non-ordinary singularities, the arguments for the existence of torsion on E’ — and hence also the arguments
for the non-rationality of E — are invalidate.”. E conclude: “there seems no further reason to suppose that E' is a
counter-example to Serre’s theorem. It still remains, of course, to decide whether the threefold is rational or not”.

33 Come evidenziato in I. CHELTSOV 2004, Rationality of an Enriques—Fano threefold of genus five, «lzvestiya:
Mathematics» 68, p. 611, la normalizzazione della generica varieta di Enriques tridimensionale & una Enriques-

Fano threefold di genere 4 e grado 6 avente 8 punti singolari del tipo %(1,1,1). Il suo ricoprimento canonico € un
ricoprimento doppio di P! x P! x P! che ramifica in un divisore di grado (2,2,2).

3 Cfr. L. Picco BOTTA — A. VERRA 1983, The non rationality of the generic Enriques’ threefold, «Compositio
Mathematica» 48, p. 184, prop. 7.
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ancora aperta e si tratta di un problema di difficile risoluzione come hanno rilevato vari
matematici che si sono occupati della questione anche in tempi recenti.®

3.5. Le ricerche posteriori di Fano legate alle Fano-Enriques threefolds

Fano non tornera piu sul problema della classificazione di queste varieta. Lo scritto del 1944
pubblicato sulla «Revista de Matematica y fisica tedrica» di Tucuman, diretta dall’amico ed ex-
collega Terracini, rappresenta 1’unico altro lavoro di Fano in cui compare esplicitamente una
varieta Fano-Enriques, ma la questione ¢ affrontata da una prospettiva completamente diversa.3®
Fano esamina la threefold V49, un caso particolare della Fano-Enriques threefold di P® le cui
sezioni iperpiane sono composte da quattro piani e tre quadriche. Il suo studio parte pero
dall’analisi della generica superficie di Enriques F© di ordine 6 che ha gli spigoli di un tetraedro
come rette doppie. Osserva che la sua equazione puo essere scritta come

X1 X2%3%, f () + x2x2x2 + x2x35x% + xZx2xZ + xix2x3 =0

dove f(x) é una forma quadratica nelle x; (i = 1, ...,4), i cui 10 coefficienti possono essere
considerati come dei parametri (i cosiddetti ‘moduli’). Inoltre F® & rappresentabile su una
superficie di ordine 10 F'° c IP°, in modo che le sei rette doppie di F° corrispondano a sei
cubiche piane su F1°. Fano passa poi ad analizzare alcuni casi particolari di F® che dipendono
da meno di 10 moduli. Per fare cio, introduce il sistema lineare X di dimensione 3 composto da
superfici quadriche. Le rette che appartengono a un intero fascio di quadriche di £ formano una
congruenza di Reye che rappresenta una superficie F® dipendente da 9 moduli. Se T ammette
un fascio di coni con lo stesso vertice, le rette per questo punto e contenute nell’unico piano
tangente e passanti per tale punto formano invece una F® con 8 moduli. ¥, tuttavia, puo
contenere piu di un fascio di coni, fino a un massimo di 10. In tal caso, la superficie di Enriques
F® dipende da 4 moduli e la corrispondente F1° contiene 10 rette che si intersecano a due a due.
Nella seconda parte del lavoro, Fano introduce il sistema lineare di dimensione 3 delle superfici
cubiche |F3| aggiunte, passanti semplicemente per gli spigoli del tetraedro fondamentale e
aventi i vertici come punti doppi, che gli permettera di arrivare alla Fano-Enriques threefold
V39 c P8, Tra gli elementi del sistema |F3| esiste una trasformazione involutoria birazionale

1 s . .. .- .
data da u; = — €, piu nello specifico, due F3 omologhe formano insieme una superficie di
i

Enriques speciale che avra le stesse rette doppie della F® di partenza. Al tempo stesso, |F3|

35 Cfr., inter alia, SANO 1995, cit., p. 369: “In general case, this problem seems very hard to solve because their
singularities may not be Q-Gorenstein, that is, —m is not Cartier for any positive integer m.”; L. GIRALDO — A.F.
LoPez — R. MURN0Oz 2004, On the existence of Enriques-Fano threefolds of index greater than one, «Journal of
algebraic geometry» (1) 13, p. 143: “[...] when the surface section is an Enriques surface a complete classification
has not been archive yet.”; CHELTSOV 2004, cit., p. 608: “[...] the classification of Enriques-Fano threefolds with
arbitrary canonical singularities is far from being complete.”; Y. PROKHOROV 2007, On Fano-Enriques threefolds,
«Shornik: Mathematics» 198, p. 560: “Cheltsov [...] proved that any Fano-Enriques threefold (U, A) has only (Q-
Gorenstein) canonical singularities. Thus to complete the classification one has to consider the case of non-terminal
canonical singularities.”; A.L. KNUTSEN — A.F. LOPEZ — R. MuURNoz 2011, On the Extendability of Projective
Surfaces and a Genus Bound for Enriques-Fano Threefolds, «Journal of Differential Geometry» 88, p. 483: “[...]
smooth Fano threefolds have been classified, while, in the singular case, a classification, or at least a search for
the numerical invariants, is still underway”.

% G. FANO 1944, Osservazioni varie sulle superficie regolari di genere zero e bigenere uno, «Revista MFT» 4,
pp. 69-79.
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interseca la superficie F© in curve sghembe di ordine 4. Fano denota con A il sistema delle
quadriche congiungenti le coppie di curve omologhe sotto 1’involuzione precedentemente
introdotta, che é strettamente correlato alla Fano-Enriques threefold in questione. Si concentra
poi sulle F3 riducibili: queste superfici ‘si spezzano’ in una faccia del tetraedro fondamentale e
un cono quadrico uscente dal vertice opposto o, in alternativa, in due facce di tale tetraedro e in
un piano passante per lo spigolo opposto all’intersezione degli altri due. Indicando con |L] il
sistema lineare di tutte le quadriche circoscritte al tetraedro fondamentale, Fano osserva che le
quadriche di A contenute in |L| appartengono, a loro volta, a F3 riducibili. Ma questo significa
che A, visto come sistema di dimensione 3 di quadriche, & una varieta tridimensionale di ordine
10, cioé una V3% < IP®. Questa costruzione, del tutto differente rispetto alla memoria del 1938,
permette a Fano di concludere che la generica sezione iperpiana della Fano-Enriques threefold
considerata, formata da quattro piani e tre quadriche, ¢ 'immagine del sistema bidimensionale
di superfici in comune a A e |L|. Questo risultato rappresenta I’elemento di novita piu
significativo del lavoro del 1944 che si conclude con due risultati riguardanti le superfici di
Enriques di ordine 6: esistono 56 piani che intersecano F° in coppie di cubiche e la generica
superficie F® contiene 20 cubiche piane a due a due aggiunte. Oltre a riscuotere,
sorprendentemente per certi versi, un maggior successo rispetto alla memoria del 1938 (come
testimoniato dalla sua presenza all’interno delle collezioni personali di opuscoli anche di
matematici estranei all’ambiente torinese, come Severi e Conforto), lo scritto Osservazioni
varie sulle superficie regolari di genere zero e bigenere uno attesta come Fano non interrompa
la sua attivita di ricerca dopo il ricollocamento in Svizzera.

Accanto a questa pubblicazione, la conferenza Les transformations de contact birationelles
dans le plan, tenuta da Fano al Cercle Mathématique di Losanna il 10 febbraio 1942, appare
rilevante in relazione ai suoi ultimi interessi di ricerca sulle varieta tridimensionali.3’ Le minute
manoscritte di questa comunicazione testimoniano il permanere di un interesse per il concetto
chiave di applicazione birazionale di cui Fano ha fatto ampiamente uso nella memoria del 1938.
L’elemento piu significativo pero consiste nel fatto che le trasformazioni birazionali di contatto
del piano hanno uno stretto legame con le threefolds: modernamente, chiamando IPQ;Z il
proiettivizzato del fibrato cotangente di P2, una tale trasformazione & un automorfismo
birazionale a di PQg. tale che p-a =b - p, dove p: PQL. — P? ¢ la proiezione naturale e
b € Bir(P?). PQg. risulta essere una varieta tridimensionale in quanto & la proiettivizzazione
di un fibrato vettoriale di rango due su IP2. p & quindi una mappa tra una threefold e P2, Di
conseguenza, una trasformazione di contatto birazionale del piano € un particolare
automorfismo di tale threefold.

3.6. La memoria del 1938 all’interno del patrimonio della Scuola italiana

Il lavoro Sulle varieta algebriche..., che si colloca nella fase della maturita scientifica di
Fano, € emblematico di come la produzione matematica sia estremamente situata, non solo a
livello temporale e geografico ma anche in termini di contesto sociale e patrimonio culturale.
Fano é pienamente consapevole di appartenere, e lo dichiara orgogliosamente in piu occasioni,
alla Scuola italiana di geometria algebrica. Dagli anni Trenta ha ormai fatto propri i tratti

37 BSMT, FFa, Scritti. 3, cc. 1-6. Per un approfondimento su tale conferenza, cfr. il CAPITOLO 4.

64



metodologici ed estetici tipici della tradizione italiana, rielaborandoli anche in maniera —
almeno in parte — originale: Fano perviene cosi ad una precisa posizione epistemologica e
metodologica, al cui interno gli aspetti che ritiene piu caratteristici della geometria algebrica
italiana sono estremizzati. La memoria del 1938, racchiudendo un insieme davvero notevole di
elementi tipici dell’approccio della Scuola alla ricerca, si presenta come 1’apoteosi di quello
“stile geometrico italiano” cui i membri di questa comunita fanno spesso riferimento.

In primo luogo, Fano tenta di estendere alle varieta di dimensione superiore i metodi classici,
che si erano dimostrati efficaci per curve e superfici. Un approccio, questo, che affonda le radici
in quel procedere per analogia tipico della Scuola e che Fano, nel tentativo di illustrarlo agli
studenti di Aberystwyth, descrive in questi termini:

Potrei dire che, nello studio della geometria su una varieta algebrica, il concetto fondamentale di
quello che possiamo chiamare il metodo geometrico italiano consiste nello studio un (semplice)
sistema lineare di M,_; su M, riducendolo alle sezioni iperpiane di una nuova M. Si tratta
necessariamente di un metodo n-dimensionale. In particolare: per le serie lineari di gruppi di punti
Su una curva, una nuova curva sulla quale i gruppi sono determinati da iperpiani, ecc.®

Tale metodo si basa sulla corrispondenza tra i sistemi di curve e le sezioni iperpiane di una
certa superficie: attraverso il sistema di curve piane di genere p é infatti possibile studiare in
modo adeguato le superfici aventi sezioni iperpiane del medesimo genere. Come emerge dalla
memoria del 1938, Fano cerca di applicare questo tipo di ragionamento anche alle varieta
tridimensionali: analizza le superfici F,”P~> c PP~! ottenute come sezioni iperpiane delle

threefolds di partenza W327”‘2 c PP per ricavare alcune proprieta di queste varieta
tridimensionali. Per studiare, a loro volta, tali superfici Fano volge 1’attenzione verso i sistemi
di curve C,fp'z c PP~2 su di esse, sezioni iperpiane delle superfici di Enriques Fzzp"z. Questo
continuo passaggio tra threefolds, superfici e curve non si rivela pero cosi efficace: senza le
dovute cautele, c’¢ il rischio concreto di ‘perdere’ alcune informazioni rilevanti sulle varieta
considerate, e Fano incorre in questo inconveniente in alcune parti del lavoro del 1938, ad
esempio quando analizza le due possibilita per le superfici-sezioni di una Fano-Enriques
threefold che passano per le coppie di punti di un’involuzione di ordine 2. Qui Fano arriva ad
escludere entrambi i casi analizzando il sistema delle superfici-sezioni iperpiane di mzp‘z ei
sistemi di curve su di esse.*

Fano spesso si avvale di quell’insieme di capacita e attitudini cui i geometri italiani si
riferivano con ’appellativo di ‘intuizione geometrica’ che riveste un ruolo chiave in due fasi
dell’attivita matematica: quella iniziale, di scoperta, e quella finale, di sintesi:

38 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 63r: “I may say that, in studying geometry on an algebraic manifold, it is the
fundamental concept of what we may call the Italian geometrical method, to study a (simple) linear system of
M;._, on M, by reducing it to the hyperplanar sections of a new M. It involves necessarily more-dimensional
method. Particularly: for linear series of groups of points on a curve, a new curve, on which the groups are
determined by hyperplanes, etc.”.

3% FANO 1938b, cit., pp. 60-62. Emblematico in quest’ottica ¢ il ragionamento condotto per escludere la prima
possibilita: “Si consideri [...] sopra una F generica una delle co coppie di I,, e una generica & fra le sezioni
iperpiane della stessa F passanti per tale coppia. Sopra tale F le superficie @, appartenenti alla I,, segnano il
sistema totale delle curve aggiunte alle sezioni iperpiane, e pertanto quella coppia imporrebbe a un gruppo
canonico della curva § un’unica condizione, il che non ¢ possibile”.
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Coll’intuizione si scopre; colla logica si decompone il nuovo trovato nei singoli elementi, anelli
di una catena per ripassarli al lume della critica; coll’intuizione di nuovo si sintetizza: appunto
come I’organismo vivente ¢ la sintesi delle sue cellule e quello e queste sono ricchi di interesse;
ma la conoscenza anche minuta delle cellule non basta a far conoscere ’individuo.*°

Il ricorso all’intuizione permette a Fano di dare fondamento ad alcune affermazioni che non
giustifica ulteriormente, accompagnandole da espressioni linguistiche tipiche della prosa della
Scuola come “manifestatamente”, “evidentemente”.*! E quello che accade quando analizza la
proiezione della Fano-Enriques threefold di partenza dai suoi punti singolari per escludere i casi
p = 11,12. In piu parti della Memoria, Fano adotta procedimenti da lui stesso considerati
‘empirici’ o sperimentali, basati sullo studio dettagliato di casi particolari e sulla successiva
generalizzazione. All’interno di quello che Fano stesso definisce un “laboratorio intellettuale”,
il matematico pud condurre alcuni esperimenti mentali che lo guidano nella costruzione di
nuova conoscenza matematica.*? Un esempio di cio & costituito dal tentativo di mostrare che
valgono contemporaneamente le disuguaglianze p = 9 e p < 9 per giungere allo studio della
Fano-Enriques threefold che si ottiene per p = 9. Questo tentativo € infatti portato avanti
attraverso ragionamenti di natura proiettiva basati esclusivamente sullo studio di configurazioni
particolari. Come parecchi altri lavori a stampa di Fano, quello del 1938 é caratterizzato da un
approccio prevalentemente sintetico, basato su strumenti proiettivi iper-classici: ad esempio,
per giungere allo studio della Fano-Enriques threefold relativa a p = 13, considera I’ordine
della varieta ottenuta come proiezione di W:fp_z da quattro punti quadrupli non congiunti a due
adue, concludendo che deve necessariamente essere p > 11.%3 La predilezione per gli strumenti
sintetici é testimoniata sia dalla quasi totale mancanza di equazioni e conti espliciti sia dalla
particolare concezione degli enti geometrici introdotti. Fano infatti conferisce a punti, rette e
piani di uno spazio n —dimensionale lo status di vere entita geometriche e non quello di meri
attributi di entita analitiche, come ben emerge dalla suddivisione degli otto piani di M327"_6 in
due quaterne legate da particolari condizioni geometriche ‘concrete’ con I’obiettivo di escludere

i casip = 8,10.

3.7. Tratti collettivi vs tratti individuali

La memoria Sulle varieta algebriche... ¢ anche emblematica di un tipo di prosa molto
particolare. | geometri italiani si consideravano ‘esploratori di un nuovo territorio’, una ‘foresta

40 G. FANO 19244, Intenti, carattere, valore formativo della matematica. Conferenza tenuta alla scuola di guerra
il 15 marzo 1924, «Alere Flammam» 2, p. 27.

4 Cfr. FANO 1938b, cit., p. 54: “tale spazio contiene evidentemente tutti i piani dell’altra quaderna, € per
conseguenza anche il piano ulteriore della prima quaderna”; o ancora ivi, p. 62: “ed ¢ allora manifestatamente
impossibile che 3 qualunque fra esse contengano tutti i vertici”.

42 Cfr. FANO 1923a, cit., p. 16: “But even in mathematics there is what we may call an experimental part, and it
generally consists in the attentive examination, in the detailed analysis, of some special examples. A new theory
cannot be started unless some particular case has been profoundly and accurately investigated previously. This is
mathematician’s «experiment», and it frequently yields the clue to the new theory. [...] In our mind itself, in our
«intellectual laboratory» experiments may be carried out”.

4311 ragionamento qui portato avanti da Fano non ¢ del tutto preciso: afferma infatti che dai 4 punti singolari da
lui considerati in precedenza la W,*?~ si proietta in una varieta di P?~* di ordine < 2p — 2 — 15 = 2p — 17, per

cuideveesserep —4 < (2p —17) +3 —1cioép = 11.
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oscura’ in cui erano in grado di orientarsi solo grazie alla flebile ‘fiammella’ dell’intuizione.**
Di conseguenza, erano soliti presentare i loro risultati in una prosa tipica del loro ‘essere in
divenire’.

Oltre a costituire uno specimen del modo di fare geometria e di presentare i risultati da parte
dei geometri italiani, questo lavoro consente di mettere in luce anche alcuni tratti peculiari
dell’approccio personale di Fano alla ricerca avanzata. Bisogna tener conto che Fano é — da
sempre — il pit ‘geometrico’ degli allievi di Segre, al punto che gia nel 1893 il maestro gli aveva
suggerito di trascorrere un periodo di studio a Gottinga, nella speranza che alla Scuola di Klein
questa sua inclinazione sarebbe stata, se non corretta, almeno attenuata:

[Fano] e dotato di molta memoria ed ha un ingegno vivace. Ma le sue tendenze sono
essenzialmente geometriche, per la pura geometria. E quantunque io I’abbia eccitato
ripetutamente a coltivare anche 1’analisi, e nei miei corsi gli abbia fatto vedere non solo i metodi
sintetici ma anche quelli analitici, egli finora ¢ rimasto troppo esclusivamente geometra. o I’ho
incoraggiato molto a recarsi a Gottinga, alla Sua scuola, perché spero che Ella riesca ad allargare
molto la cerchia delle sue idee e dei suoi studi. Forse, date le attitudini spiccatissime che egli ha
per la geometria, non sara il caso di farlo passare alla pura analisi, a quell’analisi che si fa uno
scrupolo di evitare sussidi geometrici; ma invece credo che si possa rinforzarlo di molto come
geometra se si riesce a fargli acquistare pienamente gli strumenti analitici, € che anche nell’analisi
gli si possan far produrre cose utili basate sulle sue cognizioni e tendenze geometriche. Insomma
io affido a Lei il mio discepolo con la speranza che sotto un tale Maestro egli si spinga molto piu
in la di quel che non abbia ancor fatto sotto di me.*®

La prosa di Fano era sempre stata nebulosa (venendo talvolta criticata dai suoi stessi
colleghi!), come testimoniato dalle parole che Enriques rivolge a Castelnuovo nel 1897 quando
quest’ultimo suggerisce a Fano di apportare alcune modifiche al lavoro sui gruppi continui di
trasformazioni cremoniane che i due stanno redigendo:

Mi spiace che tu abbia trovata non chiara la redazione del lavoro [...], ma per dir la verita avrei
preferito che tu non spingessi il Fano a introdurre egli stesso delle modificazioni. Non hai idea
cosa mi ha fatto impazzare colla sua sofisticheria per questioni di parole, colla sua smania di
imbrogliare tutto con gli incisi, periodi uno dentro 1’altro, ecc.*®

Nei lavori classici sulle varieta tridimensionali questo tratto caratteristico della scrittura di
Fano raggiunge probabilmente il culmine. Ma & doveroso osservare che Fano non ¢ 1’unico
geometra italiano che negli anni Trenta ‘ragiona e scrive’ in questo modo: basti pensare a gran
parte della produzione contemporanea di Severi e dei suoi allievi.*’ Se, da un lato, si potrebbe
far riferimento ad una sorta di autoreferenzialita che interessa la Scuola italiana di geometria
algebrica in questo periodo, dall’altro ¢ doveroso sottolineare 1’esistenza di una sorta di gergo,
un ‘lessico familiare’ costruito e condiviso dai membri della Scuola. Gia nel 1896 il giovane
Fano, allora venticinquenne, si confidava a Castelnuovo in questi termini:

4 CASTELNUOVO 1929, cit., p. 201: “Ma rinunziare all’intuizione geometrica, la sola che abbia permesso sinora di
orientarsi in questo territorio intricato, vorrebbe dire spegnere la tenue fiammella che puo guidarci nell’oscura
foresta”.

4 C. Segre a F. Klein, Torino 4.10.1893, in LUCIANO — ROERO 2012, cit., pp. 164-165.
46 F, Enriques a G. Castelnuovo, [s.l.] 20.5.1897, edita in BOTTAZzINI— CONTE — GARIO (eds.) 1996, cit., p. 335.
47 CILIBERTO — DEL SALLENT 2018, cit., pp. 15-16.
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Non mi fa meraviglia che abbiano notata qualche lacuna nelle dimostrazioni; ma spero che
avranno avuto abbastanza spirito per capire che molte volte a metter tutto si sarebbe sicuri di non
esser letti affatto; e che cio tanto piu &€ ammissibile in una serie di lavori consecutivi, ciascuno dei
quali non puo avere di per sé forma definitiva.*

Tracce della condivisione, all’interno della Scuola, di questo ‘stile’ espositivo sono presenti
fin da fine Ottocento. Basti pensare che Enriques, dopo aver ricevuto 1’ultima versione del
lavoro in comune con Fano, scrive:

[...] per la parte che ho letto sono assai contento. Egli ha introdotto qualche schiarimento: pochi
a dir vero, maio non so come si possa rendere piu chiara la redazione nelle sue linee fondamentali,
e la trovo a dir vero assai lucida per quanto lo consente I’argomento un po’ intricato.*

All’interno di questo linguaggio comune, molti contenuti erano ridotti all’osso o lasciati
sottointesi, a causa dell’ampio patrimonio di cultura geometrica trasmesso oralmente dai
maestri agli allievi e condiviso tra i membri.

3.8. Le radici degli studi sulle Fano-Enriques threefolds

Fano é stato il primo ad affrontare uno studio sistematico delle Fano-Enriques threefolds. Il
suo contributo, tuttavia, va collocato in un contesto preciso, quello della tradizione geometrica
italiana. Al di la dei rilievi inerenti allo stile, questa tesi & corroborata da altre due
considerazioni: la prima relativa alle radici culturali e alle fonti di Fano, cioé la letteratura
utilizzata per costruire la memoria del 1938; la seconda riguarda invece la sua collocazione
all’interno del programma di ricerca complessivo della Scuola italiana e le ragioni che lo
spinsero a intraprendere tale studio in questo particolare snodo storico.
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Fig. 3.1. Citational network dei lavori di Fano sulle Fano-Enriques threefolds.

Dal punto di vista della selezione della letteratura, in tutta la memoria Sulle varieta
algebriche a tre dimensioni... le citazioni esplicite, sia nelle note a pié di pagina che nel testo,

48 G. Fano a G. Castelnuovo, Colognola ai Colli 22.10.1896, in GARIO (ed.) 2010, cit.

4 F. Enriques a G. Castelnuovo, Bologna 24.5.1897, edita in BOTTAZZzINI — CONTE — GARIO (eds.) 1996, cit., p.
336.
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sono pochissime e I’analisi del citational network restituisce chiaramente un fenomeno di
‘endogamia culturale’ (Fig. 3.1). Questo significa che, nella maggior parte dei casi, compaiono
riferimenti a pubblicazioni dei geometri italiani. Innanzitutto, vi sono i due lavori di Enriques:
Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche (1896) e Sopra le superficie
algebriche di bigenere uno (1906).%° Nel primo, Enriques aveva fornito il primo esempio di
superficie algebrica non razionale a generi nulli: si tratta della normalizzazione di una superficie
non-normale di P® del sesto ordine che passa con molteplicita due per gli spigoli di un tetraedro
e che, in questo caso, risulta liscia. Nel secondo, aveva caratterizzato tale superficie attraverso
gli invarianti numerici p, = P; = 0,P, = 1 e dimostrato che ogni superficie di Enriques €
birazionalmente isomorfa al ricoprimento doppio di IP? con curva di diramazione di grado otto.
Accanto a questi testi, Fano fece riferimento ai lavori dei suoi ‘amati maestri’ Segre e
Castelnuovo su alcuni invarianti numerici,*! e sulle congruenze del terz’ordine.>? Al terzo posto,
i capolavori della Scuola italiana di geometria, che I’avevano portata ad una Fuhrende Stellung
a livello internazionale: ancora Enriques e Castelnuovo sulla teoria delle superfici, gli scritti di
Fano sulle congruenze di rette, quelli di Severi sulle varieta algebriche (1906), e persino una
vecchia pubblicazione di Pasquale Del Pezzo (1884-87) sulle superfici di ordine n.% A livello
internazionale, invece, Fano cita solo due nomi: S. Junski per un articolo sui complessi cubici
I' (1913) e Godeaux per tre suoi lavori giovanili (1926, 1930, 1933).>* Chiaramente, la selezione
della letteratura fatta da Fano — che era un matematico decisamente colto — & piuttosto insolita:
quasi interamente italiana e composta da tutti lavori pubblicati tra la fine del XIX e il primo
decennio del XX secolo, con I’'unica eccezione di quelli di Godeaux che da soli rappresentano
il 25% delle citazioni di Fano. Ma anche dietro a questa eccezione ¢’¢ una ragione ben precisa:
Godeaux, infatti, si puod considerare a tutti gli effetti un membro della Scuola italiana. Dopo
essersi laureato in Matematica all’Universita di Liege (1911), trascorre il biennio 1912-1914 a
Bologna, perfezionandosi in geometria algebrica sotto la guida di Enriques.>® A partire da

50 F. ENRIQUES 1896, Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche, «Mem. Soc. it.» (3) 10, pp. 1-
81; ID. 1906, Sopra le superficie algebriche di bigenere uno, «<Mem. Soc. it.» (3) 14, pp. 327-352.

5 In particolare, quando Fano si approccia alla questione, era gia noto che per la generica superficie di Enriques
priva di curve eccezionali I’invariante di Castelnuovo-Enriques w € uguale a 1, I’invariante di Zeuthen-Segre I &
pari a 8 e il numero base di Severi p vale 10.

52 C. SEGRE 1888, Sulle varieta cubiche dello spazio a quattro dimensioni e su certi sistemi di rette e certe
superficie dello spazio ordinario, «Mem. R. Acc. Sci. Torino» (2) 38, pp. 1-48; ID. 1891, Sulle varieta che
rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi, «Rend. Circ. Mat. Palermo» 5, pp. 192-204; ID. 1892, Intorno
alla storia del principio di corrispondenza e dei sistemi di curve, «Bibl. Math.» 6, pp. 33-47; G. CASTELNUOVO
1888, Sopra una congruenza del 3° ordine e 62 classe dello spazio ordinario e sulle sue projezioni nello spazio
ordinario, «Atti R. Ist. Veneto» (6) 5, pp. 1249-1281.

53 p. DEL PEZZzO 1887, Sulle superficie del n™ ordine immerse nello spazio di n dimensioni, «Rend. Circ. Mat.
Palermo» 1, pp. 241-271; F. SEVERI 1906, Osservazioni varie di geometria sopra una superficie algebrica e sopra
una varieta, «Atti R. Ist. Veneto» 65, pp. 625-643.

5 S, JUNisk1 1913, Ein Beitrag zur Theorie des F2-Biischels und F2-Biindels mit gemeinsamem Polartetraeder,
«Sitz. Wien Ak. Wiss.» 122, pp. 1659-1681; L. GODEAUX 1926b, Recherches sur les surfaces algébriques de
genres zéro et de bigenre un. 1, «Bull. Ac. Belgique» (5) 12, pp. 892-904; ID. 1930, cit.; ID. 1933, cit.

% J. GobEAUX 1975, Lucien Godeaux, «Gazette des Mathématiciens» 4, pp. 102-103; B. SEGRE 1975, Lucien
Godeaux, «Boll. UMI» (4) 11, pp. 639-644; J. GODEAUX — P. GODEAUX 1995, Lucien Godeaux (1887-1975). Sa
vie—Son ouvre, «Bull. Soc. Liege» 64, p. 7; F. BUEKENHOUT 2016, Godeaux de Liége. Mathématicien de génie,
Bruxelles, Académie Royale de Belgique, pp. 13-15.
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questo periodo, si concentra su uno dei temi cari a Enriques — lo studio delle superfici di tipo
generale, in base alle proprieta dei rispettivi modelli canonici o pluricanonici — e nel 1926
dedica all’argomento una consistente serie di tre lavori (Recherches sur les surfaces
algébriques de genres zéro et de bigenre un).>® A partire dagli anni Trenta, Godeaux si avvicina
allo studio delle Fano-Enriques threefolds, prima studiando un caso particolare della
W4 c P2, che si ottiene dalla relazione proiettiva tra gli iperpiani di P® e le superfici F
passanti per gli spigoli del tetraedro di riferimento,® poi giungendo al teorema che costituisce
il punto di partenza della memoria di Fano del 1938.

Per quanto riguarda I’influenza delle ricerche di Godeaux, I’analisi del patrimonio librario
di Fano si é rivelata particolarmente utile. Grazie allo studio di tale collezione, possiamo
definire esattamente quali fonti Fano aveva a disposizione nel 1938, e quali erano le sue letture
prima di lasciare 1’ltalia, quando fu costretto a separarsi dalla sua biblioteca e dalla sua
miscellanea. La copia del lavoro del 1926, ampiamente annotata da Fano, mostra la stretta
connessione tra i contributi di Godeaux sulle superfici di Enriques e le ricerche di Fano sulle
Fano-Enriques threefolds. Altamente significativo é il fatto che nelle note scritte a latere da
Fano compaiono anche dei riferimenti a varieta tridimensionali, nonostante il lavoro di
Godeaux sia incentrato esclusivamente sulle superfici e non contenga alcun riferimento a
varieta di dimensione superiore.®

La scelta dell'argomento della memoria di Fano 1938 & altrettanto indicativa del
posizionamento del suo autore all’interno di un gruppo di lavoro, una Scuola matematica, che
condivide un programma di ricerca ben definito, accanto ad uno stile peculiare di indagine
geometrica. L’agenda di ricerca, definita da Cremona attorno al 1860, poi estesa da Segre,
Castelnuovo, Enriques e Severi tra la fine del X1X e I’inizio del XX secolo, risulta caratterizzata
da alcuni tratti distintivi che possono essere sintetizzati nei seguenti termini: approccio
trasformazionale, segnato da un ampio uso delle cosiddette trasformazioni cremoniane (mappe
birazionali); conoscenza approfondita della geometria proiettiva, con I’obiettivo di sfruttare le
sue proprieta per far luce sulle proprieta birazionali delle varieta algebriche; geometrizzazione
del linguaggio algebrico; interpretazione degli elementi di uno spazio lineare n-dimensionale
come enti geometrici.®® All’interno di questo quadro epistemologico, partendo dalla
sistematizzazione della geometria su curva algebrica da parte di Segre intorno al 1890,
Castelnuovo, Enriques, Severi, Levi, Bagnera e De Franchis estendono il campo alle superfici,
giungendo alla loro completa classificazione mediante alcuni invarianti proiettivi nel 1914 e
gettando cosi le basi per gli ulteriori sviluppi di B. Segre, Comessatti e Conforto. In una seconda
fase, con Severi, Fano, Morin e Albanese e I’attenzione si sposta verso le varieta di dimensione

% . GoDEAUX 1926a, Recherches sur les surfaces algébriques de genres zéro et de bigenre un. I, «Bull. Ac.
Belgique» (5) 12, pp. 726-741; ID. 1926b, cit.; ID. 1927, Recherches sur les surfaces algébriques de genres zéro
et de bigenre un. 111, «Bull. Ac. Belgique» (5) 13, pp. 114-133.

57 GobEAUX 1930, cit., p. 922.

58 Cfr., ad esempio, BSMT, FFa, Miscellanea, estratto n. 286 I, p. 3, dove Fano scrive, accanto all’equazione della
superficie “anallagmantique” F del sest’ordine: “sistema oo® rappresentazione di V43°?”. Cfr. anche 286 I, 13:
“onde (7,3) particolare”; e estratto n. 286 11, p. 16: “le rette congiungenti le co? coppie di punti coniugati formano
una congruenza contenuta in un complesso lineare: certo le (3,3) riferibili a F° di S, di genere 1.

% Cfr. BRIGAGLIA — CILIBERTO 1998, cit., pp. 186-187 e 199; CONTE — GIACARDI 20186, cit., pp. 5-7.
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superiore, cercando di generalizzare metodi e risultati precedenti, ma trascurando 1’esigenza di
fornire basi piu solide alla geometria algebrica.

Alla luce di questo programma di ricerca collettivo e in accordo con alcune considerazioni
di carattere matematico,®® & possibile identificare almeno due ragioni che conducono Fano ad
occuparsi delle Fano-Enriques threefolds. In primo luogo, da alcuni decenni, era presente un
certo interesse da parte dei geometri italiani per le superfici K3, interesse anche legato
all’analisi dei sistemi lineari di queste superfici sulle Fano threefolds. L’esame di queste ultime
occupa Fano per oltre quarant’anni:®? rilevante ¢ il fatto che egli pervenga a una limitazione sul
loro grado soltanto un anno prima della stampa della memoria Sulle varieta algebriche a tre
dimensioni...%

In secondo luogo, questo tipo di indagine ¢ strettamente correlato all’attenzione dei geometri
italiani per i gruppi di automorfismi in geometria algebrica.®* In particolare, i gruppi di
automorfismi delle superficie K3 e delle superficie di Enriques sono discreti e triviali per la
generica K3. Sin dal 1906 Enriques aveva dimostrato che ogni superficie avente un gruppo di
automorfismi non finito e discreto &€ una superficie ellittica (di cui le superfici di Enriques
costituiscono un caso particolare) o di tipo K3.% Nello stesso anno, Fano aveva costruito il
primo esempio di superficie K3 non ellittica di questo tipo. Ma il risultato piu sorprendente,
strettamente correlato alle Fano-Enriques threefolds, riguarda i gruppi di automorfismi delle
superficie di Enriques. Mentre quello della generica superficie di questo tipo non é finito, nel
1910 Fano prova che tale gruppo diventa finito per alcuni elementi speciali della famiglia delle
superfici di Enriques.®® L’esempio qui fornito da Fano & un caso particolare di congruenza di
Reye. Tenendo presente che quest’ultima ¢ una particolare superficie di Enriques®’ immersa in

60 Cfr. COLLINO — CONTE — VERRA 2014, cit., p. 121.

61 Cfr., inter alia, F. ENRIQUES 1893, Ricerche di geometria sulle superficie algebriche, «Mem. R. Acc. Sci.
Torino» (2) 44, pp. 171-232; G. CASTELNUOVO 1895, Sulle superficie di genere zero, «Mem. Soc. it.» (3) 10, pp.
103-123; F. ENRIQUES 1909, Le superficie di genere uno, «Rend. R. Ac. Sci. Bologna» 13, pp. 25-28; F. SEVERI
1909, Le superficie algebriche con curva canonica d’ordine zero, «Atti R. Ist. Veneto» 68, pp. 249-260.

62 per dettagli relativi ai contributi sulle Fano threefolds cfr. il cAPITOLO 2 di questa tesi.
8 FaNO 1937, cit.

84 Cfr., inter alia, G. FANO 1897a, Un teorema sulle superficie algebriche con infinite trasformazioni proiettive in
sé, «Rend. Circ. Mat. Palermo» 11, pp. 241-246; F. ENRIQUES 1906, Sopra le superficie algebriche di bigenere
uno, «Mem. Soc. it.» (3) 14, pp. 327-352; G. FANO 1906, Sopra alcune superficie del 1V ordine rappresentabili
sul piano doppio, «Rend. R. Ist. Lomb.» (2) 39, pp. 1071-1086; F. SEVERI 1910, Complementi alla teoria della
base per la totalita delle curve di una superficie algebrica, «Rend. Circ. Mat. Palermo» 30, pp. 265-288; G. FANO
1920b, Superficie del 4° ordine con gruppi infiniti discontinui di trasformazioni birazionali, «<Rend. ANL» (5) 29,
pp. 408-415, 485-491, 113-118, 175-182, 231-236. A proposito delle ricerche di Fano in questo settore, cfr. la
lettera di F. Enriques a G. Castelnuovo, Bologna 20.1.1895, edita in BOTTAZZzINI — CONTE — GARIO (eds.) 1996,
cit., p. 166.

5 ENRIQUES 1906, cit.
6 FANO 19104, cit.

67 Tale superficie S possiede un fascio ellittico invariante sotto I’azione di Aut S e contiene una speciale
configurazione F di curve razionali, che € a sua volta invariante per automorfismi di S. L’esistenza di tale F implica
la finitezza del gruppo Aut S.
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Gr(1,3), la sua immersione di Plucker costituisce un esempio del modello di Fano di una
superficie di Enriques.®

3.9. L’eredita delle ricerche sulle Fano-Enriques threefolds: dalla ricezione
immediata alla riscoperta

Analizzando I’influenza di questa linea di ricerca di Fano, quello che emerge € un contrasto,
almeno apparente, tra la sua riscoperta e rilettura a partire dagli anni Ottanta nel contesto della
geometria algebrica moderna, e la sua limitatissima ricezione e diffusione all’epoca con le
uniche eccezioni di Godeaux, naturalmente, e della Scuola di geometria inglese di Cambridge
consolidatasi, almeno inizialmente, nel culto della tradizione italiana.

Curioso é il fatto che Godeaux, che negli anni Trenta lavora sulle Fano-Enriques threefold
con gli stessi metodi e lo stesso linguaggio di Fano, torna poi su queste tematiche di ricerca
anche nell’ultima parte della sua carriera — a dieci anni di distanza dalla morte di Fano —
riprendendo lo studio di queste varieta alla luce delle loro trasformazioni involutorie. Con
’obiettivo di estendere un risultato di Enriques®® alle varieta algebriche tridimensionali,
Godeaux dimostra che una threefold, che non sia un cono, le cui sezioni iperpiane sono
superficie di genere zero e bigenere uno ¢ 1’immagine di una involuzione del secondo ordine
avente otto punti uniti e appartenente a una varieta tridimensionale le cui sezioni iperpiane sono
superficie di generi uno (p, = P, = 1).7° Nello stesso anno, trova un esempio di varieta W3*°
le cui equazioni sono particolarmente semplici, mostrando inoltre che i punti multipli di tale
threefold sono birazionalmente equivalenti a delle superficie razionali ed essa stessa risulta
essere razionale,”* come gia affermato Fano nel 1938. Ancora, proseguendo nel solco degli
studi di Fano cui si rifa apertamente in vari passaggi,’ in uno dei suoi ultimi lavori Godeaux
arriva a costruire un nuovo esempio di Fano-Enriques threefold per p = 9 che si puo ottenere
come sezione di una varieta a 5 dimensioni di ordine 16 dello spazio proiettivo P° o,

8 Cfr. I. DOGLACHEV 2016, A brief introduction of Enriques surfaces, in F. OSAMU, K. SHIGEYUKI, M. ATSUSHI,
S. MAsSA-HIKO, Y. KOTA (eds.), Development of Moduli Theory - Kyoto 2013, Tokyo, Mathematical Society of
Japan, p. 28. Doglachev analizza questo esempio in ottica moderna, non nascondendo le difficolta incontrate nella
lettura degli scritti di Fano su questo tema: “When the root invariant of an Enriques surface becomes large, the
automorphism group may become a finite group. The first example of an Enriques surface with a finite
automorphism group isomorphic to S, [cioé il gruppo delle permutazioni di ordine 4!] belongs to G. Fano.
However, I failed to understand Fano’s proof”.

%9 Nel 1908 Enriques aveva dimostrato che una superficie di genere zero e bigenere uno ¢ 1’immagine di una
involuzione del secondo ordine, priva di punti uniti, appartenente a una superficie di genere uno

0 Cfr. L. GODEAUX 1962b, Sur les variétés algébriques a trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des
surfaces de bigenre un, «Bull. Ac. Belgique» 48, p. 1252.

L Cfr. L. GODEAUX 1962a, Une variété algébrique a trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des
surfaces de bigenre un, «Bull. Soc. Liége» 31, pp. 755-756.

2 Cfr., ad esempio, GODEAUX 19624, cit., p. 751: “G. Fano a repris plus tard la méme question et aprés avoir
confirmé nos résultats, a déterminé toutes les variétés possédant la propriété indiquée.”; 0 anche GODEAUX 1962b,
cit., p. 1253: “Fano a démontré que la variété V n’existe que pour & = 4, 6, 7,9, 13 [leggasi p al posto di 7] et que
pour m = 6, la variété posséde huit points quadruples coniques isolés, le cne tangent en un point étant la
projection de ce point d’une surface de Veronese.”.
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equivalentemente, come immagine di una involuzione del secondo ordine generata da
un’omografia armonica biassiale sull’intersezione di due iperquadriche di IP5.”3

Passando alla Scuola inglese, non & un caso che Roth colga I’eredita degli studi di Fano
anche per quanto riguarda le Fano-Enriques threefolds. L’influenza della sua esperienza di
formazione in Italia é tutt’altro che marginale: dagli anni Trenta in poi, gli scritti di Roth
contengono un ampio insieme di costruzioni geometriche ‘concrete’ delle varieta algebriche e
sono strettamente legati ai problemi di unirazionalita e birazionalita delle threefolds, oggetto
anche di una conferenza da lui tenuta a Torino nel 1950. A distanza di cinque anni sara dato
alle stampe il primo trattato organico sulle varieta algebriche tridimensionali al cui interno un
capitolo ¢ dedicato all’esposizione sistematica dei risultati di Fano sulle Fano-Enriques
threefolds. Qui appare anche la dimostrazione dell’unirazionalita di W citata in precedenza:
Roth, pur adottando un approccio prettamente sintetico, la linea con gli standard italiani, riesce
a correggere alcune delle affermazioni di Fano sfruttando alcuni strumenti algebrici come, ad
esempio, la nozione di divisore.

In realta, questa ‘fedelta’ di Godeaux e, seppur in minor misura, di Roth alla via classica di
ricerca italiana appare alquanto singolare dato che un approccio differente si era
progressivamente affermato a partire dagli anni Trenta, il cui ambizioso programma puo essere
sintetizzato nel motto: “To plant the harpoon of topology in the whale body of algebraic
geometry”.’

Per assistere a una riscoperta delle ricerche sulle Fano-Enriques threefolds bisognera
aspettare gli anni Ottanta e, con una singolare coincidenza, tale rilettura critica avverra ancora
nel contesto torinese. Infatti, oltre a colmare le lacune delle dimostrazioni e alcune affermazioni
errate”™ di Fano, Conte e Murre hanno sottolineato per la prima volta che le Fano-Enriques
threefold sono varieta non lisce, con singolarita isolate, aspetto che non sembra aver ‘intimorito’
Fano e Godeaux.’® Successivamente & emerso che tali varieta sono singolari e non-Gorenstein
per definizione.”

Negli anni Novanta, Sano e Bayle hanno fornito quello che fino ad una decina di anni fa era
ritenuto un elenco completo delle Fano-Enriques threefolds. Senza entrare nei dettagli del
lavoro di Bayle, e sufficiente sottolineare che il punto di partenza ¢ dato dall’esistenza di un

ricoprimento étale doppio per ogni Fano-Enriques threefold I/I/:,)Z’“‘2

3 Cfr. L. GODEAUX 1970, Une variété algébrique a trois dimensions a sections hyperplanes de bigenre un, «Bull.
Soc. Liége» 39, p. 439.

43, LEFSCHETZ 1968, A page of mathematical autobiography, «Bull. AMS» 74, p. 854.

> Uno dei difetti della memoria del 1938, corretto da Conte e Murre, consiste nell’affermare che una superficie
proiettiva S la cui generica sezione iperpiana € una curva immersa canonicamente & necessariamente di tipo K3, il
che & falso se S & singolare.

6 CONTE — MURRE 1985, cit., p. 44: “a fact which does not seem to have bothered Godeaux and Fano”.

Per la dimostrazione di questo risultato cfr. anche Conte 1996, p. 159: poiché le generiche sezioni iperpiane F di
una Fano-Enriques threefold W sono lisce, W ha al piu singolarita isolate. Per assurdo, se W fosse liscia, per la
formula di aggiunzione si avrebbe (K, + F) - F~Kp. Posto T = Ky, + F, da 2K~0 segue che 2T - F~0. Quindi,
per il criterio di equivalenza di Weil, si ha 2T~0 e T = 0 (equivalenza numerica) da cui —K,, = F. Di
conseguenza, —Ky, € ampio per il criterio di Nakai. Ma allora W & una Fano threefold, per cui Pic(W) non ha
torsione: dunque T~0 e Kr~0, contraddizione.

" CHELTSOV 2004, cit., p. 609.
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2p-2
mX — WP

definito da un divisore di Weil T in modo tale che X sia una varieta di Fano. Quando X €
liscia, W,*P~% & isomorfa al quoziente X /o, dove o & I’involuzione ottenuta dallo scambio degli

elementi di una fibra di 7. 1l problema della classificazione delle I/I/32’”"2 e cosi ridotto a quello
della classificazione delle varieta di Fano X che ammettono un’involuzione ¢ con otto punti
fissi. In virtu della classificazione delle Fano threefolds con B, > 2 di Mori e Mukai, si puo
concludere che esiste una Fano-Enriques threefold I/I/32’”"2 ~ X /o, con X liscia, se e solo se X
e una varieta di Fano di dimensione tre di uno dei seguenti tipi:

1) Pintersezione completa di tre divisori di bigrado (1,1) in P? x IP3 (caso p = 6);

2) un divisore liscio su P! x P! x P! x P! di quadrigrado (1,1,1,1) (caso p = 7);

3) il blow-up del cono su una quadrica Q c P3 avente come centro I’unione disgiunta del
vertice del cono e di una curva ellittica di Q (caso p = 8);

4) T’intersezione di due quadriche di P> (caso p = 9);

5) P! x S, dove S, € una superficie di Del Pezzo di grado 6 in IP® (caso p = 10);

6) P! x P! x P! (caso p = 13).

Tale classificazione, oltre a includere le Fano-Enriques threefolds che si ottengono per
p = 8,10, recupera tutti gli esempi di queste varieta noti fino a quel momento: di conseguenza,
e stato congetturato che tale lista fosse completa.

Qualche tempo dopo, I. Cheltsov ha dimostrato che le Fano-Enriques threefolds sono
razionali (1997) e che ogni varieta di questo tipo e la retrazione di un cono o ha singolarita
canoniche (1996).” In questo ultimo caso, analogamente a quanto accade per le Fano
threefolds, il genere delle curve sezioni & al massimo 47.7° Nei primi anni del XXI secolo &
stato dimostrato che non esistono Fano-Enriques threefold di indice maggiore di uno, attraverso
I’utilizzo di nuovi strumenti come le mappe gaussiane, I’indice di Clifford e il teorema di Zak.&
Inoltre, partendo dall’osservazione che il genere g di una Fano-Enriques threefold avente al piu
singolarita terminali € 2 < g < 10 0 g = 13, & stato messo in luce che il genere g di una
generica varieta tridimensionale Fano-Enriques & sempre < 17 e il suo grado & al pit 32.8! Nel
2011 A.L. Knutsen, A.F. Lopez e R. Mufioz hanno ottenuto in modo indipendente da
Prokhorov® la medesima limitazione su g, introducendo una nuova tecnica basata sulle mappe
gaussiane per analizzare se una superficie puo appartenere ad una threefold come divisore molto
ampio con un dato fibrato normale. Applicando questo metodo alle superfici di Enriques, hanno

8 |. CHELTSOV 1996, Three-dimensional algebraic varieties that have a divisor with a numerically trivial
canonical class, «Russian Mathematical Surveys» 51, pp. 140-141; ID 1997, On the rationality of non-Gorenstein
Q-Fano 3-folds with an integer Fano index, in Y. KAWAMATA, V.V. SHOKUROV (eds.), Birational algebraic
geometry, Providence, AMS, pp. 43-50.

1. CHELTSOV 1999, Boundedness of Fano 3-folds of integer index, «Mathematical Notes» 66, pp. 360-365.
8 GIRALDO — LoPEZ- MUR0OZz 2004, cit., Thm. 1.2 e Remark 3.13.
81 PROKHOROV 2007, cit., p. 559.

8 Cfr. KNUTSEN — LOPEZ— MuRoz 2011, cit., p. 486: “We remark that simultaneously and independently,
Prokhorov proved the same genus bound at the same time constructing an example of a genus 17 Enriques-Fano
threefold, thus showing that the bound g < 17 is optimal. His methods, relying on the MMP [Minimal Model
Program], are completely different from ours.”.
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trovato una nuova Fano-Enriques threefold di genere 9 la cui normalizzazione ha singolarita
canoniche ma non terminali e che non ammette Q-smoothings. Questa varieta non rientra in
quelle elencate da Bayle e Sano: la loro classificazione non & dunque completa..
Parallelamente, si & ottenuta una descrizione naturale di alcune famiglie di Fano-Enriques
threefolds a partire dalla classificazione delle varieta di Fano tridimensionali V con singolarita
canoniche di Gorenstein tali che la generica V abbia un’involuzione regolare che agisce
liberamente su una superficie liscia in |[—Ky | e il sistema lineare |—Ky | porti un morfismo che
non & un’immersione.

3.10. Una cartina tornasole dell’isolamento della Scuola italiana

Mentre la cronologia della Scuola italiana di geometria algebrica & ormai consolidata, la
ricostruzione dei fattori di declino, sia interni sia esterni, di questa comunita appare piu
controversa e frammentaria.®®> La memoria di Fano del 1938 e la questione della sua mancata
ricezione forniscono informazioni interessanti su quest’ultimo aspetto.

Sicuramente 1’eta avanzata di Fano e il difficile periodo storico, segnato dal secondo
conflitto mondiale, possono aver rivestito un ruolo, ma non bastano a giustificare la cosi scarsa
fortuna di questo lavoro.

Da un lato, invocare la politica dell’autarchia culturale promossa dal regime fascista, che ha
impedito ai matematici italiani di stare al passo con la produzione inglese e americana, sembra
inappropriato perche fino al 1936 non esistevano restrizioni all’ importazione di libri e periodici
dall’estero o alla circolazione degli individui. Fano si era recato nel Regno Unito nel 1923 e
negli Stati Uniti nel 1934, ma perde progressivamente i contatti con i loro gruppi emergenti di
geometria algebrica. Questo é evidente nel caso inglese. Fano mantiene contatti regolari solo
con i coniugi Young e con il gruppo di Cambridge (Baker, Roth, Todd, W.D. Hodge) che non
a caso fino al 1939 promuove un tipo di indagine geometrica in cui “quasi tutto era argomentato
a parole, il che era davvero una negazione della matematica”.®® Dall’altro lato, non si puo
prescindere dal clima di endogamia culturale cui erano sottoposti i matematici italiani (in
generale) e i geometri algebrici (in particolare), questi ultimi sotto la spinta di Severi che, fin
dal 1933, si esprimeva in questi termini:

L’Italia occupa oggi nel mondo uno dei primissimi posti, se non il primo in fatto di matematica.
Questo é dovungue riconosciuto dai matematici stranieri e come italiani e come fascisti dobbiamo

8 |vi, p. 485: “[...] we will show that the list of known Enriques-Fano threefolds is not complete (not even after
specialization), by finding a new Enriques-Fano threefold enjoying several peculiar properties.”. Cfr. anche prop.
1.4, p. 486 — “There exists an Enriques-Fano threefold X < P? of genus 9 such that neither X or its normalization
belong to the list of Fano-Conte-Murre-Bayle-Sano [...].” —e prop. 13.1, p. 514.

8 |, KARZHEMANOV 2011, On some Fano-Enriques threefolds, «Advances in Geometry» (1) 11, pp. 117-129,
Thm. 1.2.

8 Cfr. BRIGAGLIA — CILIBERTO 1998, cit., pp. 186-188 e 200-201; BRIGAGLIA 2001, cit., pp. 203-204; GIACARDI
2001, cit., pp. 144-146.

8 J. HoYLE 1997, Home is where the wind blows, Oxford, OUP, p. 89: “almost everything was argued in words,
which was really a negation of mathematics”.
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esserne legittimamente orgogliosi. La bilancia commerciale segna qui un fortissimo attivo:
esportiamo molte, ma molte piu idee di quante non ne importiamo.®’

Né si puo ridurre la questione ad una mera mancanza di un’adeguata conoscenza linguistica
0 matematica, come testimoniano i vari opuscoli firmati, ad esempio, da Lefschetz custoditi
all’interno della collezione personale di Fano. Ma sicuramente, adottando nuovamente una lente
di storia materiale, I’analisi del patrimonio di Fano rivela una certa mancanza dell’esigenza di
tenersi aggiornato sulla nuova letteratura internazionale in geometria algebrica. La presenza di
scritti di Lefschetz, De Rham, Cartan e molti altri, talvolta annotati, non basta a fugare la
sensazione di trovarsi di fronte ad una biblioteca antiquata, fortemente polarizzata verso il
passato e priva di quei testi® che nel 1938 erano letture di riferimento per qualsiasi geometra
algebrico attivo.

Molto probabilmente 1’esiguo successo del lavoro Sulle varieta algebriche a tre
dimensioni... € da ascriversi ad una combinazione di elementi, cui fa pero da denominatore
comune il fatto che I’attivita matematica ¢ legata a filo doppio al contesto, intendendo con
questo termine non soltanto 1’orizzonte temporale o geografico, ma anche il suo posizionamento
all’interno dello spazio sociale. Per i geometri italiani, anche a distanza di quarant’anni dal
celebre discorso programmatico di Castelnuovo, continua ad essere del tutto naturale volgere
I’attenzione verso la costruzione di ‘nuovo’ sapere matematico, introducendo altri oggetti
geometrici — come le Fano-Enriques threefolds — e dando all’interno delle loro pubblicazioni
una prospettiva ‘in corso d’opera’. Al di fuori della tradizione italiana, si assiste invece ad un
cambio di rotta, nella direzione di una rifondazione della geometria algebrica sulle piu solide
basi dell’algebra astratta e della topologia, un terreno ben lontano da quello classico del
patrimonio geometrico italiano. Occorre dunque guardare piu da vicino al tessuto culturale in
cui si sviluppano le ricerche di Fano sulle Fano-Enriques threefolds, dal 1933 (anno della
pubblicazione del teorema di Godeaux) al biennio 1937-1938. In questi anni, a livello locale, il
contesto torinese ¢ attraversato da due tendenze: uno spostamento di interesse verso 1’indirizzo
proiettivo-differenziale inaugurato da Fubini e una certa fatica a prendere le distanze dall’opera
del caposcuola, C. Segre, venuto a mancare nel 1924. | corsi di geometria superiore, con I’unica
eccezione di quello dell’a.a. 1935-36, riflettono queste due tendenze. Al ciclo di lezioni del
1934-35 dall’emblematico titolo L ‘opera geometrica di Corrado Segre e alcuni suoi ulteriori
sviluppi, si affiancano i corsi tenuti da Terracini dedicati alla geometria delle trasformazioni
birazionali delle curve e superficie algebriche (1933-34), alla geometria differenziale con
particolare riguardo all'indirizzo proiettivo (1936-37) e alla geometria della retta (1937-38).%

A livello italiano, la situazione non appare cosi diversa: i corsi di geometria superiore,
destinati anche all’avviamento alla ricerca dei giovani, ricoprono temi iper-classici della Scuola
italiana quali la geometria proiettiva degli iperspazi, la teoria delle corrispondenze algebriche,
la geometria delle curve e delle superfici, le serie e i sistemi di equivalenza sulle varieta. Le

87 SEVERI 1933 citato in LUCIANO 20224, cit., p. 18.

8 Cfr., ad esempio, S. LEFSCHETZ 1924, L Analysis situs et la Geométrie Algébrique, Paris, Gauthier-Villars; A.
WEIL 1935, Arithmétique et géométrie sur les variétés algébriques, ASI 206, pp. 1-16; O. ZARISKI 1935, Algebraic
surfaces, Berlin, Springer: W.-L. CHow- B.L. VAN DER WAERDEN 1937, Zur algebraische Geometrie. IX, «Math.
Ann.» 113, pp. 629-704.

8 e scansioni dei relativi quaderni di Terracini (nn. 12-16) sono disponibili in GIACARDI (ed.) 2013-23, cit., al
link https://www.corradosegre.unito.it/fondo_terracini_g.php.
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poche eccezioni sono rappresentate dai corsi sporadici sulle basi di topologia di M. Piazzolla-
Beloch a Ferrara (1930-31 e 1934-35) e De Franchis a Palermo (1931-32 e 1934-35) e dalle
lezioni tenute da B. Segre a Bologna su analysis situs, topologia combinatoria, corrispondenze
tra varieta e loro applicazioni alla geometria algebrica (1935-36).%°

La situazione italiana appare in netta contrapposizione con quanto accade
contemporaneamente negli Stati Uniti, come riportato da Achille Bassi che proprio nel 1937-
38 trascorre due semestri di perfezionamento all’Institute for Advanced Studied di Princeton,
polo universitario che “pud aspirare a sostituire ’antica Gottinga come importantissimo centro
matematico dei due continenti”.®* Qui il corpo docente vanta la presenza di Lefschetz e L.P.
Eisenhart ed ampio spazio ¢ destinato alla topologia. Questa, introdotta fin dal primo biennio®,
riveste un ruolo fondamentale all’interno della formazione dei futuri ricercatori che, dopo aver
conseguito una prima laurea, frequentano il Graduate College:

E interessante osservare che dei 25 corsi di perfezionamento [...] 5 [riguardano] degli argomenti
diversi di geometria differenziale e la teoria dei gruppi continui, e 5 degli argomenti di geometria
sintetica; di questi ultimi, 3 riguardano la topologia®®. Una tale suddivisione mostra [...] un’aperta
propensione ad insegnare cio in cui piu viva € la ricerca scientifica, ed una chiara comprensione
dei bisogni e del divenire della matematica moderna.®*

Impressionato dallo “spirito di grande eclettismo cui gli insegnamenti sono informati, e la
prontezza nel portare a contatto dello studente le ultime teorie scientifiche e lo spirito stesso
della ricerca”,®® al rientro Bassi si fa promotore del modello americano, senza pero riuscire a
rinnovare gli studi geometrici in Italia. La profonda diversita tra 1’indirizzo americano e quello
italiano emerge in modo ancor piu evidente da due congressi che, per una curiosa coincidenza,
si svolgono a distanza di pochi giorni nella primavera del 1937. Il primo, The New York
Conference on algebraic geometry (26-27 marzo 1937), ha come obiettivo dichiarato la
promozione delle applicazioni dei metodi dell’algebra moderna alla geometria algebrica. Tra i
principali interventi, volti a “riunire algebristi e geometri in una discussione informale”:%
Lefschetz sulle serie di potenze formali in geometria algebrica; O.F.G. Schilling su una
generalizzazione del teorema di Liroth alla luce della teoria di Galois; A. Weil sull’aritmetica

delle varieta algebriche; O. Zariski sulle connessioni tra la teoria delle singolarita e quella degli

% Cfr. la sezione Notizie in «Boll. UMI» 1930, (1) 9.4, pp. 247-249; 1931, (1) 10.4, pp. 247-249; 1934, (1) 13.4,
pp. 256-257; 1935, (1) 14.5, pp. 316-317. Non esiste, purtroppo, un’analoga descrizione dei corsi superiori offerti
negli atenei italiani per gli a.a. 1936-37 e 1937-38.

91 A. BAsSI 1939, L Universita e la Scuola di Matematica di Princeton, «Period. Mat.» (4) 19, p. 68.

%2 lvi, pp. 71-73. Durante il secondo anno del primo biennio, all’interno del corso Concetti geometrici moderni
(prof. Tucker), & introdotta la topologia. Un ulteriore corso (Dr. Steenrood) interamente dedicato a questa
disciplina, che “tratta le proprieta geometriche qualitative che non dipendono dall’estensione o dalla forma”,
compare tra quelli del secondo biennio.

% |vi, pp. 74-76. | corsi di geometria sintetica cui Bassi fa qui riferimento sono cosi intitolati: Topologia applicata
(Tucker), Topologia (Tucker), Geometria algebrica (Lefschetz) Argomenti scelti di topologia (Lefschetz) e
Geometria proiettiva complementare (Tucker) che comprende lo studio degli aspetti topologici di varieta di
configurazioni proiettive e di trasformazioni.

% Ivi, p. 77.
% |vi, p. 69.
% Cfr. «Bull. AMS» 1937, 43, p. 315.
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ideali. Il secondo evento € invece il primo congresso nazionale dell’Unione Matematica Italiana
che si tiene a Firenze dal 1° al 3 aprile. All’interno della sezione di geometria, ampio spazio &
dedicato alle comunicazioni nel pieno indirizzo ‘classico’ di Fano (ancora sulle varieta
algebriche a tre dimensioni a curve-sezioni canoniche), Severi, Conforto, Brusotti, Togliatti, N.
Spampinato, B. Segre, M. Villa, T. Turri, incentrate su temi tipici della Scuola quali le forme
cubiche di P%, le rigate razionali, le proiezioni multiple, la geometria dell’S,., i sistemi di
equivalenza e la teoria delle corrispondenze sulle varieta.®’

Spostando I’attenzione sulla pit vicina Germania, Si assiste ad un netto cambiamento rispetto
all’epoca di Klein. Emblematica in tal senso € la “settimana algebro-geometrica” organizzata a
Gottingen nel gennaio del 1937 con il preciso intento di “dare un riassunto dei problemi, metodi
e risultati centrali ottenuti recentemente in questo campo, e di confrontare le diverse vie
algebrica, aritmetica, trascendente e geometrica ricollegandole in una veduta sintetica”.% Al
suo interno, il trentacinquenne Van der Waerden dedica quattro lezioni a ridefinire, in modo
‘rigoroso’, i concetti fondamentali della geometria algebrica. A queste si affiancano le
conferenze di H. Jung sul metodo aritmetico dei divisori nella geometria sulle superfici
algebriche; H. Geppert sugli invarianti delle superfici e M. Deuring sulla teoria aritmetica delle
corrispondenze.®®

Anche I’ambiente intellettuale svizzero, che accoglie Fano esule dall’Italia fascista, ¢ ormai
orientato verso nuovi orizzonti matematici: in quegli anni De Rham ha gia gettato le basi della
coomologia e C. Ehresmann inizia a interessarsi di topologia differenziale. Alle conferenze
classiche di Fano al Cercle si affiancano cosi, in modo del tutto particolare, gli interventi di
topologia combinatoria tenuti da B. Eckmann, o quelli di Hopf sulla teoria dei gruppi
discontinui.

3.11. Una sintesi del ‘meglio’ e del ‘peggio’ della tradizione geometrica italiana

La memoria di Fano del 1938 risulta dunque indissolubilmente legata non soltanto al suo
tempo, ma anche (e soprattutto) al tessuto culturale all’interno del quale € scaturita, un contesto
sociale ben delineato che permette di ‘dipanare’ 1 suoi aspetti contrastanti.

Se da una parte, rappresentando il primo lavoro interamente dedicato alle Fano-Enriques
threefolds, lo scritto Sulle varieta algebriche... racchiude importanti elementi di innovazione,
dall’altra si inserisce pienamente nel solco della tradizione geometrica italiana. In quest’ottica,
la rilettura storico-critica di questo contributo restituisce lo ‘stato dell’arte’ delle ricerche
italiane secondo I’indirizzo sintetico, collocandolo all’interno di un patrimonio matematico ben
definito e consolidato nel corso degli anni, ma anche irrigidito al punto di non riuscire piu a
dialogare con i nuovi indirizzi di ricerca, perdendo probabilmente un’occasione per trovare un
terreno in comune, soprattutto a livello di metodi e di linguaggio.

La rivalutazione storica della memoria del 1938, unita alla ricostruzione delle fonti materiali
(articoli, volumi, lettere, ecc.) che Fano ha mobilitato nella stesura del suo ultimo scritto prima
dell’esilio in Svizzera, porta dunque a riconsiderare il patrimonio di cultura geometrica, in

7 Cfr. il Programma definitivo in «Boll. UMI» 1937, (1) 16.1, pp. 4 e 13-15.
% «Boll. UMI» 1937, (1) 16.2, p. 119.
% Cfr. la sezione Notizie in «Boll. UMI» 1936, (1) 15.5, p. 238; «Boll. UMI» 1937, (1) 16.2, pp. 119-120.
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particolare nel campo della geometria proiettiva degli iperspazi, che i maestri della Scuola
italiana condividevano con la prima generazione dei loro allievi e che si manifestava attraverso
uno stile di ricerca e di esposizione indubbiamente peculiare, sufficientemente chiaro per i
membri della Scuola ma piuttosto oscuro al di fuori. D’altro canto, questo contributo di Fano
rispecchia il ritardo accumulato negli anni Trenta dai geometri italiani rispetto ai colleghi
stranieri nel campo della topologia e dell’algebra astratta, un ritardo che non pud essere
semplicemente attribuito a cause esterne (mancanza di competenze linguistiche, modello
politico-ideologico, autarchia, ecc.)!?’ e che appare ancora piti bizzarro alla luce del fatto che
per molti anni Fano aveva intrattenuto rapporti scientifici con Coolidge, Baker, Hodge, Snyder,
e molti altri, senza menzionare tedeschi. Come pensava A. Andreotti, successore di Fano sulla
cattedra di geometria a Torino nel 1950:

Tutti i matematici italiani erano un po’ ignoranti, ma soprattutto i cultori di geometria algebrica;
il vecchio e venerato maestro Severi era spesso di ostacolo all’aggiornamento perché non
incoraggiava abbastanza i giovani a confrontarsi con altre scuole giudicate concorrenziali a quella
italiana da difendersi ad ogni costo.10!

Oltre a costituire 1’ultimo contributo del tutto originale di Fano, questa Memoria mostra il
suo profondo fiuto nell’aprire nuove vie di ricerca geometrica. Nonostante alcune conclusioni
affrettate e dimostrazioni incomplete, i contributi di Fano sulle Fano-Enriques threefolds hanno
un carattere pionieristico, tanto da legittimamente affermare:

Le precisazioni venute in seguito (spesso a distanza di tempo) hanno quasi sempre dimostrato che
i grandi si muovevano — istintivamente direi — entro i limiti che la loro intuizione e la loro
esperienza dettava, anche se tali limiti non venivano sempre esplicitamente enunciati [...].
Controversie e critiche hanno ogni volta provocato feconde sistematizzazioni e precisazioni, le
quali hanno confermato quasi sempre la validita delle intuizioni dei grandi cultori.1%2

Un ultimo elemento di contrasto del lavoro Sulle varieta algebriche... € costituito dalla sua
ricezione: ebbe infatti una diffusione estremamente limitata, nonostante fosse incentrato su un
oggetto matematico che avrebbe poi incontrato una sorprendente vitalita e nonostante i suoi
contenuti sarebbero successivamente stati fonte di ispirazione per ulteriori ricerche fino ad anni
recenti. All’epoca pero, fuori dall’Italia, questo contributo poteva ragionevolmente apparire
come un lavoro di nicchia su un argomento marginale, poco interessante in un contesto di
ricerca internazionale che ‘guardava altrove’. In tal senso, la memoria del 1938 rappresenta allo
stesso tempo il ‘meglio’ e il ‘peggio’ che un geometra algebrico italiano potesse scrivere in quel
periodo.

100 Sy questo aspetto, cfr. R. SIEGMUND-SCHULTZE 2001, Rockefeller and the Internationalization of Mathematics
Between the Two World Wars, Series Science Networks. Historical Studies, Basel, Springer, pp. 106-119;
LuclANO 20223, cit., pp. 100-103.

101 p, SALMON 1996, Un sodalizio torinese degli anni ‘50, in E. GALLO, L. GIACARDI, C.S. ROERO (eds.),
Conferenze e Seminari 1994-1995, Torino, Ass. Subalpina Mathesis e Seminario St. Mat. «Tullio Viola», p. 232.
Su questo aspetto, cfr. anche A. GUERRAGGIO — P. NASTASI 2005, Italian Mathematics Between the Two World
Wars, Basel, Birkhduser, p. 281.

102 C.F. MANARA 1957, Idee classiche ed idee moderne sulla Geometria Algebrica, «Period. Mat.» (5) 35, p. 5.
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4. Fano e lalta divulgazione: le conferenze al Cercle Mathématique di
Losanna

Di origini ebraiche per parte di padre e di madre, Fano ¢ rimosso dall’insegnamento presso
’ateneo torinese nell’autunno del 1938. Dietro le reiterate insistenze dei famigliari, alle soglie
dei settant’anni lascia Torino con la moglie alla volta della Svizzera nel dicembre del 1938,
stabilendosi a Losanna. Una scelta, questa, dettata dal patriottismo di Fano — desideroso di
spostarsi in una nazione che non sarebbe mai entrata in guerra contro I’Italial — ma anche
agevolata dal possesso di un ingente patrimonio, trasferito in Svizzera dal figlio Robert con una
rischiosa operazione di contrabbando. Pur essendo il pit anziano dei matematici esuli dall’Italia
fascista, Fano mostra una grande operosita.> Quattro sono gli ambiti in cui profonde il suo
impegno durante la ‘stagione elvetica’: I’alta divulgazione; I’insegnamento geometrico; la
solidarieta, aiutando molte famiglie ad avere notizie di parenti lontani o dispersi;® e la ricerca,
con dodici pubblicazioni nel periodo 1939-1945 apparse nei «Commentarii Mathematici
Helvetici», nella «Revista de la Universidad Nacional de Tucuman» e negli «Atti della
Pontificia Academia Scientiarumy.

Sul versante della divulgazione, Fano ha un’ampia esperienza come promotore della cultura
geometrica italiana, iniziata alla Mathematische Gesellshaft di Gottingen nel 1893, proseguita
ad Aberystwyth 1923, a Kazan nel 1929 e destinata a concludersi a Losanna. Qui, nell’arco di
due anni, dal maggio 1942 al febbraio 1944, Fano tiene al prestigioso Cercle Mathématique*
cinque conferenze dedicate alla geometria algebrica italiana, in una prospettiva storica e ‘di
scuola’, che riscuotono successo e danno luogo a vivaci discussioni con i nuovi amici e colleghi
svizzeri: De Rham, Gustave Dumas, Charles Le Blanc, Pierre G. Javet.®

Nella prima conversazione, Quelques apercus sur le développement de la géométrie
algébrique en Italie pendant le dernier siecle (serata del 4 maggio 1942), Fano traccia la storia
recente e contemporanea della geometria algebrica da L. Cremona, che getta i presupposti per
la nascita della Scuola italiana, fino all’arrivo dei grandi Maestri: G. Veronese, C. Segre, E.
Bertini. Fin da questa prima conferenza e manifesto il desiderio di Fano di promuovere di fronte
ai colleghi stranieri i risultati della propria tradizione di ricerca geometrica.° Non bisogna
pensare che si tratti dell’amarcord di un vecchio geometra al termine della carriera, ma al
contrario di una volonta che permea tutte le sue esperienze di divulgazione.

1 FANO 2004, cit., p. 3: Fano “would never go to a country likely to be at war with Italy”.

2 Sull’emigrazione di Fano in Svizzera, cfr. LUCIANO 2017, cit., pp. 87-107; LuciANO 20224, cit., pp. 235-251;
LuciANO 2022b, cit., pp. 1-9.

3 TERRACINI 1952, cit., p. 487.

4 1l Cercle Mathématique era stato fondato nel 1932 da De Rham (1903-1990), Marchand (1888-1953) e Gustave
Juvet (1896-1936), tutti e tre docenti all’ Universita di Losanna. Aveva raccolto 1’eredita del Colloque
mathématique dei Universités romandes, organizzato da Dumas a partire dal 1923. Famoso in tutto il mondo e
attivo fino al 1980, questo circolo matematico era finanziato dai soci e dalle Universita elvetiche e beneficio della
collaborazione di alcuni dei piu illustri matematici del tempo mondo, oltre a dar vita a proficue collaborazioni con
la Société Mathématique Suisse, di cui De Rham fu presidente nel biennio 1944-45,

5 Cfr. BUNIL, FdR, Proces verbaux du Cercle Mathématique. | verbali delle sedute del Cercle documentano la
presenza di non meno di una ventina di uditori, fra membri del Cercle e invitati esterni, a ciascuna conversazione.

6 Questa prima conferenza & analizzata in LUCIANO 2022b, cit., pp. 10-27.
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Le quattro conversazioni successive, caratterizzate da una maggiore ‘densita’ di concetti
matematici, non sono state finora studiate. Esse costituiscono tuttavia una preziosa
testimonianza dell’approccio di Fano all’alta divulgazione, segnato dalla presenza di
interessanti excursus storici ¢ dall’intento di ‘accompagnare’ 1’uditore attraverso il ricco
patrimonio culturale della Scuola italiana, guidandolo all’interno di quella messe di idee,
risultati e strumenti matematici che avevano portato I’Italia a raggiungere una Flhrende
Stellung a livello internazionale. Nella presentazione degli argomenti, da quelli piu elementari
ai piu recenti risultati di ricerca avanzata, Fano fa costante riferimento a quella “continuita del
pensiero geometrico italiano”’ in cui egli aveva saputo ben inserirsi.

4.1. La geometria sulle superfici algebriche: un traguardo della Scuola italiana

La conversazione intitolata Géométrie sur les surfaces algébriques (11 maggio 1942), tenuta
ad una settimana di distanza dalla prima, si presenta come il naturale prosieguo della
precedente: é infatti dedicata allo sviluppo della geometria delle superfici algebriche, una tappa
fondamentale nell’evoluzione della disciplina in cui la Scuola italiana ha rivestito un ruolo di
primo piano. Fano imposta I’esposizione in tre parti: un’introduzione storica; una rassegna delle
questioni che si possono studiare in modo analogo a quanto accade per le curve; un’analisi di
alcuni problemi piu complessi, all’interno della teoria delle superfici, ai quali i geometri italiani
hanno apportato i contributi maggiori.

In apertura Fano sottolinea che, storicamente, lo studio delle superfici algebriche é stato
intrapreso per quanto possibile in analogia con quello delle curve. Questo approccio ha pero
presentato, per alcuni aspetti, difficolta notevoli che sarebbero state superate soltanto dopo
molti anni di lavoro. Gli albori della teoria risalgono al 1868, con il tentativo di estendere la
nozione di genere di una curva alle superfici. Questo € portato a compimento, in due modi
differenti, grazie agli studi di Cayley, A. Clebsch, M. Nother e H.G. Zeuthen del ventennio
1870-1890. Le prime ricerche sulle superfici, sviluppatesi in contesto tedesco, sono incentrate
su loro casi particolari (superfici razionali rappresentabili su un piano, superfici rigate
irrazionali, superfici iperellittiche, piani doppi, ...) e sulla determinazione di quelle superfici
che hanno come sezioni iperpiane delle curve di tipo particolare. Ben presto pero, a questo
indirizzo si affianca quello francese inaugurato da E. Picard nel 1884 con le prime ricerche sugli
integrali associati alle superfici e proseguito con i lavori di G. Humbert, P. Painlevé e J.
Liouville. In particolare, considerata una superficie di equazione F(x,y,z) = 0, sono presi in
esame gli integrali del tipo [(Pdx + Qdy) dove P,Q sono funzioni razionali nelle variabili

. ) - . - :
x, v, z che soddisfano la condizione Pl i. Le questioni che scaturiscono dallo studio di questi

oggetti matematici, che assumeranno il nome di “integrali di Picard”, si intrecciano con
problemi di natura topologica legati alla connessione lineare delle superfici, di cui Poincaré sara
pioniere.

I geometri italiani riescono a inserirsi in entrambe le vie di indagine, portandole a
compimento ed elaborando una visione unitaria. Fano lo aveva sostenuto in altre occasioni.
Quasi vent’anni prima, ad Aberystwyth aveva affermato: “E pure opera principalmente italiana

" TERRACINI 1953, cit., pp. 702-703.
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il legame tra i due indirizzi”.® Da un lato, infatti, Cremona, Castelnuovo, Enriques e Del Pezzo
avevano dato importanti contributi allo studio di famiglie particolari di superfici; dall’altro,
all’interno del lavoro Sur quelques résultats nouveaux dans la théorie des surfaces algébriques
(1897), Castelnuovo ed Enriques avevano recepito le ricerche dell’indirizzo trascendente e
messo in luce i profondi legami tra la teoria degli integrali di Picard e lo studio delle superfici
algebriche. Alle ricerche sulle superfici i due geometri italiani si erano dedicati proficuamente
dal 1892, anno dell’arrivo di Enriques a Roma. Durante le “interminabili passeggiate” per le
vie della capitale, avevano elaborato un nuovo approccio alla geometria sopra una superficie
algebrica. Come scrive Castelnuovo ricordando 1’amico, “non ¢ esagerato affermare che in
quelle conversazioni fu costruita la teoria delle superficie algebriche secondo 1’indirizzo
italiano”.® Le idee di Clebsch e Nother erano state cosi inglobate all’interno di un quadro
globale, caratterizzato dall’idea che lo studio di una superficie algebrica coincidesse
essenzialmente con quello delle famiglie di curve che appartengono alla superficie. Fano ben
illustra questo percorso nella parte successiva della conferenza.

Passando ai problemi relativi alle superfici che si possono affrontare “senza difficolta, in
quanto sono abbastanza analoghi alle questioni sulle curve”,'® per prima cosa Fano introduce il
concetto fondamentale di sistema lineare di curve su una superficie,** corrispondente in un certo
senso a quello di serie lineare di gruppi di punti su una curva. Tale sistema & costituito dalle
curve che si ottengono dall’intersezione della superficie considerata con altre dello stesso grado.
Sotto I’ipotesi — che Fano suppone sempre verificata — che ogni curva sia individuata
dall’intersezione della superficie di partenza con una sola delle altre, vale una proprieta
fondamentale: per r punti della superficie in posizione generale passa un’unica curva del
sistema. In questo modo, r rappresenta la dimensione del sistema lineare di curve considerato.
A questo si affiancano altri caratteri fondamentali del sistema: il genere, ossia il genere della
curva generale del sistema; il grado n, dato dal numero dei punti di intersezione variabile tra
due curve del sistema; la serie caratteristica g,~*, composta dai punti individuati dalle curve
del sistema sulla curva generale. E poi messo in luce un aspetto fondamentale dei sistemi lineari
di curve, rappresentabili come

/10<p0(x,y,z) + et /1r<pr(x,y,z) =0,

su una superficie di equazione f(x,y,z) = 0. L’immagine proiettiva di un sistema lineare &
una superficie F c IP", chiamata da Fano “superficie proiettivizzata”. Un esempio significativo
che Fano propone al pubblico di Losanna e costituito dal sistema lineare composto dalle coniche
piane, di equazione

Aox? + 1 y?% + 1,22 + A3xy + Ayxz + Asyz = 0.

8 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 103r.
® G. CASTELNUOVO 1947, Commemorazione di Federigo Enriques, «Period. Mat.» (4) 25, p. 82.

10 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 48r: “sans difficultés, comme elles sont tout-a-fait analogues a des questions sur
les courbes”.

11 Questo concetto equivale, modernamente, a quello di divisori effettivi su una superficie.
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La sua immagine proiettiva & una superficie del quarto grado F < IP°, la cosiddetta superficie
di Veronese, che gode di proprieta interessanti: contiene solo curve di ordine pari e la sua
proiezione pill generale su IP3 & data dalla superficie di Steiner.*?

Terminato questo esempio, Fano torna alle questioni di carattere generale. Nella
conversazione porta avanti I’analogia con la teoria delle curve che gli permette di introdurre il
concetto di curve equivalenti di un sistema lineare privo di punti base e le operazioni tra esse.
In particolare, e possibile sommare sistemi composti da curve di genere e grado differenti che
si intersecano in i punti, ottenendo un nuovo sistema lineare avente genere e grado dati da una
formula generale.!3 A partire dal concetto di serie canonica per le curve, Fano illustra e definisce
per le superfici la nozione di sistema aggiunto

Ic'l = |¢; - 2c|,

dove |C]| e il sistema lineare composto dalle curve jacobiane. Il passaggio da |C| a |C'| &
noto come aggiunzione. Tale operazione, a seconda della superficie di partenza, puo essere
ripetuta piu volte e, in certi casi, proseguire indefinitamente. Il sistema |C; — 3C| = |C" — (],
a meno di eventuali componenti fisse, rappresenta un invariante per la superficie, il cosiddetto
sistema canonico. Tuttavia, a differenza di quanto accade per le curve, tale sistema non esiste
sempre: il piano e le superfici razionali sono infatti privi di sistema canonico. In questa parte
dell’esposizione Fano affianca sempre alla costruzione generale un esempio particolare, con
I’obiettivo di risultare piu comprensibile di fronte ad un uditorio che non era del tutto familiare
con queste tecniche.* In questo frangente, ad esempio, sottolinea che nel caso delle superfici
del quart’ordine il sistema canonico € quello nullo (in quanto |C'| = |C]), cosi come ¢ nulla la
serie canonica delle curve piane di terzo grado.

Ampio spazio ¢ dedicato, nell’ultima parte della conferenza, a quelle questioni della teoria
delle superfici “che hanno presentato maggiori difficolta per ottenere un risultato completo e
soddisfacente”.!® In quest’ottica, Fano pone 1’accento su tre aspetti fondamentali: 1’estensione
della nozione di genere, cui aveva gia accennato in apertura del discorso; la necessita di
individuare un criterio di razionalita per le superfici; la questione delle curve eccezionali e il
suo legame con la classificazione birazionale delle superfici.

Riguardo al primo punto, Nother aveva suggerito di considerare come genere di una
superficie di grado n in P3 il numero di superfici aggiunte di ordine n — 4, osservando che tale
numero coincide con quello degli integrali doppi di prima specie sulla superficie. L’idea del
matematico tedesco scaturiva dal tentativo di procedere in parallelo con la teoria delle curve.

2 A proposito della superficie di Steiner, in questa occasione Fano ricorda soltanto che si tratta di una superficie
del quarto ordine che possiede un punto triplo per cui passano tre rette doppie, annotando a latere in italiano che
essa rappresenta la superficie duale di quella del terz’ordine con quattro punti doppi. La superficie di Steiner sara
poi ripresa e analizzata piu approfonditamente nella quarta conferenza.

13 Nello specifico, considerando due sistemi lineari di gradi n,, n, e di generi m;, 7, le cui curve si intersecano in
i punti, il sistema lineare ottenuto dalla loro somma avra grado n, + n, + 2i e genere t; + m, +i — 1.

14 A Losanna, infatti, in quegli anni la geometria algebrica iniziava a essere studiata dal punto di vista topologico,
utilizzando la nozione di omologia introdotta da De Rham. Al riguardo, cfr. S. CHATTERJI — M. OJANGUREN 2013,
A Glimpse of the de Rham Era, «Notices of the International Congress of Chinese Mathematicians» 1, pp. 120-
122.

15 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 44r: “qui ont présenté le plus de difficultés pour aboutir a un résultat complet et
tout-a-fait satisfaisant”.
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Tuttavia, mentre per una curva piana di grado n con d punti doppi, imporre il passaggio per tali
punti a una curva aggiunta di ordine n — 3 implica esattamente d condizioni algebriche
linearmente indipendenti, cio non avviene per le superfici aggiunte di ordine n — 4. Questa
considerazione porta a introdurre le due differenti nozioni di genere geometrico, p,, €

aritmetico, p, , di una superficie.'® Si tratta di due invarianti birazionali tali che p, < pg- La

differenza tra i due generi € detta irregolarita e comunemente denotata con g: essa permette di
suddividere le superfici in due grandi classi: le superfici regolari (per cui p, = p,) € quelle
irregolari (per cui p, < pg, come accade per le rigate irrazionali). Resta pero da analizzare la
relazione tra la teoria delle superfici e quella degli integrali di Picard su di esse, problema
emerso gia nel 1885 all’interno delle ricerche di Picard e Poincaré e portato a completa
risoluzione solo vent’anni piu tardi grazie a Castelnuovo, Enriques e Severi, in quello che Fano
definisce “uno dei momenti piti epici nello sviluppo di questa teoria”.t” Come illustrato nel
dettaglio al Cercle di Losanna, si tratta di risolvere una duplice questione. Da una parte vi é
I’aspetto ‘qualitativo’ legato allo stabilire se le superfici regolari e irregolari costituiscano
effettivamente due classi di superfici birazionalmente distinte. Dall’altra, si ha il problema
‘quantitativo’ di individuare le relazioni numeriche tra I’irregolarita, il numero di integrali di
Picard di prima e seconda specie, e il primo numero di Betti R,. Ma, sottolinea Fano, per
ottenere tali relazioni, apparentemente semplici e da lui illustrate “in poche parole”,8 sono stati
necessari molti anni di lavoro. Con I’introduzione del concetto di irregolarita viene a mancare
la simmetria con la teoria delle curve: infatti I’analogo delle curve di genere p € rappresentato
in certi casi dalle superfici regolari, in altri da quelle con irregolarita g = p.

Il secondo aspetto su cui si sofferma Fano é la ricerca di una condizione necessaria e
sufficiente per la razionalita di una superficie, che si possa esprimere mediante opportune
relazioni tra gli invarianti numerici. Mentre per le curve essa ¢ rappresentata dall’annullarsi del
genere, per le superfici I’annullarsi di entrambi 1 generi costituisce soltanto una condizione
necessaria. All’interno della fitta corrispondenza con Castelnuovo, nel 1894 Enriques aveva
individuato un primo esempio di superficie irrazionale per cui p, = p, = 0, invalidando cosi
la congettura di Néther.'® Si tratta di una superficie di sesto grado di IP® avente i punti doppi
lungo gli spigoli di un tetraedro, successivamente nota come superficie di Enriques. A partire
dallo studio di questa, sono introdotti nuovi invarianti numerici. Poiché la superficie di Enriques
ha genere geometrico nullo, su di essa non esiste un sistema canonico; tuttavia, si ha il sistema
doppio del sistema canonico, da Enriques definito “bicanonico”, che coincide in questo caso
con il sistema nullo. Cio permette di introdurre la nozione di bigenere P,, dato dal numero di
curve bicanoniche indipendenti del sistema, che si generalizza in quella di plurigenere. Il
bigenere costituisce I’invariante assoluto alla base del criterio di razionalita delle superfici

18 In particolare, denotando con p il genere della curva ottenuta come sezione iperpiana della superficie, si ha che
_ p(p-1) _ p(-3)

Pg =75 Pa= "5

1" BSMT, FFa, Appunti vari, c. 44r: “Ce fut un des moments les plus épiques du développe de cette théorie”.

18 Cfr. ivi, c. 44v: “Mais ce que je vous oui dit en quelques mots, il a fallu bien des années pour y parvenir et le
démontrés.” In particolare, su una superficie d’irregolarita g si avranno q integrali linearmente indipendenti di
prima specie, 2q integrali linearmente indipendenti di seconda specie e tale valore coincide con il primo numero
di Betti della superficie.

19 Cfr. ASANL, Fondo Castelnuovo, lett. di F. Enriques a G. Castelnuovo, [s.l.] 22.7.1894.
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dimostrato da Castelnuovo (1892): una superficie algebrica & razionale se e solo se
P, = q = 0. Questo teorema rappresenta uno dei massimi risultati raggiunti dalla Scuola di
geometria e ha portato “I’Italia a un primato che tutti le riconoscono”.?’ E quindi naturale che
Fano, durante la sua esposizione di fronte ai colleghi svizzeri, dedichi ampio spazio a questo
traguardo cosi come alle ricerche successive di Enriques ad esso correlate. Quest’ultimo, infatti,
proseguendo nello studio delle superfici di Enriques, le caratterizza mediante le relazioni
numeriche P; = 0,P, = p, = 0, P, = P, = 0 e individua nella relazione P. = 0 la condizione
per trasformare birazionalmente una superficie in una rigata. Dopo aver celebrato i risultati
ottenuti dai geometri italiani in questo ambito, Fano conclude questa parte dell’esposizione
sottolineando come le condizioni di razionalita per le varieta algebriche tridimensionali — su cui
egli ha lavorato per tutta la vita — siano invece ancora sconosciute.

L’ultimo aspetto di rottura con la teoria delle curve, “che ha dato luogo a qualche
complicazione per le superfici” # & costituito dal fatto che una corrispondenza birazionale tra
due superfici non & sempre “biunivoca senza eccezioni”,?? come accade invece per le curve: un
esempio ¢ dato dalla proiezione stereografica di una qualsiasi superficie da uno dei suoi punti.
Fano si limita a considerare il caso in cui, all’interno di una trasformazione cremoniana tra due
superfici, vi sia una corrispondenza birazionale tra un punto e una curva. Riprendendo
I’espressione ausgezeichnete Kurven di Nother, le curve di questo tipo sono dette “eccezionali”
e si suddividono in due categorie. Le curve eccezionali di prima specie sono quelle curve
irriducibili che vengono contratte ad un punto semplice tramite una trasformazione birazionale
0, modernamente, quelle che hanno autointersezione pari a —1; quelle di seconda specie,
invece, non possono essere eliminate, avendo autointersezione almeno 0. Le superfici che
contengono curve eccezionali di seconda specie sono birazionalmente equivalenti alle rigate; le
altre contengono al piu un numero finito di curve eccezionali di prima specie e sono
birazionalmente equivalenti a superfici prive di curve eccezionali. Questa considerazione, fatta
da Castelnuovo ed Enriques a inizio Novecento, sta alla base della loro classificazione
birazionale delle superfici. Come illustrato da Fano nell’ultima parte della sua esposizione,
I’idea fondamentale e innovativa elaborata dai geometri italiani consiste nel ripartire le superfici
in classi di equivalenza birazionale a seconda dei valori degli invarianti birazionali. Le superfici
sono cosi classificate in base al comportamento dei rispettivi modelli canonici o pluricanonici.??
Ma — osserva Fano — ogni classe di superfici birazionalmente equivalenti puo essere ripartita in
sottoclassi, formate da superfici che possono essere trasformate 1’una nell’altra senza che vari
il numero di curve eccezionali. A differenza delle curve, le superfici algebriche presentano degli
invarianti relativi oltre a quelli assoluti: tra questi, Fano cita il secondo numero di Betti R, e
I’invariante I di Zeuthen-Segre. La conferenza al Cercle si conclude allora focalizzando
I’attenzione su un mancato parallelismo con la teoria delle curve: si tratta della ricerca del
carattere delle superfici piu vicino al genere p di una curva algebrica. Fano osserva che, mentre
I’invariante assoluto R; e ‘geometricamente’ piu simile a p rispetto a R,, quest’ultimo si

20 BSMT, FFa, Quad. Geom. Sup. 1, p. 9.
2L BSMT, FFa, Appunti vari, ¢: 50r: “qui a donné lieu, pour les surfaces, a quelques complications”.

22 |bidem: “biunivoque sans exceptions”. In termini moderni, questo equivale ad affermare che in una
corrispondenza birazionale tra due superfici pud accadere che una curva irriducibile sia contratta ad un punto
semplice.

23 Per approfondire questo aspetto, cfr. BRIGAGLIA — CILIBERTO 1998, cit., pp. 239-243.
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comporta ‘numericamente’ come p: cosi come la presenza di punti doppi di una curva fa
diminuire p, allo stesso modo punti e rette multipli su una superficie di ordine n comportano
una diminuzione di R,, causando invece talvolta un aumento del valore di R;.

4.2. Un “exposé plein de vie”: la teoria delle superfici da Aberystwyth a Losanna

Pur presentando un maggior numero di contenuti prettamente matematici rispetto alla prima
conferenza, anche la seconda esposizione di Fano al Cercle costituisce un bell’intreccio di
prospettiva storica ¢ ‘di Scuola’. La presenza di cenni storici o di un vero e proprio approccio
storico, che segna tutta 1’azione del Fano trattatista e che, sulla scorta del magistero Segre,
caratterizza anche 1’apertura del suo corso di Geometria superiore a Torino (a.a. 1924-25),
raggiunge forse qui la sua acme. A Losanna, privo della ricca collezione di opuscoli e volumi
e dotato esclusivamente della sua “proverbiale memoria”,?* Fano inserisce un gran numero di
riferimenti, sia storici sia matematici, puntuali ed estremamente precisi, frutto di ripensamenti,
aggiunte e correzioni.?® 1l pubblico & cosi accompagnato in una sorta di viaggio dalle origini
della teoria delle superfici al suo compimento e perfezionamento ad opera della Scuola italiana.
Oltre a mettere in luce, mediante un approccio di tipo genetico, la nascita e 1’evoluzione dei
concetti matematici, Fano pone 1’accento su due elementi peculiari del patrimonio culturale dei
geometri italiani: il ruolo fondamentale dell’analogia, e del metodo sperimentale che ha
permesso alla Scuola di geometria algebrica di progredire nelle sue indagini:

Molto utile, al contrario, per la teoria generale & stato lo studio approfondito di molti casi
particolari. Questo é quello che si pud chiamare il metodo sperimentale della matematica: non per
la dimostrazione, ma per la scoperta delle verita, che di solito precede la loro dimostrazione, credo
che sia molto suggestivo.?

Sempre in quest’ottica, Fano sottolinea a piu riprese il fatto che sono i geometri italiani a
giungere alla risoluzione di quelle questioni della teoria delle superfici piu difficili da dipanare.
I loro contributi rappresentano cosi quasi il 60% dei lavori citati da Fano.?’ Il tema stesso della
conferenza & uno dei piu cari alla tradizione italiana: Fano lo propone in piu occasioni, dal ciclo
di lezioni ad Aberystwyth al corso di Geometria superiore tenuto a Torino I’anno successivo
alla morte di C. Segre, e a Losanna. | punti di contatto tra le bozze dei discorsi presentati in
questi tre diversi contesti sono molteplici, con alcuni rimandi quasi testuali. Accanto
all’excursus storico introduttivo, spiccano i tre aspetti di difficolta nell’estensione della teoria
delle curve a quella delle superfici algebriche, presentati da Fano in maniera del tutto analoga
e nello stesso ordine. | lavori citati sono pressoché gli stessi, con rare eccezioni rappresentate

24 FANO 2000, cit., p. 3.

% In sole sette carte, Fano inserisce quasi 25 riferimenti puntuali a pubblicazioni, la gran parte delle quali &
accompagnata dalla collocazione editoriale e dall’anno di pubblicazione. L’unica imprecisione ¢ costituita dalla
datazione della lettera sulle superficie Enriques.

2 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 47r: “Bien utile, au contraire, pour la théorie générale a été I’étude approfondie de
nombreux cas particuliéres. C’est cela que I’on peut appeler la méthode expérimentale des mathématiques : non
pas pour la démonstration, mais pour la découverte des vérités, qui ordinairement précede leurs démonstrations,
je la crois trés suggestive”.

2" Dei 13 lavori dei geometri italiani citati da Fano, 4 sono di Castelnuovo, 4 di Enriques, 3 recano la firma di
entrambi, 2 infine i riferimenti a Severi.
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da una pubblicazione posteriore rispetto alle lezioni inglesi (I’Analysis situs di Lefschetz del
1924) o riferimenti alle ricerche dei matematici del luogo, come nel caso dello scritto di Baker
intitolato On some recent advances in the theory of algebraic surfaces citato solo ad
Aberystwyth.?8

Ulteriori elementi di sovrapposizione emergono dal confronto tra le due esperienze di
divulgazione della teoria delle superfici, all’University College of Wales e al Cercle di Losanna,
in cui Fano desidera, in primo luogo, trasmettere al pubblico 1’approccio e la mentalita che
hanno guidato i geometri italiani in questi studi. Anche ad Aberystwyth egli esordisce
sottolineando che “la ‘geometria sopra una superficie algebrica’ o ‘ente algebrico 2’ si &
sviluppata in seguito a quella sulla ‘curva algebrica’ o ‘ente algebrico o’ ma anche fornendo
alla prima nuove idee”; tuttavia, “I’estensione dalle curve alle superficie ha presentato fino da
principio delle complicazioni”.?® Anche I’introduzione storica ¢ molto simile ma, a differenza
di Losanna, qui Fano specifica che I’indirizzo francese inaugurato da Picard e detto
“trascendente” e accenna anche a quello “aritmetico” sviluppatosi a inizio Novecento con K.
Hensel, G. Landsberg e H. Jung. Per illustrare ai matematici stranieri in cosa consiste lo studio
delle superfici algebriche per i geometri italiani, Fano afferma che il principale “oggetto di
studio della geometria su una superficie algebrica” ¢ costituito dai sistemi lineari di curve con
le rispettive serie caratteristiche; tuttavia, in Galles fa anche riferimento allo studio delle relative
involuzioni, non accennato invece a Losanna.*® In entrambi i contesti, introduce alcuni elementi
per favorire una migliore comprensione da parte del pubblico: ’adozione dell’ipotesi piu
semplice per definire un sistema lineare di curve su una superficie; la scansione in tre parti degli
aspetti nuovi della teoria delle superfici; 1’analogia tra curve razionali e superfici regolari per
le quali p; = p, = p; I’esempio della medesima rigata ellittica per illustrare il caso di superfici
conp, = —1ep, < 0.3 Ancora, ad Aberystwyth come a Losanna, il problema della ricerca di
un criterio di razionalita per le superfici € espresso in questi termini:

Mentre le curve di genere zero sono razionali, cioe rappresentabili birazionalmente sulla retta, e
viceversa, per le superficie I’avere entrambi i generi nulli p, = p, = 0 non basta ancora per
concludere la razionalita = rappresentabilita birazionale sul piano — occorre una condizione
ulteriore.®

Analoga e anche la presentazione della caratterizzazione p, = P, = 0 per le superfici
razionali, anche se in Galles Fano aggiunge che “la razionalita delle involuzioni piane ¢ stata
dimostrata da Castelnuovo”.® Un ultimo elemento di forte analogia & la conclusione della parte
dedicata ai criteri di razionalita per le superfici, con un riferimento a quanto accade per le varieta

28 Cfr. BSMT, FFa, Appunti vari, c. 103r. Si tratta di H.F. BAKER 1913, On some recent advances in the theory of
algebraic surfaces, «Proc. LMS» (2) 12, pp. 1-40.

2 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 103r.
30 Ivi, c. 104v.

31 Ivi, cc. 103r-104v.

32 1vi, c. 103v.

3 1vi, c. 112v.
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di dimensione tre: “per le M3 le cose si complicano ulteriormente; le condizioni di
rappresentabilita su Ss, in forma invariantiva, non sono ancora note”.>*

Naturalmente vi sono anche alcune differenze tra le conferenze di Losanna e Aberystwyth,
in gran parte riconducibili alla maggiore ampiezza della trattazione del 1923. In Galles, infatti,
Fano dedica piu di un intervento alla teoria delle superfici, potendo cosi introdurre tutti gli

elementi necessari che compaiono nella formula del genere aritmetico
(M- _. _ _
Pa—( 3 ) nm—4)d+2t+m—1,

che a Losanna non introduce invece per esteso, e arrivando a occuparsi della generalizzazione
degli integrali abeliani in modo piti approfondito.®® Ancora, le operazioni tra sistemi lineari di
curve su una superficie e la nozione di curva virtuale sono introdotte solo al termine della
trattazione, accanto al concetto di Restsatz, non richiamato invece a Losanna.*® Infine, ad
Aberystwyth Fano illustra i propri contributi allo studio della superficie di Enriques,*” introduce
p® all’interno della lista degli “invarianti secondo Enriques™3® e fornisce una trattazione pid
esaustiva degli invarianti relativi delle superfici, non illustrando qui il legame con la teoria degli
integrali di Picard ma approfondendo le corrispondenze algebriche non birazionali tra
superfici.*®

L’approccio adottato da Fano, pur presentando alcuni aspetti di originalita come 1’enfasi sui
tre punti particolarmente ‘delicati’ della costruzione della teoria delle superfici algebriche,
deriva da quello di C. Segre. La medesima impostazione nell’introdurre i concetti di sistema
lineare, sistema canonico, aggiunzione e plurigeneri trova naturale collocazione in una
prospettiva di trasmissione e condivisione di un patrimonio matematico proprio della Scuola
italiana.

La chiarezza espositiva costituisce infine un tratto caratteristico del Fano oratore: da questa
conferenza emerge il suo desiderio di rendere il proprio discorso accessibile al pubblico di
Losanna, anche nelle parti piu tecniche dell’esposizione. Alle costruzioni piu generali e ai
passaggi piu critici, Fano affianca sempre un esempio concreto o I'illustrazione di un caso
particolare. L’esempio del piano e del sistema lineare delle coniche su di esso € cosi
giustapposto all’introduzione dei sistemi lineari di curve su una qualsiasi superficie, pensate
proiettivamente come le famiglie di curve tagliate sulla superficie da sistemi lineari di
ipersuperfici dello spazio proiettivo ambiente, fuori di eventuali curve fisse. Il calcolo dei
numeri di Betti & dato nel caso di una varieta particolare e ben nota: la V2 di Segre. L’attenzione
e la sensibilita verso 1’uditore, sviluppata e maturata da Fano in quasi cinquant’anni di
divulgazione e insegnamento, sta alla base della struttura che egli adotta per 1’esposizione a
Losanna. Pur riprendendo i contenuti fondamentali della trattazione delle superfici gia toccati
ad Aberystwyth e a Torino, Fano sceglie infatti di cambiare I’ordine di presentazione degli
argomenti. Per risultare piu chiaro di fronte al pubblico del Cercle, decide di suddividere in due

34 Cfr. ivi, c. 103v con c. 49v: “Pour les V3, les conditions de rationalité ne sont encore connues”.
35 1vi, c. 103v.
3 Ivi, c. 107v.
37 Ivi, c. 101v.
3 |vi, c. 111r.
3 1vi, c. 113r.
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grandi categorie i principali aspetti della teoria delle superfici algebriche. Nella prima parte,
affronta quelli piu ‘semplici’, introducendo i sistemi lineari e le operazioni su di essi in completa
analogia con quanto accade per le serie di punti su una curva. Successivamente, si dedica agli
aspetti piu ‘complessi’ della teoria, introducendo quindi i due diversi tipi di genere e il criterio
di razionalita di Castelnuovo. Il pubblico del Cercle ¢ cosi guidato all’interno di un percorso
differente rispetto a quello proposto ad Aberystwyth e a Torino. Pur senza scendere in ugual
grado di dettaglio rispetto a Aberystwyth e a Torino, Fano riesce comunque a restituire una
visione unitaria e efficace dello sviluppo di questa teoria.

I verbali delle sedute del Cercle forniscono un riscontro significativo dell’efficacia
espositiva di Fano. “Questa esposizione, cosi vivace, fu ascoltata con grande attenzione:*° cosi
Le Blanc, segretario del Cercle, chiude il verbale della seduta in cui e stata pronunciata la
conferenza di Fano sulla geometria delle superfici algebriche.

4.3. Le superfici cubiche: un tema “abbastanza elementare” ma interessante

Nella serata del 2 febbraio 1943, Fano presenta al Cercle un terzo intervento, intitolato
Apercu général sur les surfaces du trosiéme ordre,*! e “cattura 1’attenzione del pubblico dando
una visione d’insieme della teoria di queste superfici dalle notevoli proprieta”.*? Si ricollega
cosi al tema della conferenza precedente, andando pero a prendere in considerazione una classe
particolare di superfici, oggi comunemente note come cubiche.

L’intervento si apre con la definizione di superfici del terz’ordine data nel linguaggio dei
geometri italiani, ossia superfici rappresentate da un’equazione di terzo grado del tipo
f(x,y,z) =0 nelle coordinate cartesiane x,y,z, o, equivalentemente, da un’equazione
omogenea del medesimo grado del tipo f(x,, x;,x,,x3) = 0, in coordinate omogenee. Le
proprieta generali di cui godono le superfici algebriche di ordine n qualunque valgono
naturalmente anche per quelle del terz’ordine, ma 1’obiettivo di Fano ¢& 1’analisi di alcune
proprieta particolari che interessano soltanto questo tipo di superfici. Questo argomento ben si
presta a una conferenza di alta divulgazione: é infatti un tema “abbastanza elementare, ma non
del tutto, e allo stesso tempo [...] interessante” dal punto di vista geometrico.*®

Dopo questa breve premessa, Fano inquadra storicamente le ricerche sulle cubiche e relative
proprieta. In primo luogo, cita gli inglesi Cayley, Salmon e J.J. Sylvester che gia nel X1X secolo
erano pervenuti a stabilire molte delle loro proprieta, sia individualmente sia in collaborazione.
Ricorda poi I’opera di Cremona e i suoi importanti contributi sulle rigate del terz’ordine. Con
quell’orgoglio nazionale Suo tipico, Fano pone 1’accento sull’assegnazione del Premio Steiner
a Cremona nel 1866 per un lavoro contenente una teoria sistematica di queste superfici.

40 BUNIL, FdR, Proces verbaux du Cercle Mathématique, c. 85: “Cet exposé, plein de vie, fut écouté avec une
grande attention”.

4111 testo integrale di questa conferenza non é stato ritrovato; una bozza del discorso di Fano, in alcuni punti

frammentaria a causa delle condizioni di conservazione delle carte manoscritte, ¢ stata individuata all’interno di
BSMT, FFa, Appunti vari, cc. 36-41.

42 BUNIL, FdR, Proces verbaux du Cercle Mathématique, c. 89: “capturé son auditoire en tracant un tableau
d’ensemble de la théorie de ces surfaces aux propriétés remarquables”.

4 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 36r: “C’est un sujet assez élémentaire, mais pas tout-a-fait élémentaires et au
méme temps, je crois, intéressant”.
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Cremona aveva ottenuto tale riconoscimento a parimerito con R. Sturm. | due lavori premiati,
poi pubblicati nel 1867 e nel 1868, avevano portato congiuntamente all’elaborazione di una
teoria generale delle superfici di ordine tre.

Prima di entrare nel vivo della trattazione, Fano osserva che, in geometria algebrica, bisogna
considerare anche gli elementi immaginari. Per questo motivo occorre distinguere due classi di
proprieta algebriche. La prima ¢ costituita dalle cosiddette “proprieta generali”, ovvero quelle
che si riferiscono a punti, rette, figure, coordinate o sistemi di coordinate che possono essere
sia reali sia immaginari. Per esempio, se si suppone che una superficie di ordine n sia intersecata
da una retta in n punti, non e necessario limitarsi a considerare soltanto i coefficienti reali. La
seconda categoria di proprieta corrisponde all’espressione tedesca Realitdts fragen, ossia le
“questioni di realta”. In questo ambito si adotta un sistema di coordinate reali, considerando di
conseguenza soltanto le equazioni a coefficienti reali. Si avra quindi una distinzione tra elementi
reali e immaginari. Tornando all’esempio precedente, in generale una superficie di ordine n
sara intersecata da una retta in n punti che potranno essere reali o immaginari. Nel secondo
caso, questi saranno a due a due coniugati.

Fano prosegue mettendo in luce una differenza sostanziale tra le superfici del second’ordine
e quelle del terzo. Mentre una superficie del second’ordine, anche se ¢ rappresentata da
un’equazione in coordinate reali a coefficienti reali, pud non avere alcun punto reale di
intersezione con una retta, come accade per x? + y2 + z2 = —1, una superficie del terz’ordine
sara sempre intersecata da una retta reale in un certo numero di punti, almeno uno dei quali e
necessariamente reale.

Prima di introdurre le due guestioni fondamentali della teoria delle superfici cubiche, Fano
specifica che nel suo intervento parlera indistintamente di curve reali o immaginarie,
esplicitando quando si riferira al solo caso reale. | due problemi particolari che appaiono per la
prima volta nel caso delle superfici del terz’ordine riguardano il numero di rette contenute in
una superficie di questo tipo e una particolare configurazione, detta pentaedro di Sylvester.
Quest’ultimo ¢ costituito dall’unione di cinque piani L; = 0 peri = 1, ..., 5 che soddisfano una
proprieta particolare. Per ogni cubica generale esiste infatti un’unica quintupla di piani tale che
la sua equazione possa esprimersi come

5
Z L3 =0.
i=1

Fano non affronta pero questo aspetto nella conferenza, scegliendo di concentrarsi sul primo
problema. Considera quindi una retta generica individuata dalle equazioni x =mz+p e
y =nz+ q; essa & contenuta nella superficie considerata, di equazione f(x,y,z) =0, se
sostituendo ad x e y le espressioni precedentemente indicate la relazione

Apgz3 + A1z + Az + A3 =0

e identicamente soddisfatta, ovvero valgono le uguaglianze A, = A; = A, = A3 = 0. Queste
si traducono in un sistema di 16 equazioni nelle 4 incognite m, n, p, q. Esso avra sempre delle
soluzioni e, nel caso generale, esse saranno in numero finito. Per completare il ragionamento
andrebbero ancora considerati i punti all’infinito su cui Fano, come dichiarato, non si sofferma,
per concludere asserendo che ogni superficie del terzo ordine contiene delle rette e, in generale,
esse sono in numero finito. Nel caso in cui tali rette siano infinite, si hanno delle superfici rigate
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del terz’ordine. Nel prosieguo della conferenza, Fano avanza alcune considerazioni riguardo
alle rigate e successivamente si concentra sulla costruzione delle 27 rette della cubica generale.

Per analizzare il primo aspetto, Fano introduce una corrispondenza proiettiva omogenea tra
una conica y e una retta » non contenuta nel piano della conica, con la proprieta di preservare
il rapporto anarmonico tra quattro punti. Con 1’unica eccezione del cono, il luogo delle rette che
congiungono i punti corrispondenti della retta e della conica & una superficie rigata del
terz’ordine e, viceversa, ogni rigata del terz’ordine pud essere ottenuta tramite questa
costruzione. Aiutandosi con alcune illustrazioni, Fano osserva che un generico piano passante
per una generatrice della cubica la tagliera in una conica, per cui y € solo una delle infinite
coniche che si possono considerare. Attraverso ulteriori ragionamenti di natura proiettiva, egli
mette in luce che tale superficie possiede un’infinita di punti doppi, il cui luogo € una retta
doppia. Finora Fano ha “tacitamente supposto” * che ¥ e r non abbiano punti in comune. In
caso contrario, si hanno due possibilita. Se il punto in comune é doppio, la superficie cosi
generata ¢ un iperboloide e, dunque, una superficie del second’ordine. Se invece non esistono
punti doppi, r € una retta doppia. In questo secondo caso si ha una superficie particolare (detta
di Cayley), studiata anche da Lie dal punto di vista delle trasformazioni omografiche. La cubica
di Cayley, che ha quattro punti doppi conici, fa da trait-d 'union tra il caso in cui y e r si
intersecano e quello contrario. Essa infatti rappresenta, nelle parole di Fano, un “caso
intermedio”® tra le due restanti possibilita: r incidente al piano che contiene y all’interno o
all’esterno della conica stessa. Per studiare questi due casi, occorre far riferimento alle questioni
di realta. Quando il punto di intersezione € interno a y, ogni piano reale passante per r interseca
la conica in due punti distinti ed entrambi reali. Se invece il punto di intersezione € esterno alla
conica, allora si presentano tre possibilita: i piani reali passanti per r possono intersecare la
conica in due punti reali, in uno solo o in due punti immaginari. Dopo aver illustrato
approfonditamente questi ultimi casi, fornendo anche alcune equazioni esplicite degli oggetti
geometrici coinvolti, Fano conclude osservando che ogni superficie cubica rigata di Cayley puo
sempre essere rappresentata come x; x,x3; + x2x5 + x5 = 0, la cui retta doppia & x; = x, = 0.

Nella parte centrale della conferenza, egli si dedica ad una questione fondamentale della
teoria delle superfici del terz’ordine, andando ad analizzare una superficie cubica non rigata,
con |’obiettivo di determinare il numero finito di rette che giacciono su di essa. Come gia
anticipato da Fano, una superficie di questo tipo contiene necessariamente almeno una retta. E
questo, in realta, il punto pit complesso della dimostrazione, sul quale perd Fano non si
sofferma. Assumendo che questa sia data da x; = x, = 0, ossia coincida con uno spigolo del
tetraedro delle coordinate, 1’equazione della superficie dovra essere della forma
x3U + x,V = 0,dove U e V sono polinomi omogenei di secondo grado. Inoltre, un qualsiasi
piano passante per questa retta pud essere rappresentato come x, = Ax; e intersechera la
superficie in una sezione conica. Il passo successivo consiste nel vedere quante di queste
coniche cosi individuate degenerano in due rette. Per fare cio, bisogna considerare il
determinante della conica, i cui elementi contengono il parametro A, e individuarne il grado
rispetto a A che risulta essere pari a 5. Questo significa che all’interno del fascio x3 = Ax, vi

4 BSMT, FFa, Appunti vari, ¢. 37v: “tacitement supposé”.

4 BSMT, FFa, Appunti vari, ¢. 37v: “la surface de Cayley est un cas, pour ainsi dire intermédiaire: c.a.d. le point
ou r rencontre le plan de y peut-étre a I’intérieur ou bien a I’extérieur de y”.
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saranno cinque piani che intersecano la superficie in un complesso di rette. Fano considera
allora le tre rette a, b, c contenute in uno di questi piani e osserva che ciascuna di esse interseca
altre otto rette distinte della superficie cubica; in totale vi sono quindi 3 + 83 = 27 rette.
Senza addentrarsi nella dimostrazione, Fano enuncia le prime due proprieta peculiari della
cubica irriducibile generale: essa non ha punti doppi; le 27 rette su di essa sono tutte distinte e
sono date dalla sua intersezione completa con una superficie di grado 9. Proseguendo a illustrare
le caratteristiche delle superfici del terz’ordine, Fano mostra poi che tra le 27 rette trovate si
possono individuare dei gruppi formati da sei rette, all’interno dei quali almeno due rette non
giacciono su uno stesso piano. Denotando le rette del primo di questi gruppicon a;,i = 1, ..., 6,
esistono altre sei rette, ognuna della quali incontra cinque rette del primo gruppo, ma non la
sesta: queste rette sono indicate con b;,i = 1,...,6, con la convenzione che la retta b; non
interseca la retta a;. L’insieme di queste 12 rette costituisce cid che i geometri tedeschi
chiamano Doppelsechs (“bisestuple™) e si puo vedere che esistono in tutto 36 bisestuple. Ogni
piano a;b;, (i # k) contiene inoltre una terza retta delle 27 di partenza, indicata con c.
Ciascuna delle rette di questo tipo, 15 in tutto, appartiene anche al piano a;b; e ne interseca 10
delle rimanenti. In questi passaggi, Fano introduce la notazione di Schlafli a;, by, c;;, per le 27
rette della cubica, pur senza citare esplicitamente il contributo del matematico tedesco.*®
Passa poi a ragionare sui piani passanti per una di queste 27 rette: ciascuno di essi interseca
la superficie cubica in una conica ed & quindi un piano bitangente alla superficie.*” Dopo aver
introdotto la definizione, non del tutto accurata, di piano tritangente, Fano individua il numero
esatto di tali piani: questo sara dato dal prodotto 5 x 27 — siccome per ciascuna delle 27 rette
ne passano altre 5 — diviso per tre, in quanto ciascun piano € contato tre volte. In totale vi
saranno quindi 45 piani tritangenti. Dalla considerazione di due piani tritangenti non aventi
nessuna delle 27 rette in comune, si perviene ai cosiddetti “triedri coniugati”. Steiner (1856)
aveva infatti introdotto il concetto di Triederpaar, non citato da Fano a Losanna, ossia uno dei
120 insiemi di 9 rette della cubica che formano due coppie di terne di piani tritangenti.*®
Ciascuna terna costituisce un triedro (Trieder) composto da piani tritangenti che si intersecano
lungo una retta non appartenente alla cubica. Due triedri sono coniugati se si intersecano lungo
le 9 rette in questione. Essi sono particolarmente rilevanti all’interno della teoria delle superfici
cubiche perché individuano un fascio di superfici del terzo ordine contenente le 9 rette. A partire
da tale fascio si pud giungere, attraverso alcuni passaggi ben sintetizzati da Fano a Losanna,
alla generazione di H.G. Grassmann (1855) delle superfici cubiche: si prova infatti che tre fasci
collineari di piani generano una superficie cubica.*® Come osservato da Fano, si tratta di una
generalizzazione della generazione di una conica a partire da due fasci proiettivi di rette.
Tuttavia, non tutte le superfici del terz’ordine ammettono una generazione di questo tipo: ad
esempio C. Segre nel 1903 aveva individuato un controesempio, costituito dalla superficie di

4 Cfr. L. SCHLAFLI 1858, An attempt to determine the twenty-seven lines upon a surface of the third order and to
divide such surfaces into species in reference to the reality of the lines upon the surface, «Quart. Journ.» 2, p. 115.

47| due punti di tangenza sono infatti quelli in cui la retta di partenza interseca la conica.

4 Modernamente, cio equivale ad avere essenzialmente 120 rappresentazioni diverse per rappresentare la generica
superficie cubica nella forma L, L,L; + L,LsL¢ = 0, dove ogni L; & una forma lineare.

49 In termini moderni, denotando con R, R,, R tre sistemi lineari bidimensionali generali di piani in P3, si puo
scegliere un isomorfismo ;: P2 — R; per ogni i = 1,2,3 e prendere in considerazione la mappa razionale
Y: P? -» P3 definita da W(x) = 1, (x) N, (x) NP3 (x). La sua immagine & una superficie cubica in P3.
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equazione x? + y3 + x¢,(x,y,z) = 0, avente I’origine come punto doppio uniplanare e ’asse
z come unica retta.>® Inoltre, aggiunge Fano, esistono delle superfici reali che ammettono una
generazione di Grassmann, ma non una generazione reale. Le superfici cubiche generabili con
tale metodo godono pero di una proprieta importante: sono infatti razionali in quanto possono
essere messe in corrispondenza birazionale con P? mediante le equazioni che compaiono nella
costruzione di Grassmann.>! Tale mappa birazionale consente di rappresentare la superficie
cubica sul piano proiettivo: il pregio fondamentale di tale rappresentazione consiste nel poter
ricondurre la ricerca delle curve sulla superficie a quella delle corrispondenti curve piane. Come
illustrato a Losanna, tale mappa non é definita in sei punti della superficie cubica, da Fano
denotati con 4;,i = 1, ... 6, e chiamati nel seguito della conferenza “punti fondamentali”. Prima
di avviarsi alle conclusioni, Fano studia una questione di realta. Riprendendo 1’ultima parte
della memoria di Cremona, analizza il legame tra le 27 rette della superficie cubica e i punti
fondamentali, individuando le seguenti possibilita:
e Le 27 rette di una superficie reale del terz’ordine sono tutte reali; in tal caso, anche i 6
punti fondamentali A; saranno reali.
e Nel caso in cui i punti A; non siano tutti reali, si avranno 1, 2 o 3 coppie di punti
coniugati immaginari. Si presentano quindi tre sotto-casi.
e Se c’¢ una sola coppia di punti immaginari, allora tra le 27 rette ve ne saranno
15 reali e 12 immaginarie, a 2 a 2 coniugate.
e Nel caso in cui le coppie di punti coniugati siano 2, si trovano 7 rette reali e 10
coppie di rette immaginarie coniugate.
¢ Infine, se i punti sono tutti immaginari a due a due coniugati, ci saranno solo 3
rette reali c;,, C34, Csq € l€ rimanenti saranno immaginarie, coniugate a due a due.
L’ultima questione affrontata da Fano consiste nella prova che una superficie reale del
terz’ordine non ammette sempre una generazione reale, ossia & rappresentabile mediante
funzioni reali definite sul piano reale, e questo € legato alla nozione topologica di connessione
della superficie. “In tutti i casi” — conclude pero Fano — “su una superficie reale del terz’ordine
priva di punti doppi, almeno tre delle 27 rette sono reali”.>? Rimane da considerare il caso di
una superficie del terz’ordine con un punto doppio — che Fano identifica con 1’origine delle
coordinate O — la cui equazione sara del tipo f, + f; = 0, dove £, e f3 sono polinomi omogenei
di secondo e terzo grado in x, y, z. Fano osserva che 1’equazione f, = 0 rappresenta un cono di
secondo grado avente O come vertice, che risultera essere il cono tangente alla superficie nel
punto doppio O. Inoltre, le rette £, = f; = 0 appartengono in generale alla superficie. Il punto
O é chiamato punto conico nel caso in cui tale cono non sia degenere; in caso contrario si parla

S0 Cfr. C. SEGRE 1903, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica, e sopra certe classi di superficie,
«Atti. R. Acc. Sci. Torino» 38, pp. 764-766

51 Nella generazione considerata in BSMT, FFa, Appunti vari, c. 39v, i parametri A, u, v corrispondono ai gruppi
di tre piani omologhi dei tre fasci, ovvero ai punti di intersezione di questi piani, che possono anche essere
interpretati come coordinate proiettive in un piano. Questo & quindi in corrispondenza birazionale con la superficie
del terz’ordine iniziale, che risulta razionale.

52 Cfr. BSMT, FFa, Appunti vari, c. 41r: “en tout cas, sur une surface réelle du 3™ ordre sans points doubles,
trois au moins des 27 droites sont réelles”.
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di punto biplanare (quando il cono degenera in due piani distinti) o uniplanare.>® Nel caso di
una retta doppia d di una superficie rigata, tutti i suoi punti sono biplanari o uniplanari. A loro
volta, questi possono essere di tipo diverso. Una superficie cubica non rigata puo avere 2, 30 4
punti doppi.

Dopo aver accennato ad alcune possibilita che si presentano per le superfici cubiche, Fano
termina la conferenza rimandando alla classificazione completa di Schlafli (1863) delle
superficie del terz’ordine: in base ai diversi casi di punti doppi, Schléfli aveva individuato 23
superfici distinte, comprese due rigate, alcune delle quali danno luogo a diversi sotto-casi dal
punto di vista delle questioni di realta.

4.4. Le fonti sulle superfici del terz’ordine, tra Italia e Germania

La scelta del tema della terza conferenza al Cercle, oltre a rappresentare un collegamento
con la precedente, dedicata alle superfici algebriche in generale, riflette 1’intenzione di Fano di
dar lustro a due vie d’indagine geometrica per lui fondamentali: quella tedesca di fine
Ottocento, di matrice sintetica, e quella della Scuola italiana. La teoria delle superfici cubiche,
dopo la sua nascita in Inghilterra ad opera di Cayley, Salmon e Sylvester, aveva raggiunto il
suo culmine in Germania, con i contributi di Clebsch, Schléfli e Sturm, ed era stata perfezionata
da due Maestri italiani: Cremona, vincitore del Premio Steiner nel 1866, e C. Segre.

Innanzitutto, Fano mostra una certa attenzione verso il pubblico, affermando che le superfici
del terz’ordine costituiscono un argomento si semplice, ma non banale e, soprattutto di un certo
interesse. Per lui, in altri termini, sono ancora attuali le parole di A. Henderson che nel 1911
all’interno di un trattato sulle 27 rette della cubica generale, aveva affermato:

Mentre é indubbio che la classificazione delle superfici cubiche sia completa, il numero di lavori
su queste superfici [...] fornisce un’abbondante dimostrazione del fatto che esse esercitano ancora
parecchio del fascino che avevano all’epoca della scoperta delle ventisette rette sulla superficie
cubica.>

Per motivare ulteriormente la scelta del tema della conversazione, Fano rimanda
all’Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, il celebre progetto editoriale cui egli
stesso aveva partecipato attivamente, investendo notevoli energie. Quando, nel 1895, F. Meyer
aveva assunto I’incarico di redigere il capitolo sulle superfici del terz’ordine, il saggio che
inizialmente doveva occupare una ventina di pagine, era finito per occuparne 90! A Losanna,
Fano non adduce ulteriori ragioni per giustificare I’interesse intrinseco della teoria delle cubiche
ma, con ogni probabilita, egli condivideva il pensiero di C. Segre al riguardo:

Le F5; hanno avuto una notevole influenza sullo sviluppo della moderna Geometria algebrica. Si
prestano molto bene ad illustrare i metodi di questa, in vari indirizzi: configurazioni, singolarita,

53 Fano osserva anche che siccome una retta passante per O interseca la superficie in un solo punto diverso da 0,
allora la superficie & in corrispondenza biunivoca con il fascio di queste rette e con un piano qualunque non
passante per O che pud essere considerato sezione di tale fascio. Inoltre, le rette f, = f; = 0 appartengono in
generale alla superficie cubica considerata.

5 Cfr. A. HENDERSON 1911, The twenty-seven lines upon the cubic surface, Cambridge, CUP, p. 1: “While it is
doubteless true that the classification of cubic surfaces is complete, the number of papers dealing with these
surfaces which continue to appear from year to year furnish abundant proof of the fact that they still possess much
the same fascination as they did in the days of their discovery of the twenty-seven lines upon the cubic surface”.
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quistioni di realta e forma, generazioni geometriche, rappresentazioni sul piano, problemi
geometrici vari.>®

Non a caso, le questioni toccate da Fano nel corso della conferenza vanno a ricoprire tutti
questi indirizzi. La superficie di Cayley, il pentaedro di Sylvester, la superficie diagonale di
Clebsch, il Doppelsechs di Schlafli, i1 triedri coniugati rientrano nella categoria delle
“configurazioni”. Il problema delle singolarita torna a piu riprese, con particolare attenzione
alla questione della presenza di particolari punti doppi sulla cubica, quelli del tipo E nella
terminologia moderna. Alle “quistioni di realta” ¢ dedicata la parte della conferenza che segue
la generazione di Grassmann della superficie cubica (“generazioni geometriche”) e la sua
rappresentabilita su P? (“rappresentazioni sul piano”). Al di 1a dei contenuti, 1’influenza
esercitata da C. Segre e notevole anche per quanto riguarda la notazione adottata da Fano. |
punti di contatto tra la conferenza di Losanna e la parte del corso di Geometria superiore del
1909-1910 di Segre dedicata alle superfici del terz’ordine sono molteplici. La costruzione delle
27 rette sulla cubica liscia irriducibile ripercorre una delle tre proposte da Segre agli studenti
dell’ateneo torinese,> quella di stampo piu geometrico. La notazione a;, by, c;; per le 27 rette &
introdotta in modo del tutto analogo a quanto fatto da Segre.>” Anche per quanto riguarda il
metodo di Grassmann per generare le superfici del terz’ordine e la trattazione della
classificazione di tali superfici, molti sono i punti in comune con le lezioni di Segre. A
differenza di Fano, quest’ultimo si addentra perd maggiormente nei dettagli, come € naturale in
un corso di matematiche superiori: ad esempio, pone 1’accento sul concetto di polo ¢ polare®®
prima di affrontare il contributo di Grassmann e, nel delineare la classificazione, inserisce
alcune considerazioni sui piani tritangenti.>® Pur trattandosi di un argomento classico della
geometria algebrica, € quantomeno singolare che Fano — a distanza di oltre trent’anni dal corso
di Segre — affronti I’argomento in modo del tutto analogo a quello del Maestro.

Vi sono pero altri due lavori che costituiscono uno sfondo ineludibile per la sua conferenza
sulle superfici cubiche: il capitolo del’EMW, citato in apertura, e la memoria di Cremona del
1868, contenente la prima sistematizzazione organica di questa teoria.’’ Da tale lavoro Fano
non trae soltanto numerosi metodi e risultati ma anche la concatenazione e 1’ordine degli
argomenti, con rare eccezioni: una di esse ¢ rappresentata dall’introduzione del concetto di
triedri coniugati che Fano inserisce subito dopo I’analisi dei 45 piani tritangenti, mentre
Cremona vi giunge solo verso la fine trattazione, all’inizio del decimo capitolo. Passando al
retaggio dell’Enzyklopédie, peculiare e il fatto che Fano annoveri tra le questioni piu
interessanti relative alle superfici cubiche le due cui Meyer dedica i primi due punti della sua
trattazione, attribuendo cosi all’esistenza delle 27 rette e al pentaedro di Sylvester un ruolo di
particolare rilievo all’interno della costruzione della teoria. L’influenza del’EWM su Fano
emerge in piu aspetti: da alcune scelte nella notazione, tra cui spicca quella utilizzata per il

%5 BSMT, FSe, Quad. 23, p. 3.
56 Jvi, p. 31.

57 Ivi, pp. 37-38.

%8 |vi, pp. 42-44.

59 vi, pp. 157-159.

0 F. MEYER 1928, Flachen dritter Ordnung, in EMW 3-2-2a, Leipzig, Teubner, pp. 1437-1531; L. CREMONA
1868, Mémoire de géométrie pure sur les surfaces du troisiéme ordre, «Jour. Crelle» 68, pp. 1-133.
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fascio di rette passanti per una retta della cubica x, = Ax3, ai diversi riferimenti a termini
tedeschi (Realitats fragen, Doppelsechs, ...). La scelta di affrontare la questione delle 27 rette
mette in luce anche una certa sensibilita di Fano verso le questioni cruciali all’interno dello
sviluppo di una teoria. La scoperta delle 27 rette sulla superficie cubica generale puo infatti
essere considerata il primo risultato non banale sulle superfici algebriche di ordine superiore a
due, al punto da segnare 1’inizio della moderna geometria algebrica.5!

Bisogna infine tener presente che Fano, durante la lunga attivita di docenza a Torino, aveva
gia elaborato alcune riflessioni di carattere didattico sulle superfici del terz’ordine. Queste
venivano infatti da lui solitamente introdotte all’interno di un corso speciale di Complementi di
geometria proiettiva, destinato agli studenti di Matematica e Fisica del secondo anno, con
I’obiettivo di

dare ai giovani alcune nozioni che, pur uscendo in parte dal campo della geometria proiettiva
tradizionale del 1° biennio universitario, devono tuttavia considerarsi comprese nell’ambito di
quella coltura generale geometrica, che viene comunemente presupposta in corsi monografici di
geometria superiore.5?

Per Fano é quindi naturale, davanti al pubblico di Losanna, presentare le principali questioni
che si incontrano nella teoria delle superfici di grado tre — per la quale “si hanno tutt’ora poche
esposizioni di carattere didattico”® — con lo stesso taglio che aveva dato alle sue lezioni,
riproponendo diversi cenni storici e osservazioni metodologiche che per anni aveva illustrato
agli studenti torinesi. A Losanna Fano non ha vincoli dovuti alla “limitata preparazione
dell’uditorio in campo algebrico”, ma si trova di fronte a un pubblico variegato; I’intento &
prettamente divulgativo, piuttosto che didattico, ma 1’approccio espositivo ¢ del tutto analogo.
“Data la ristrettezza di tempo”, Fano cerca di “dare e chiarire idee generali, anziché insistere su
dettagli di dimostrazioni”. C’¢ pero un fattore che fa da denominatore comune a divulgazione
e didattica, di cui Fano ¢ ben consapevole: “interessare un certo numero di giovani, rispondendo
cosi a uno dei principali intenti””®* dell’insegnamento ma — potremmo aggiungere — anche della
divulgazione.

4.5. La quarta conferenza: Les surfaces du 4°™ ordre, en particulier surfaces de
Kummer et de Steiner

A distanza di circa tre mesi dalla conferenza sulle superfici cubiche, il 13 maggio 1943 Fano
passa ad analizzare le superfici del quarto ordine.®® Tuttavia, come sottolinea anch’egli in
apertura,

61 Cfr. 1. DOGLACHEV 2004, Luigi Cremona and cubic surfaces, arXiv:math/0408283, p. 1: “The discovery of 27
lines on a general cubic surface can be considered as the first non-trivial result on algebraic surfaces of order higher
than 2. In fact, it can be considered as the beginning of modern algebraic geometry”.

62 G. FANO 1935¢, Complementi di geometria, Torino, Gili, p. IX.
83 Ivi, p. X.
6 1bidem.

% In questa sezione e nella successiva, saranno utilizzati i riferimenti alle carte manoscritte di Fano (BSMT, FFa,
Scritti. 1) di cui si fornisce I’edizione critica completa nell’ Appendice B.3, e non alla pubblicazione postuma curata
da Andreotti.
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alla ricca collezione di ricerche e di proposizioni concernenti la teoria generale delle superficie
cubiche fa tristo riscontro la totale assenza di nozioni intorno alle superficie generali di quarto

ordine [...]. Per converso molte notevoli classi di superficie di quarto ordine vennero studiate a
fondo.®®

Secondo Fano, emblematico in tal senso ¢ il fatto che il 90% del saggio del’EMW relativo
sia dedicato all’analisi di superfici particolari. Prima di addentrarsi nella descrizione di queste
ultime, Fano ricorda la definizione di classe di una superficie di ordine n. Questa rappresenta il
numero di piani tangenti alla superficie passanti per una sua retta data ed & pari a n(n — 1)2.
Cio implica che una superficie generale del quarto ordine e di classe 36 ma, come sottolineato
prontamente da Fano, la presenza di singolarita comporta una diminuzione della sua classe: in
particolare, la presenza di un punto doppio isolato implica una diminuzione di due unita. Le
superfici di grado quattro possono avere al piu 16 punti doppi: in tal caso esse sono di classe 4
e appartengono alla famiglia delle superfici di Kummer, su cui Fano tornera piu avanti
nell’esposizione.

Prima di dedicarsi all’analisi di alcune superfici particolari del quart’ordine, egli affronta
una questione centrale all’interno dello studio di qualsiasi ente della geometria algebrica: la
razionalita. A differenza di quanto accade per le superfici di grado due e tre, in generale le
superfici del quart’ordine non sono razionali, come rilevato gia da Nother nel 1888. Tuttavia, il
matematico tedesco aveva messo in luce 1’esistenza di alcune condizioni che implicano la
razionalita. Nello specifico, per essere razionale una superficie di grado quattro deve contenere
una retta doppia, o un punto triplo, o alcuni punti doppi particolari che non possono pero essere
complanari. Queste tre possibilita vanno a costituire i tre nuclei principali attorno cui Fano
organizza la propria esposizione.

Partendo dagli eventuali punti doppi isolati, Fano osserva che si puo imporre a una superficie
di grado quattro di passare per al piu 7 punti arbitrari di questo tipo; se ve ne sono di piu, essi
assumono necessariamente una configurazione particolare. E questo il caso del simmetroide di
Cayley, superficie del quart’ordine ottenuta come luogo degli zeri di un determinante di una
matrice simmetrica 4 X 4 di forme lineari. La superficie generale di questo tipo ha 10 punti
doppi isolati, determinati dall’annullarsi dei minori del terz’ordine della matrice di partenza. Il
cono tangente alla superficie passante per uno di essi, si decompone in due coni di grado tre,
passanti entrambi per 9 rette che congiungono tale punto agli altri punti doppi. Dopo aver
descritto nel dettaglio tale configurazione, Fano introduce un caso particolare di simmetroide:
si tratta della superficie hessiana di una superficie cubica f (x) = 0 priva di punti doppi, definita

| =o.
O0x;0xy

Tralasciando le altre superficie di ordine quattro aventi fino a 15 punti doppi, Fano torna alla
superficie di Kummer osservando che su di essa “tutte le proprieta, tutte le caratteristiche si
corrispondono per dualita”. ®” Questo significa che, poiché vi sono 16 punti doppi, per dualita
si hanno anche 16 piani doppi, ognuno dei quali contiene 6 punti doppi. Viceversa, ciascun
punto doppio appartiene a 6 piani. Fano si addentra poi nei dettagli di tale struttura: il cono
tangente alla superficie passante per uno dei punti doppi € composto da 6 piani doppi e contiene

dall’equazione |

% G. LORIA 1931, Il passato e il presente delle principali teorie geometriche. Storia e bibliografia, Padova, Cedam,
4ed.,p. 92

67 BSMT, FFa, Scritti. 1, c. 2v: “toutes les propriétés, tous les caractéres se correspondent par dualité”.
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15 rette, date dall’intersezione dei 6 piani a due a due. Si ottiene cosi una configurazione molto
particolare, composta da 16 punti e 16 piani (ciascuno dei quali appartenente a 6 elementi
dell’altro tipo) e 120 rette (ciascuna passante per 2 dei 16 punti e intersezione di 2 dei 16 piani).
Al di 1a dell’aspetto prettamente geometrico, la superficie di Kummer gode di tre proprieta
importanti: e una superficie iperellittica; contiene solo curve di ordine pari; il rapporto
anarmonico dei quattro punti di intersezione di questa superficie con una qualsiasi retta e uguale
al rapporto anarmonico dei quattro piani tangenti della superficie passanti per la medesima retta.

Dopo aver illustrato tali proprietad, Fano introduce altre due superfici del quart’ordine
strettamente legate a quella di Kummer. La prima é la superficie di Weddle, luogo dei vertici
dei coni del second’ordine passanti per 6 punti generici dati ¢ trasformazione birazionale della
superficie di Kummer a meno di una trasformazione cremoniana dello spazio. La seconda
rappresenta invece un caso particolare della superficie di Kummer: si tratta della superficie
d’onda dei cristalli biassiali (0 superficie di Fresnel), di cui Fano fornisce anche I’equazione
esplicita, correlata al fenomeno fisico della rifrazione conica. Dal punto di vista geometrico,
tale superficie puo essere ottenuta a partire da un ellissoide tagliandolo con un piano passante
per il centro e riportando sui due diametri perpendicolari al piano le lunghezze pari ai
semidiametri della relativa sezione.

Passando alle superfici del quart’ordine contenenti una curva di punti doppi, Fano esclude
la possibilita che essa sia di grado tre: in tal caso, la superficie corrispondente sarebbe una
rigata. Rimangono quindi il caso di una superficie di grado quattro contenente una retta doppia,
in generale di classe 20, ma che puo arrivare ad essere di classe 4 se contiene 8 punti doppi
isolati, e quello in cui la superficie contiene una conica doppia, in generale di classe 12, ma che
puo essere anch’essa di classe 4 nel caso in cui possegga 4 punti doppi isolati. All’interno di
questa seconda categoria rientrano le ciclidi: si tratta di superfici caratterizzate dalla proprieta
di avere come conica doppia il cerchio assoluto, gia studiate da Darboux e T. Moutard.%® Come
evidenziato da Fano, all’interno della famiglia delle ciclidi rientra la cosiddetta “ciclide di
Dupin” che gode della proprieta di avere dei cerchi come linee di curvatura. A sua volta, il toro
e un caso particolare di ciclide di Dupin, le cui linee di curvatura sono i meridiani e i paralleli.

Le superfici quartiche aventi un punto triplo O costituiscono il terzo e ultimo aspetto toccato
da Fano. La razionalita di tali superfici discende direttamente dall’esistenza di un punto siffatto:
infatti, essa pud essere rapportata biunivocamente al fascio di rette passanti per O e, di
conseguenza, € in corrispondenza birazionale con un qualsiasi piano sezione del fascio che non
contiene O. Per tale punto possono passare anche una, due o tre rette doppie. In quest’ultimo
caso si ottiene una superficie particolare, per cui Fano nutre un certo interesse: la superficie di
Steiner, che gode di alcune proprietad notevoli. E infatti caratterizzata dal fatto di essere
intersecata da tutti i suoi piani tangenti secondo curve di ordine quattro, composte da due
coniche. In particolare, & I’unica superficie del quart’ordine a contenere o0? coniche e, come
dimostrato da Picard, ad avere sezioni unicursali senza essere una rigata. Fano osserva ancora
che esiste una rappresentazione analitica piuttosto semplice per la superficie di Steiner:
mediante le equazioni parametriche x; = t?,i = 1,...4, la sua equazione cartesiana puo essere
scritta come

68 Cfr. T. MOUTARD 1864, Sur les surfaces anallagmatiques du quatrieme ordre, «Nouv. Ann.» (2) 3, pp. 536-
539. E qui approfondito lo studio delle ciclidi “anallagmatiche”, ossia le superfici trasformate in se stesse da
trasformazioni per raggi reciproci.
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> Jm=o.
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E inoltre di classe 3 e, come sinteticamente dimostrato nella chiusa della conferenza, puod
essere ottenuta come proiezione della superficie di Veronese di P>.

Fano termina quindi la conferenza soffermandosi sulla superficie di Steiner, da lui gia
analizzata nel dettaglio negli anni precedenti, molto probabilmente quando era ancora in Italia.
Tra i suoi appunti, infatti, compare una carta manoscritta in italiano®® contenente uno studio
sistematico dei punti cuspidali di tale superficie, con i conti svolti esplicitamente.

4.6. Tra tradizione e innovazione: da Fano ad Andreotti

Come nel caso delle superfici cubiche, nel corso di tutta la trattazione Fano rimanda a una
letteratura ampia, anche se ormai classica. Per quanto riguarda i lavori stranieri, sono citati
quelli di Nother relativi allo studio generale delle superfici del quart’ordine e della loro
razionalita; Kummer, Klein e J. Plicker sulla superficie di Kummer; Picard e Humbert sulle
superfici iperellittiche; A.J. Fresnel, W.R. Hamilton, S. Lloyd sulla superfice d’onda dei cristalli
biassiali; C. Dupin, Darboux e Moutard sulle ciclidi; H. Schroter, Steiner, Weierstrass,
Kronecker, Clebsch, Cayley e ancora Kummer a proposito della superficie di Steiner.
Particolare rilievo & naturalmente dato ai contributi apportati dai geometri italiani, quali
Cremona, Segre, Castelnuovo, Enriques, Severi, Bagnera e De Franchis. Le ricerche sulla teoria
delle superfici iperellittiche ad opera degli ultimi due erano valse loro 1’assegnazione del
prestigioso Premio Bordin (1909), contribuendo cosi a rafforzare il primato della Scuola italiana
di geometria a inizio Novecento. Un primato, questo, che i geometri italiani avevano sottratto
ai colleghi tedeschi a partire dalla fine dell’Ottocento, come sottolinea Fano a Losanna, facendo
riferimento al teorema di Kronecker-Castelnuovo per il quale una superficie di P2 contenente
oo? sezioni piane riducibili & una rigata o & una superficie di Steiner. Enunciato dal matematico
tedesco a Roma nel 1886, questo risultato era stato dimostrato rigorosamente solo sei anni piu
tardi da Castelnuovo, con i metodi tipici della tradizione italiana.

Oltre ad introdurre diversi esempi concreti, durante I’esposizione Fano presta molta
attenzione ad alcuni elementi che si collocano a pieno titolo all’interno del patrimonio della
Scuola. Innanzitutto, si ritrova I’esigenza di estendere le definizioni dal campo delle curve a
quello delle superfici. E quanto accade per la definizione di “tacnodo”: dopo averla introdotta
nel caso delle curve, come limite di due punti doppi infinitamente vicini — illustrandola anche
con efficaci disegni esplicativi’® — Fano allarga il concetto alle superfici. In secondo luogo,
ricollegandosi ad alcune ricerche di C. Segre del 1883, mette in luce le potenzialita
dell’approccio iperspaziale che permette di ‘trasportare’ le proprieta degli enti geometrici

89 Cfr. BSMT, FFa, Scritti. 2. Cfr. anche BSMT, FTe, Carte Terracini: A. Andreotti a A. Terracini, S. Pellegrino
al Cassero (PT) 17.9.1953. “Un’ultima pagina del manoscritto contiene solo dei calcoli di Fano sopra la superficie
di Steiner che non credo abbiano molto a che fare colla conferenza medesima; probabilmente si tratta di alcuni
calcoli preparatori per studiare in dettaglio sull’equazione le proprieta della superficie, non penso si debba
pubblicarla”.

0 Cfr. BSMT, FFa, Scritti. 1, c. 2r. Attraverso due disegni distinti Fano fornisce una visione dinamica del concetto
di tacnodo.
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immersi in uno spazio di dimensione superiore alle varieta ottenute dalla loro proiezione.
Questo metodo si rivela efficace anche nel caso delle ciclidi, superfici di quarto grado
contenenti una conica doppia:

Queste superfici possono anche essere ottenute molto semplicemente come proiezioni di superfici
del quart’ordine, di uno spazio a 4 dimensioni. Come accade sempre, le proprieta di queste ultime
superfici sono piu facili da stabilire rispetto a quelle delle loro proiezioni. L’intersezione di 2
quadriche di spazio quadridimensionale & precisamente una superficie del quart’ordine.
Prendiamo come centro della proiezione un punto P appartenente a una delle due quadriche e non
all’altra. Lo spazio tridimensionale tangente in P alla prima quadrica incontrera questa in un cono
del second’ordine, di cui P € il vertice. La seconda quadrica incontrera il cono in una curva la cui
proiezione sara una doppia conica. Le F* aventi una conica doppia si possono ottenere tutte in
questo modo.™

Anche durante la quarta conferenza di Losanna Fano non rinuncia a inserire qualche
excursus storico, come quello relativo alla superficie romana di Steiner. Quest’ultimo, infatti,
non aveva pubblicato nulla sull’argomento e, qualche mese dopo la sua morte, tale superficie
era stata posta al centro di alcune comunicazioni tenute da Kummer, Weierstrass e Schroter
all’Accademia di Berlino. Weierstrass aveva attribuito questa scoperta a Steiner, presentando
una ricostruzione dei ragionamenti sintetici di quest’ultimo, sui quali avevano conversato in
passato. Tale ricostruzione sarebbe poi stata avvalorata da alcuni appunti manoscritti, ritrovati
dallo stesso Weierstrass all’atto di curare la pubblicazione delle Gesammelte Werke di Steiner.

Interessante é il fatto che, a differenza delle altre conferenze di Losanna, Fano inserisce in
questo caso qualche collegamento con la fisica e con il mondo reale. La superficie di Fresnel
costituisce un ottimo esempio di come enti astratti della geometria algebrica quali le superfici
del quart’ordine abbiano in realta una controparte in natura, permettendo cosi a Fano di
sottolineare I’unitarieta della scienza di fronte al pubblico del Cercle. Un ulteriore elemento di
originalita e costituito dalla struttura che Fano adotta per la propria esposizione: la trattazione
delle superfici di quarto grado € infatti divisa in tre macro-casi, a seconda che esse posseggano
particolari punti doppi, una curva doppia o un punto triplo. Pur essendo innovativo nella
concatenazione e nell’ordine degli argomenti, dal punto di vista dei contenuti Fano si muove
ancora una volta nel solco della tradizione. Lo testimoniano i numerosi echi alla voce
dell’enciclopedia tedesca sulle superfici del quart’ordine, da un lato, e ai capitoli dedicati
all’argomento all’interno dell’ultima edizione dell’opera di G. Loria Il passato e il presente
delle principali teorie geometriche (1931), dall’altro.”

L BSMT, FFa, Scritti. 1, cc. 4r-4v: “Ces surfaces peuvent aussi s’obtenir trés simplement comme des projections
de surfaces du 4°™ ordre, de I’espace a 4 dimensions. Comme il arrive toujours, les propriétés de ces derniéres
surfaces sont plus simples a établir que celles de leurs projections. L’intersection de 2 quadriques de I’espace a 4
dimensions est justement une surface du 4™ ordre. Prenons comme centre de la projection un point P appartenant
a 'une des deux quadriques et non a I’autre. L’espace a 3 dimensions tangent en P & la premiére quadrique
rencontrera celle-ci en un cone du 2" ordre, dont P est le sommet. La deuxiéme quadrique rencontrera le céne en
une courbe dont la projection sera une conique double. Les F* ayant une conique double peuvent s’obtenir toutes
par cette voie”.

2 Cfr. F. MEYER 1930, Flachen vierter und héherer Ordnung, in EMW 3-2-2a, Leipzig, Teubner, pp. 1572-1574,
1647-1662, 1680-1683, 1685-1741; LORIA 1931, cit., pp. 89, 92, 96-99, 102-104.
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Un ultimo aspetto del tutto peculiare di questa conferenza ¢ che essa ¢ ’'unica ad essere stata
pubblicata,” postuma, “come omaggio alla memoria del Prof. Gino Fano” da parte della
“redazione dei Rendiconti del Seminario dell’Universita e del Politecnico di Torino”. Come
specificato nell’introduzione,

E da tener presente che il testo [...] non era redatto per la stampa. Comungque esso viene riprodotto
salvo varianti inessenziali. Le parti in parentesi quadra costituiscono integrazioni di punti non
sviluppati nel manoscritto, e sono dovute al Prof. Aldo Andreotti. Ci e parsa non inutile la
pubblicazione della conferenza, che sia pure in breve, da con molta eleganza un’idea assai
completa e panoramica degli argomenti trattati.”

A Torino la pubblicazione di questa conferenza fu affidata ad Andreotti (1924-1980),”
successore di Fano sulla cattedra di Geometria analitica con elementi di proiettiva e geometria
descrittiva con disegno.

A partire dall’ottobre del 1942, Andreotti si era formato presso la Scuola Normale Superiore
di Pisa, dove aveva seguito i corsi di L. Tonelli. Dopo I’occupazione nazista del 1943, era stato
costretto a fuggire in Svizzera per evitare la deportazione nei campi di lavoro in Germania. Si
era trasferito cosi a Losanna dove aveva frequentato i corsi all’Universita, diventando allievo
di Eckmann e De Rham. Anche se i verbali delle sedute del Cercle Mathématique non
forniscono indicazioni sul pubblico che assistette alle conferenze di Fano, & altamente plausibile
che Andreotti fosse tra gli uditori. Rientrato in Italia solo dopo la fine della guerra, Andreotti
aveva completato il dottorato a Pisa nel 1947 con una tesi sulle rappresentazioni conformi.
Dopo il conseguimento del titolo, si era trasferito a Roma dove aveva collaborato per tre anni
con Severi, prima come ricercatore presso I’INDAM e poi come suo assistente. E in questo
periodo che aveva sviluppato un forte interesse per le tematiche di ricerca tipiche della Scuola
geometrica italiana. Nel 1950 aveva trascorso alcuni mesi di perfezionamento a Princeton,’
entrando in contatto con i maggiori matematici dell’epoca come Lefschetz, Weil, Zariski, K.

3 1] testo a stampa restituisce fedelmente i contenuti della conferenza di Fano, con poche integrazioni apportate
da Andreotti e segnalate tra parentesi quadre. Non restituisce perd la natura del manoscritto, con le numerose
aggiunte, modifiche e ripensamenti di Fano e mancano i riferimenti puntuali e dettagliati delle opere citate da
Fano, motivo per cui ¢ parso necessario fornire un’edizione critica moderna condotta secondo i correnti criteri
filologici in appendice a questa tesi.

" G. FANO/ A. ANDREOTTI (ed.) 1953, Les surfaces du quatriéme ordre, «Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino»
12, p. 301. Questa premessa viene inserita di comune accordo da Andreotti e Terracini. Cfr. BSMT, FTe, Carte
Terracini 1953, lett. 147: A. Andreotti a A. Terracini, S. Pellegrino al Cassero 17.9.1953. “Per la conferenza di
Fano ho cercato di conservare il testo pressoché intatto. Vi dovremo aggiungere alcune note bibliografiche ed una
nota spiegativa all’inizio che faccia presente come la conferenza, essendo indirizzata ad un pubblico molto vario,
non poteva entrare in eccessivi dettagli; d’altra parte, I’eleganza e la rapidita della esposizione la renderanno
probabilmente utile a chi voglia avere idee indicative e generali sul soggetto. Mi riferisco in particolare ai nostri
studenti.”

S Per approfondire la biografia scientifica di Andreotti cfr. F. GHERARDELLI 1981, Aldo Andreotti, «Boll. UMI»
(5) 18, pp. 337-345; P. SALMON 1990, Le origini dell’algebra commutativa in Italia, «<Rend. Sem. Mat. Univ. Pol.
Torino» 48, pp. 433-436; A. CoLLINO 1999, Aldo Andreotti, in C.S. ROERO (ed.), La Facolta di Scienze
Matematiche Fisiche Naturali di Torino, 1848-1998, vol. 2, | docenti, Torino, DSSP, pp. 660-662. Si illustrano in
questo paragrafo gli aspetti essenziali del rapporto tra Fano e Andreotti e gli elementi innovativi apportati da
quest’ultimo durante gli anni dell’attivita di docenza a Torino.

6 In questo periodo incontra anche Fano che si trovava negli USA ospite dei figli. Cfr. BSMT, FTe, Carte
Terracini: G. Fano a A. Terracini, Washington 20.12.1950.
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Kodaira, C.L. Siegel e D. Spencer. Qui aveva avuto modo di allargare i propri orizzonti
metodologici, venendo a conoscenza dei piu recenti sviluppi nei campi dell’algebra e della
topologia algebrica. Rientrato in Italia, Andreotti aveva partecipato al concorso a cattedra di
geometria presso 1’Universita di Torino, risultando vincitore. Nelle ultime settimane del 1951
si era spostato in questa citta,”” dove la sua traiettoria personale si intreccia ancora una volta
con quella di Fano, scomparso poco meno di un anno dopo il suo trasferimento. Alla luce di
questi elementi, e in un certo senso naturale che ad Andreotti sia stato affidato il compito di
curare la pubblicazione della conferenza di Fano.”® Nel settembre del 1953, mandando una
prima bozza del testo a Terracini, Andreotti dichiara:

Una parte sopra la superficie di Fresnel non sono stato capace di decifrarla; forse di ritorno a
Torino potro confrontare una citazione del testo nella speranza di ricostruire le osservazioni di
Fano. Spero di poter fare il mio meglio per rendere il mio modesto omaggio all’illustre maestro
cui sono legato da vincoli particolari di riconoscenza.”

Nonostante la profonda ammirazione per 1’opera di Fano, Andreotti € ben consapevole dei
limiti della geometria algebrica classica e dell’assoluta necessita di un rinnovamento. Cosi,
appena ventisettenne, da il via ad una “piccola rivoluzione nell’insegnamento” nel capoluogo
piemontese, presentando agli studenti i nuovi argomenti dell’algebra moderna con “una
maturita assolutamente sbalorditiva, derivante in buona parte da lunghi mesi trascorsi negli Stati
Uniti” 8 Tra il 1951 e il 1956, anno del suo trasferimento a Pisa,®* egli da al corso di Geometria
descrittiva destinato agli studenti del secondo anno I’assetto di un moderno corso di geometria
algebrica, introducendo in apertura la teoria degli ideali e le principali nozioni di algebra
commutativa.8? Accanto a questo, Andreotti tiene per incarico dei corsi monografici di

" Cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Andreotti: Ministero della Pl a M. Allara, Roma 5.1.1952; M. Allara R.
Deaglio e A. Andreotti, 11.1.1952; R. Deaglio a M. Allara, 20.1.1952; M. Allara al direttore dell’Ufficio
provinciale del Tesoro, Torino 17.4.1952; M. Allara al Rettore dell’Universita di Notre Dame (IN), Torino
2.12.1953; M. Allara all’Ufficio anagrafe del comune di Torino, Torino 6.6.1953. Cfr. BSMT, FTe, Carte
Terracini: A. Andreotti a A. Terracini, Roma 18.12.1951. Andreotti prende servizio come professore straordinario
presso 1’ateneo torinese il 15 dicembre 1951.

78 La stima tra Fano e Andreotti ¢ reciproca. Cfr. BSMT, FTe, Carte Terracini: G. Fano a A. Terracini, Washington
28.4.1952. “Ti ringrazio pure delle varie notizie italiane che mi dai; e ho molto piacere abbiate potuto acquistare
costi con Andreotti un ottimo elemento, che sara in sostanza il mio successore.”

9 BSMT, FTe, Carte Terracini: A. Andreotti a A. Terracini, S. Pellegrino al Cassero (PT) 17.9.1953.
80 SALMON 1996, cit., p. 232.

8L Cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Andreotti: Ministero della Pl a M. Allara, Roma 9.3.1956. Andreotti &
trasferito sulla medesima cattedra presso la facolta di Scienze MFN dell’Universita di Pisa dal 1.11.1956.

82 Cfr. ASUT, Registri delle lezioni di Geometria analitica con elementi di proiettiva e geometria descrittiva con
disegno di A. Andreotti, a.a. 1951-52, 1952-53, 1953-54, 1954-55, 1955-56. In particolare, durante il suo ultimo
anno di docenza a Torino, Andreotti dedica le prime 16 lezioni del corso ad un’accurata introduzione delle nozioni
di gruppo, corpo, anello e ideale, del teorema della base e della teoria della divisibilita per polinomi di una
variabile, concludendo con il teorema dell’unicita della scomposizione di tali polinomi in fattori irriducibili. Una
parte del programma reca il titolo provocatorio “La geometria descrittiva non & geometria”. Su questo aspetto cfr.
SALMON 1996, cit., p. 232: “Era inoltre assurdo continuare ad insegnare nel primo biennio di matematica la
geometria descrittiva che veniva da lui sostituita con vari argomenti di algebra: ideali, polinomi, risultante (il
suggeritore implicito della sostituzione, secondo la presentazione del corso fatta da Andreotti il primo giorno di
lezione, era Klein: la geometria descrittiva non presentava proprieta invarianti rispetto a nessun gruppo di
trasformazioni, dunque non era una geometria ed andava pertanto bandita dall’insegnamento!)”.
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Matematiche superiori, durante i quali spazia tra temi di grande modernita, “visti con
consapevole preveggenza come strumenti fondamentali dei progressi futuri della geometria
algebrica”.® Vincitore del premio annuale dell’ Académie Royale de Belgique nel 1952, durante
il triennio in cui é professore straordinario a Torino tiene 23 lezioni sulla teoria di Galois (a.a.
1951-52), un corso sugli integrali abeliani e le superfici di Riemann (a.a. 1952-53) e uno sulla
geometria sopra una curva algebrica (a.a. 1953-54)® da un punto di vista moderno e ormai
lontano da quello di Fano, del quale ha da poco ultimato 1’edizione della conferenza di Losanna.
L’“elevata capacita didattica” di Andreotti che si concretizza in un insegnamento “fecondo di
nuovi indirizzi” e i suoi meriti scientifici gli valgono la nomina ad ordinario nel dicembre del
1954.8% In quello stesso anno, dedica il corso di Matematiche superiori ad argomenti scelti di
geometria differenziale, volgendo poi I’attenzione ai fondamenti della topologia algebrica nel
1955-56, ultimo anno di permanenza a Torino.8® Vivo ¢ il suo desiderio di far penetrare
all’interno dell’ambiente universitario torinese le nuove tendenze di ricerca internazionali,
come emerge da un’esplicita richiesta a Terracini: “Non sara possibile sentire nel prossimo
inverno qualche conferenza a Torino di Hodge, Eckmann o De Rham? Ma forse sono un
mistico, perché costa troppo”.8’

La figura di Andreotti segna cosi il passaggio all’interno dell’ateneo torinese dalla geometria
algebrica classica, ben rappresentata dall’attivita di C. Segre prima e di Fano poi, alla geometria
algebrica moderna.

4.7. Traricerca e divulgazione: le trasformazioni di contatto birazionali nel piano

La quinta ed ultima conferenza tenuta da Fano al Cercle il 10 febbraio 1944 é dedicata alle
trasformazioni di contatto birazionali nel piano.%® La scelta del tema & particolarmente
significativa sotto un duplice punto di vista: da un lato, € la prima volta che Fano presenta in
questa sede alcuni suoi contributi personali; dall’altro, testimonia che egli a Losanna non
interrompe del tutto 1’attivita di ricerca.

Dopo aver citato i lavori di Lie che hanno aperto la via agli studi sulle trasformazioni di
contatto birazionali nel piano, Fano definisce il concetto di “figura fondamentale” nel piano
come I’insieme di un punto e di una retta passante per quel punto. Se si considera la retta
limitatamente all’intorno del punto, tale figura ¢ detta “elemento lineare” (o, semplicemente,
“elemento”). Analizzando questo concetto dal punto di vista analitico, si possono introdurre tre

8 CoLLINO 1999, cit., p. 662.
8 Cfr. ASUT, Registri delle lezioni di Matematiche superiori di A. Andreotti, a.a. 1951-52, 1952-53, 1953-54.
8 Cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Andreotti, estratto del Consiglio di Facolta del 17.12.1954.

8 Cfr. ASUT, Registri delle lezioni di Matematiche superiori di A. Andreotti, a.a. 1954-55, 1955-56. Il corso di
geometria differenziale consta di 52 lezioni. Quello successivo & composto da 26 lezioni sugli spazi topologici,
con particolare attenzione ai concetti di omotopia, omologia e partizione dell’unita, e si chiude con lemmi di De
Rham e di Lebesgue.

8 BSMT, FTe, Carte Terracini: A. Andreotti a A. Terracini, S. Pellegrino al Cassero (PT) 17.9.1953.

8 Ricordiamo che, in termini moderni, denotando con ]Pﬂﬂlﬂ il proiettivizzato del fibrato cotangente di P2, una
trasformazione birazionale di contatto del piano & un automorfismo birazionale a tale che p-a = b - p, dove
p: PQp2 — P? ¢ la proiezione naturale e b € Bir(P?).
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coordinate: le coordinate cartesiane del punto (x, y) e il coefficiente angolare p = Z—Z della retta

considerata.

Fano osserva poi che un sistema oo?! di elementi puo dar luogo, in generale, sia a una curva
—definita come il luogo dei punti di coordinate (x, y) di tali elementi lineari — siaa un inviluppo
di rette e, solitamente, si tratta di luoghi distinti. Questo sistema di elementi € detto “unione”
(dal tedesco Verein) quando la curva e I’inviluppo delle rette coincidono, ovvero si tratta di un
sistema co® di elementi di una curva, ciascuno dei quali & costituito da un punto della curva e
dalla retta in esso tangente. Questa definizione include il caso degli elementi di una retta, come
esempio di elementi lineari a punto variabile e retta fissa. Come sottolinea Fano, il concetto di
unione e particolarmente importante in quanto accorpa le due nozioni, solitamente separate, di
punto e retta. Dal punto di vista analitico, dy — pdx = 0 rappresenta la condizione che devono
soddisfare gli elementi di un’unione. Ma cosa accade dal punto di vista geometrico? Fano
osserva che due elementi infinitamente vicini di un’unione sono tali che il punto dell’uno
appartiene alla retta dell’altro, a meno di un infinitesimo di ordine superiore. In tal caso, si dice
che i due elementi sono “in posizione unita”. Questa osservazione gli consente di fornire una
seconda definizione di unione, di taglio piti geometrico, come “il sistema oo di elementi in cui
ciascuno & in posizione unita con i suoi infiniti punti”.®

A questo stadio, Fano ha tutti gli elementi necessari per introdurre la definizione di
trasformazione di contatto nel piano: si tratta di una trasformazione dei tre elementi x, y, p tale
che a unioni corrispondano ancora unioni o, equivalentemente, elementi in posizione unita
siano mandati in elementi ancora in posizione unita. Dopo aver esplicitato cosa accade dal punto
di vista analitico, Fano introduce i concetti di trasformazione puntuale nel piano e di
trasformazione puntuale estesa che afferma essere due casi particolari delle trasformazioni di
contatto. Definisce poi una trasformazione birazionale di contatto come una trasformazione del
tipo succitato, algebrica e biunivoca, a meno di eventuali elementi eccezionali sui quali la
corrispondenza ¢ indeterminata. Tali trasformazioni si possono estendere a tutto il piano. Anche
in questo caso, Fano non rinuncia a fornire alcuni esempi come le trasformazioni cremoniane
del piano punteggiato e del piano rigato, e i loro prodotti. Un caso particolare di questi prodotti
e costituito dalle “trasformazioni per polari reciproche” (0 reciprocita piane) che mandano gli
elementi punto-retta in elementi retta-punto.

Prima di proseguire, Fano fornisce ancora alcune coordinate temporali: ricorda che le
trasformazioni di contatto birazionali erano state considerate da L. Autonne in due memorie del
1887-88, prima che egli stesso le prendesse in esame a partire dal 1925. Dopo aver citato i
propri lavori, Fano afferma di aver ripreso recentemente a fare ricerca su questo tema® e illustra
al pubblico del Cercle le due questioni che, secondo lui, meritano di essere considerate piu
attentamente. La prima consiste nel caratterizzare i sistemi co? di curve che corrispondono,
sotto una trasformazione di contatto birazionale, ai punti del piano o alle rette. La seconda
questione, piu difficile da dirimere, é legata alla necessita di determinare le operazioni piu
semplici attraverso le quali & possibile ottenere, come prodotti, la totalita delle trasformazioni
birazionali di contatto del piano. Riguardo a questo ultimo punto, Fano svela agli uditori quale

8 BSMT, FFa, Scritti. 3, c. 1r: “une union est aussi un systéme oo’ d’éléments donc chacun est en position unie
avec son infini points”.

% Cfr. BSMT, FFa, Scritti. 3, c. 2r: “dans ces derniers mois j’ai repris mes recherches sur ce sujet”.
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era stata la sua idea di partenza: avrebbe voluto mostrare che ogni trasformazione di questo tipo
si puo ottenere mediante il prodotto alternato di una trasformazione cremoniana del piano rigato
e di una del piano punteggiato, ma si era presto accorto che cio non era possibile.

Il prosieguo della conferenza € articolato attorno al primo di questi due problemi
fondamentali, riguardo al quale Fano ripropone alcune parti delle sue ricerche precedenti ma
fornisce anche nuovi spunti di indagine. Dal punto di vista metodologico, Fano sottolinea che
durante i suoi studi ha cercato di mantenere il piu possibile 1’analogia con le trasformazioni
cremoniane, seguendo la via tracciata da Cremona per la determinazione delle reti di curve
corrispondenti alle rette del piano mediante una trasformazione birazionale. Illustra quindi il
concetto di rete omaoloidica® di curve, sottolineando che come due rette del piano si
intersecano in un unico punto lo stesso dovrebbe accadere per le curve loro immagini ottenute
mediante la trasformazione. Se tali curve hanno grado n > 2, questo non accade: si hanno infatti
dei punti multipli, possibilita che Fano illustra nel dettaglio nel caso delle trasformazioni
quadratiche.® Tuttavia, afferma Fano, & possibile trascurare i punti eccezionali, ovvero i punti
in comune alle curve della rete, in cui la corrispondenza & indeterminata.®

Per muoversi all’interno di un quadro di analogia, & necessario introdurre per le
trasformazioni di contatto birazionali un concetto analogo a quello di rete omaloidica. Per fare
ci0, Fano osserva che le curve (o unioni) corrispondenti ai punti saranno anch’esse razionali,
siccome dovranno corrispondere agli o? elementi di uno stesso punto, e il sistema o? stesso
di queste curve e razionale. | sistemi di questo tipo sono chiamati da Fano sistemi omaloidici e
sono caratterizzati da due proprieta fondamentali.

a) Ogni curva del sistema deve essere completamente determinata da un elemento, ossia da

un punto e dalla tangente in quel punto.®*

b) Ogni curva del sistema deve avere un solo elemento variabile in posizione unita con

ciascuno degli oo? elementi infinitamente vicini.®

Fano considera dunque le curve piane razionali di ordine n e di classe v, che dipendono da
n + v + 1 parametri, e osserva che per ottenere un sistema oo? bisogna dare ancoran + v — 1
condizioni. Per un sistema omaloidico, esse derivano dal fatto che le curve del sistema devono

%L Cfr. ivi, c. 2v. A partire da una trasformazione rappresentata in coordinate omogenee dalle equazioni
y1 = Y1(x1, X5, %3), Y2 = Yo (X1, X3, X3), V3 = Ya(xq, x5, %x3), dove le Y;,Y,,Ys sono delle funzioni razionali, si
possono dedurre le espressioni di x;, x,, x; come funzioni razionali delle y,, y,, y;. Una rete di curve del tipo
ALY+ A,Y, + A5Y; = 0, con 4; coefficienti arbitrari, € detta rete omaloidica.

92 Cfr. ibidem. Fano analizza dettagliatamente del caso n = 2. Passando a considerare le curve di grado n > 2,
egli afferma che anch’esse avranno dei punti fissi (necessariamente punti doppi o con molteplicita maggiore),
senza pero mostrarlo esplicitamente. Alle rette dovranno corrispondere curve razionali.

9 Cfr. ibidem: “mais on fait abstraction des points communs a toutes les courbes (1) qui sont des points
exceptionnels, dont la correspondance est indéterminée”.

% Bisogna tener presente la differenza tra reti omaloidiche (o cremoniane) e sistemi omaloidici: in una rete
omaloidica, ciascuna curva & determinata da due suoi punti e quindi, in particolare, anche da un punto e dalla
tangente in questo punto. Nei sistemi omaloidici per due punti dati passano diverse curve; tuttavia, per due punti
infinitamente vicini ne passa una sola.

% Cio significa che si ha una sola intersezione variabile e quindi, per dualita, un’unica tangente comune variabile,
mentre tutte le altre sono fisse.
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risultare tangenti a unioni date, in n + v — 1 elementi variabili.®® Le unioni fisse, alle quali le
curve di un sistema omaloidico devono essere tangenti, non possono essere date
arbitrariamente. Ma — afferma Fano — non é facile individuare ed esplicitare in generale tali
condizioni. Per questo motivo, durante la conferenza egli sceglie di presentare un esempio
particolare: la corrispondenza tramite una trasformazione birazionale di contatto del piano tra
il sistema omaloidico dei punti del piano (per cui v = 1,n = 0) e quello delle rette (n = 1,
v = 0). Naturalmente, una trasformazione di questo tipo deve mandare sistemi omaloidici in
sistemi omaloidici. Tale trasformazione puo essere individuata considerando nei due piani in
corrispondenza due sistemi omaloidici arbitrari (uno dei quali pud sempre supporsi essere il
sistema dei punti o delle rette) e dando una trasformazione birazionale arbitraria tra i due
sistemi, ‘visti’ come enti razionali di dimensione due.®” Pur senza giustificarla, Fano inserisce
un’osservazione interessante: i due piani posti in corrispondenza tramite una trasformazione di
questo tipo possono anche essere ‘visti’ come sistemi o3 di elementi del piano. Tali sistemi di
dimensione tre possono essere a loro volta rappresentati birazionalmente dai punti dello spazio
a tre dimensioni, oppure da un’altra varieta razionale tridimensionale. Cosi facendo, alle unioni
del piano corrisponderanno curve nello spazio, ai sistemi omaloidici delle congruenze di curve
del primo ordine e alle unioni di contatto dei sistemi omaloidici, le direttrici delle congruenze.
Come sottolinea Fano, “tali rappresentazioni possono essere utili nelle ricerche sui sistemi
omaloidici del piano”.%®

Una rappresentazione birazionale degli elementi lineari del piano sui punti dello spazio a tre
dimensioni era gia stata fornita da Lie, senza perd comprenderne realmente 1’importanza, a
detta di Fano. Denotando con x,y,z le coordinate cartesiane nello spazio e con &,n,p le
coordinate di un elemento del piano, si puo ottenere tale rappresentazione ponendo:

1 1
x=¢ y=5p z=n-5p

Sostituendo nell’equazione caratterizzante la posizione unica dn — pd& = 0 le relazioni
appena introdotte, si ottiene 1’equazione di Pfaff dz + xdy — ydx = 0. Le trasformazioni di
contatto birazionali del piano hanno come immagini le trasformazioni cremoniane dello spazio
che lasciano invariata questa equazione pfaffiana. Alle curve integrali di tale equazione,
corrispondono nello spazio tridimensionale le unioni nel piano; in particolare, si tratta di curve
le cui tangenti a uno stesso punto si trovano nel medesimo piano. Tra queste, vi sono oo rette
che formano un complesso lineare; le curve le cui rette tangenti appartengono a tale complesso
sono dette “curve del complesso” e godono di proprieta “ben conosciute, semplici e allo stesso

% Fano specifica che le curve di tale sistema possono anche essere tangenti a una stessa curva in pili punti e, nel
caso in cui ci siano k contatti, il punto in questione risulta essere un punto fisso di molteplicita k.

% Fano considera quindi due curve ¢ e ¢’ corrispondenti: per ogni elemento di ¢ avremo una sola curva ¢, del
sistema infinitamente vicina a ¢, quindi ci sard un elemento, e, in posizione unita con un altro. Di conseguenza,
sara univocamente determinata la curva corrispondente ¢g: questa avra un solo elemento in posizione unita con
un elemento della curva ¢’ che chiameremo e’. Fano puo allora concludere che la corrispondenza tra questi due
piani, ‘visti’ come sistemi oo di elementi, risulta determinata.

% BSMT, FFa, Scritti. 3, c. 4r: “ Ces représentations peuvent étre utiles dans les recherches sur les systémes
homaloides du plan”.
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tempo interessanti”,®® gia prese in considerazione da Picard.®® Mediante tale corrispondenza,
ai sistemi omaloidici del piano formati da curve di ordine n e classe v corrispondono delle
congruenze del prim’ordine di curve sghembe di ordine n 4+ v appartenenti a uno stesso
complesso lineare; alle unioni tangenti alle curve del sistema omaloidico, le curve direttrici
della congruenza. Tale corrispondenza birazionale tra il sistema degli elementi del piano e i
punti dello spazio tridimensionale presenta pero ancora degli elementi eccezionali, nei quali la
corrispondenza € indeterminata. Questo significa che i due sistemi o3 considerati sono
differenti dal punto di vista topologico e, sottolinea Fano, cio puo complicare la ricerca delle
congruenze di curve nel complesso.

“Ma esiste anche una varieta a tre dimensioni, abbastanza semplice, che puo essere messa in
corrispondenza con il sistema degli elementi del piano proiettivo, birazionalmente e senza
eccezioni”.! Si tratta di un elemento innovativo, fino a questo momento non utilizzato per lo
studio delle trasformazioni birazionali di contatto del piano. Per introdurlo di fronte ai
matematici di Losanna, i primi con i quali condivide questa nuova idea, Fano considera due
piani, aventi come coordinate proiettive omogenee, x4, x,, X3 € Uy, Uy, U3 rispettivamente. 1 loro
nove prodotti X;;, = x;u;, dipendenti da quattro parametri, possono essere interpretati come
coordinate omogenee di IP8. Al variare dei parametri si ottiene una varieta algebrica particolare
di dimensione quattro: la varieta di Segre M2. Su di essa esistono due sistemi co? di piani, tali
che due piani appartenenti allo stesso sistema non si intersecano, mentre due piani appartenenti
a due sistemi diversi hanno sempre un punto in comune.%? Se pero si considerano le x; e le uy
non come coordinate dei punti di due piani diversi, bensi come coordinate di un punto e di una
retta dello stesso piano, allora M¢ rappresenta 1’insieme degli elementi lineari (ovvero punto e
rette dello stesso piano). Nel caso delle trasformazioni di contatto del piano, tali elementi sono
costituiti da un punto e da una retta passante per esso, per cui dovranno soddisfare I’equazione:

ulxl + uzxz + u3x3 = 0,
0, equivalentemente,

X11 + XZZ +X33 = O
Gli elementi punto-retta cercati saranno pertanto rappresentati senza eccezioni dai punti della
varieta M$ c PP7, sezione iperpiana della varieta di Segre M2. Fano mette poi in relazione le
due rappresentazioni degli elementi lineari del piano illustrate, quella di Lie su P2 e quella da
lui ‘scoperta’ sulla threefold M$: proiettando in modo opportuno la M$ su IP3 si ottiene la
rappresentazione di Lie. Fano dedica la chiusura della conferenza ad approfondire alcuni aspetti

della sua costruzione, probabilmente quelli cui si & dedicato durante gli ultimi mesi in relazione
alle trasformazioni birazionali di contatto nel piano. In particolare, osserva che tramite tale

% |bidem: “des propriétés bien connues, simples, et aux mémes temps intéressants”.

190 Fano osserva poi che non solo le rette tangenti a tali curve appartengono al complesso, ma anche il piano
osculatore in tutti i punti a una di queste curve, ovvero il piano delle c? rette del complesso che passano per questo
punto. Siccome piano e punto si corrispondono nello spazio mediante una polarita, la polarita nulla mette in
relazione le curve auto-reciproche, per le quali ogni singolarita & auto-reciproca.

101 |bidem: “Mais il existe aussi une V a 3 dimensions, assez simple, peuvent étre rapportée au systeme des éléments
d’un plan projectif, birationnellement sans exceptions”.

102 Infatti alle coppie formate da un punto fisso di uno dei due piani e da un punto variabile dell’altro corrispondono
su M? i punti di un piano.
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costruzione alle unioni del piano corrispondono su M$ delle curve tangenti in uno stesso punto
e complanari (dette “curve principali”); a un sistema omaloidico di curve di ordine n e classe
v, una congruenza del prim’ordine — da Fano denotata con Q — di curve razionali di ordine
n + v avente delle diretrici che si intersecano in n + v — 1 punti in tutto; ai punti e alle rette
del piano, due congruenze di rette, sezioni iperpiane della varieta di Segre.

L’ultima definizione introdotta durante la conferenza ¢ quella di congruenze coniugate: si
tratta di due congruenze tali che esiste un’unica curva di ciascuna di esse che intersechi due
curve date dell’altra. Fano mostra I’importanza di tale nozione in relazione alle direttrici delle
congruenze. Due congruenze coniugate Q, Q' non composte da rette hanno sempre un certo
numero di direttrici in comune e possono presentarsi due sotto-casi: o la congruenza Q non ha
alcuna direttrice e Q' ha come direttrici un certo numero di curve della prima, oppure Q e Q'
sono dello stesso ordine n + v e hanno un fascio co! di curve in comune. In tal caso, ciascuna
di esse ha una sola direttrice in piu rispetto alle direttrici in comune che interseca le curve della
congruenza in un solo punto. Fano aggiunge poi che alle trasformazioni cremoniane del piano
punteggiato e rigato corrispondono su M$ delle trasformazioni principali, che trasformano in
se stessa una delle due congruenze di rette. Conclude infine affermando che nel primo
sotto-caso considerato le congruenze sono in corrispondenza birazionale con i punti del piano,
mentre nel secondo ai punti di un cono del second’ordine.

4.8. Dal 1928 al 1947: evoluzione di un percorso di ricerca

Le minute della conferenza di Losanna sulle trasformazioni birazionali di contatto del piano
forniscono una collocazione temporale ben precisa (il 1925) all’interesse di Fano per questo
tema. | frutti degli studi in questa direzione sono esposti pubblicamente da Fano per la prima
volta durante il Congresso Internazionale dei Matematici di Bologna, nella sessione
pomeridiana del 5 settembre 1928, presieduta da Godeaux. Qui ampio spazio é dedicato alle
trasformazioni di Cremona, con le comunicazioni di Fubini, Snyder, A. Emch e B. Bydzovsky
accanto a quella di Fano che cattura specialmente 1’interesse di Severi.'% La sessione vede una
collaborazione tra i geometri differenziali e quelli algebrici, e la comunicazione di Fano ben
racchiude questo spirito. Il punto di partenza ¢ infatti costituito da “una creazione geniale di S.
Lie” che ha studiato le trasformazioni di contatto birazionali del piano

esclusivamente, o quasi, dal punto di vista differenziale, cio¢ nell’ipotesi che le funzioni che vi
compaiono siano funzioni qualsiasi, soggette soltanto ad avere comportamento regolare
nell’intorno di un punto generico della regione considerata.'®

L’idea di Fano, che caratterizzera tutta la sua produzione in questo ambito, ¢ quella di
affrontare questo tipo di studio dal punto di vista della geometria algebrica di indirizzo

103 Cfr. la relazione di Godeaux della sezione 11-A in Atti del Congresso Internazionale dei Matematici, Bologna
3-10 Settembre 1928, vol. 1, Bologna, Zanichelli, p. 102: “A propos de la communication de M. Fano, M. Severi
a indiqué la liaison entre quelques-uns des points rencontrés par I’auteur et des recherches inédites qu’il a faites
antérieurement”.

104 G. FANO 1931a, Trasformazioni di contatto birazionali del piano, in Atti del Congresso Internazionale dei
Matematici, Bologna 3-10 Settembre 1928, vol. 4, Bologna, Zanichelli, p. 35.
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italiano.1% A Bologna Fano presenta cosi i principali aspetti delle trasformazioni di contatto del
piano, a partire dalle definizioni di elemento lineare, unione, trasformazione di contatto, rete e
sistema omaloidico. Numerosi sono i punti di contatto tra la comunicazione tenuta a Bologna e
la prima parte della conferenza di Losanna: oltre alle definizioni, Fano riprende la
concatenazione degli argomenti, introducendo la rappresentazione degli elementi lineari del
piano sopra lo spazio punteggiato, la questione di ottenere le trasformazioni cremoniane dello
spazio relative a un dato complesso lineare come prodotto di alcune trasformazioni particolari
tra esse (problema equivalente al secondo punto della conferenza di Losanna), e le congruenze
coniugate. L’ultimo aspetto affrontato al Congresso Internazionale dei Matematici riguarda una
trasformazione birazionale non proiettiva particolarmente semplice di un dato complesso
lineare, ma si tratta di un esempio che Fano non riproporra pil in futuro. E, questa, una
particolare trasformazione cubica

involutoria in cui si corrispondono in doppio modo le coppie di punti «coniugati» rispetto a una
cubica sghemba y3, ossia appartenenti a una stessa corda di questa curva e coniugati armonici
rispetto ai 2 punti comuni alla cubica e a questa corda.'%

Fano mostra che il sistema degli elementi punto-piano del complesso lineare definito dalla
cubica y3 & mandato in se stesso tramite tale trasformazione. Il testo della comunicazione di
Bologna sara dato alle stampe solo nel 1931, ma a distanza di nemmeno due mesi dalla
conclusione del Congresso Fano sottopone tre note sull’argomento ai «Rendiconti» lincei.t%’
Da una parte, esse riprendono e sviluppano i punti principali toccati durante la conferenza di
Bologna; dall’altra, costituiranno il punto di partenza per gli studi successivi sulle
trasformazioni birazionali di contatto nel piano esposti a Losanna. A differenza di quanto
illustrato a Bologna, nella prima nota lincea Fano dichiara esplicitamente il proprio obiettivo di
ricerca in questi termini:

mi propongo di porre su base geometrica il problema delle trasformazioni birazionali di contatto
del piano, e di mostrare come questo problema, per mezzo di una notevole rappresentazione
dovuta pure a S. Lie, si muti in un problema interessante di trasformazioni cremoniane dello
spazio a tre dimensioni.1%

Sottolinea quindi il desiderio, ribadito poi a Losanna, di indagare questi oggetti dal punto di
vista geometrico tipico della Scuola italiana. Questo primo lavoro, che si conclude con la
necessita di imporre n + v — 1 condizioni alle curve di un sistema omaloidico, & sovrapponibile
quasi integralmente alla prima parte della conferenza di Losanna. Il primo elemento di
differenza e rappresentato dal fatto che Fano non utilizza il termine “sistema omaloidico”,
assegnando a tale concetto il nome di “sistema Q. Il secondo € dato dall’introduzione della

105 Cfr. ibidem: “Esse possono anche studiarsi nel campo algebrico e nel campo birazionale, nel quale non sono
state pero finora molto approfondite”.

106 |vi, p. 42.

107 G. FANO 1928a, Trasformazioni di contatto birazionali del piano, «Rend. ANL» (6) 8, pp. 445-451; ID. 1928b,
Sulla rappresentazione di S. Lie degli elementi lineari del piano sopra lo spazio punteggiato, «Rend. ANL» (6) 8,
pp. 529-534; ID. 1928c, Congruenze (2, di curve razionali e trasformazioni cremoniane inerenti a un complesso
lineare, «Rend. ANL» (6) 8, pp. 623-627.

108 FANO 192843, cit., pp. 445-446.
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definizione di gruppo caratteristico principale di una curva del sistema Q, ossia 1’insieme dei
punti comuni a questa curva e a tutte quelle ad essa infinitamente vicine, che Fano da nella
prima nota lincea e che si perdera invece nei lavori successivi. La successiva nota, del 1928, é
interamente dedicata alla rappresentazione di Lie degli elementi lineari del piano sullo spazio
punteggiato, a partire dalla relazione tra le coordinate (&, 7, p) di un elemento lineare nel piano
e quelle cartesiane (x, y, z) di P2. Pur presentando naturalmente i risultati in minor dettaglio, a
Losanna Fano non apporta modifiche essenziali alla trattazione, né dal punto di vista della
notazione né da quello dei contenuti. Nel terzo e ultimo scritto apparso sui «Rendiconti» Fano
si dedica alla seconda questione ‘importante’, poi introdotta anche a Losanna, ossia quella di
determinare se le trasformazioni birazionali del piano si possano tutte ottenere come prodotti di
trasformazioni elementari gia note. Per inquadrare il problema, Fano introduce le congruenze
Q, di curve razionali appartenenti al complesso lineare apparso nella nota precedente. Tuttavia,
cio non basta per risolvere la questione. Infatti

Combinando tra loro trasformazioni di contatto birazionali del piano dei tipi elementari indicati,
nascono solamente curve fondamentali razionali. Affinché pertanto la questione posta potesse
ricevere risposta affermativa, sarebbe necessario che ogni trasformazione cremoniana di Ss
inerente a un complesso lineare avesse soltanto curve fondamentali razionali. Questo non avviene
per le trasformazioni cremoniane qualsiasi di S3; e non si vede a priori una ragione di diversa
conclusione per le trasformazioni del piano inerenti a un dato complesso lineare.*%®

Nell’ultima sezione della nota, Fano introduce le due ulteriori nozioni di congruenze
coniugate e di trasformazioni elementari, che non saranno comunque sufficienti a risolvere il
problema, e su cui egli torna a piu riprese negli anni Trenta, senza pero pubblicare nulla in
proposito. Pur non presentando una dimostrazione, al Cercle di Losanna Fano affermera di
essere arrivato a un risultato negativo: non € possibile ottenere la totalita delle trasformazioni
di contatto del piano come prodotto alternato di trasformazioni cremoniane del piano
punteggiato e del piano rigato.'°

Nel periodo tra il 1928 e il 1943 e soprattutto in quegli “ultimi mesi” trascorsi a Losanna,
Fano non si dedica soltanto a questo problema. Il risultato principale che ottiene in questo
periodo, e che espone per la prima volta al Cercle, e la rappresentazione degli elementi lineari
del piano sulla threefold M$ < P7. Alla rappresentazione di tali oggetti su P2 di carattere
differenziale, data da Lie, Fano affianca una costruzione di tipo geometrico-sintetico, nel solco
dell’indirizzo italiano. Mostra cosi che la varieta degli elementi lineari del piano é
birazionalmente equivalente a una threefold di P7 che pud essere ottenuta come sezione
iperpiana di un’altra varieta: la M$ < P8. Fano non puo esimersi dal fare riferimento agli studi
della Scuola italiana in cui affondano le radici di queste ricerche: la varieta M$, gia individuata
da Enriques oltre 50 anni prima, era stata analizzata in tutti i dettagli da Gaetano Scorza nel
1908, mentre piu recentemente Severi ne aveva fornito il modello minino normale (1940).

La memoria conclusiva dedicata alle trasformazioni di contatto birazionali del piano,
presentata per la pubblicazione ai «Commentarii Mathematici Helvetici» durante gli ultimi mesi
di permanenza in Svizzera di Fano, & pubblicata nel 1947.1 In oltre trenta pagine, Fano

109 FANO 1928, cit., p. 626.
110 Cfr. BSMT, FFa, Scritti. 3, c. 2r.
11 G. FANO 19474, Le trasformazioni di contatto birazionali del piano, «Comm. Math. Helv.» 20, pp. 181-215.
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ripercorre i temi affrontati durante la conferenza di Losanna, espandendo diversi punti. Il
discorso presentato al Cercle costituisce il punto di partenza per questa pubblicazione, come si
evince dai diversi rimaneggiamenti subiti dal manoscritto e da alcune annotazioni a margine
che, per assumere significato, devono essere considerate proprio alla luce del lavoro a stampa.
In quest’ottica due note posteriori sono particolarmente rilevanti. La prima riguarda le
condizioni a) e b) che devono soddisfare due sistemi omaloidici in corrispondenza mediante
una trasformazione di contatto birazionale del piano. Quando Fano considera le curve razionali
C™ cui sono imposti n + v — 1 contatti con unioni algebriche qualsiasi, appunta a latere “b) si,
a) no”, senza ulteriori spiegazioni.**? In realta, questa annotazione significa che, cosi facendo,
si ottiene un sistema oo? che soddisfa la condizione b) ma in generale non la a), come illustrato
in [FANO 1947a, p. 188]. Una seconda aggiunta al manoscritto che acquista significato
esclusivamente sulla base della pubblicazione dei «Commentarii» € inserita tra parentesi nel
secondo punto dell’elenco fornito in chiusura della conferenza, relativo alle proprieta delle
congruenze coniugate: “(transformations dans A et B alternées)”.1** Al Cercle, infatti, Fano non
introduce A e B, per cui ¢ altamente probabile che si tratti di un’aggiunta posteriore. Da [FANO
1947a, p. 209] si evince che A e B sono due sistemi di rette contenuti nella threefold M$,
introdotti per analizzare la questione delle trasformazioni elementari e dei loro prodotti. Il
lavoro del 1947 rappresenta quindi una versione per ‘il grande pubblico’ della conferenza al
Cercle del febbraio 1944: lo scopo dell’esposizione, cosi come la struttura e 1’ordine degli
argomenti, sono i medesimi.!** Anche a livello di contenuti, il lavoro a stampa non contiene
risultati sostanzialmente diversi da quelli presentati a Losanna, anche se alcuni aspetti sono piu
approfonditi. Tra questi, la questione dei punti singolari delle curve C™ che compongono i
sistemi omaloidici di cui sono analizzati tre sotto-casi: quello della generica curva razionale
con una o piu cuspidi e i due casi della C™ con un punto di molteplicita k fisso o variabile. E
ancora, sono forniti ulteriori dettagli sulla rappresentazione degli elementi lineari del piano sulla
threefold M$, introducendo anche le sue rigate cubiche R3 c P* ottenute dalle rette di un
sistema di congruenze del prim’ordine “appoggiate a una stessa retta dell’altro” sistema.'’®
L’aspetto piu espanso ¢ sicuramente quello delle congruenze Q in relazione alla questione della
rappresentabilita delle trasformazioni birazionali di contatto del piano come prodotti di
trasformazioni elementari. Solo accennato al Cercle, in apertura e nelle conclusioni della
conferenza, esso occupera oltre la meta delle pagine del lavoro del 1947. Qui sono affrontati in
dettaglio i tre punti accennati alla fine della conferenza del 1944: I’intero 8§10 é dedicato alle
direttrici delle congruenze coniugate, il paragrafo successivo alle trasformazioni elementari e
ai loro prodotti, i 814 e 815 alla proprieta 3) dell’elenco presentato al Cercle, per studiare la
quale Fano introduce al §13 la nozione di congruenze coniugate minime.'!® Tuttavia, i risultati

112 Cfr, BSMT, FFa, Scritti. 3, c. 3v.
113 |vi, c. 6r.

114 Sul primo aspetto, cfr. FANO 19474, cit., pp. 181-182: “Per il piano, questo studio ¢ stato avviato da me in forma
geometrica in alcune note del 1928. Avendo ora ripresa tale ricerca, sono pervenuto ad altri risultati, I’esposizione
dei quali ¢ oggetto della presente Memoria”.

15 Cfr. ivi, p. 191.

116 Cfr. ivi, pp. 211-212: “Una congruenza Q ha infinite coniugate, che possono comporsi di curve di ordine
comunque elevato. Fra queste ve n’¢ pero una, eventualmente anche piu d’una, di curve di uno stesso ordine
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cui si perviene sono del tutto analoghi a quelli esposti a Losanna: i criteri per le trasformazioni
birazionali di contatto del piano, che Fano auspicava fossero si “chiariti in seguito”, non sono
“ancora precisati in ogni caso”.!!’

Oltre a costituire gli ultimi contributi originali di Fano, contributi che fra 1’altro si intrecciano
con gli studi sulle threefolds,!8 le ricerche sulle trasformazioni di contatto birazionali del piano
rappresentano un’operazione culturale significativa. In esse Fano vuole utilizzare i metodi e gli
strumenti di indagine tipici della Scuola italiana per dare una nuova veste a un oggetto
matematico sorto all’interno di un retroterra culturale differente, quello della geometria
differenziale di Lie, ed analizzato fino a quel momento solo da Autonne, dal punto di vista
analitico. Per far cio, Fano attinge a piene mani dal patrimonio geometrico italiano, facendo
ricorso a concetti classici come quelli di trasformazioni cremoniane e quadratiche e procedendo,
ancora una volta, per analogia. Va anche a dare una nuova interpretazione agli oggetti
geometrici in questione: in particolare, riesce a ‘vedere’ gli elementi lineari di un piano come i
punti di una threefold, mettendo in corrispondenza tali coppie punto-retta con i punti
dell’intersezione tra la varieta di Segre M$ e I’iperpiano di equazione X;; + X5, + X33 = 0.

Tale obiettivo, gia individuato nel 1928, diventa sempre piu preponderante con il passare
degli anni, raggiungendo il suo apice nella conferenza di di Losanna e nella pubblicazione ad
essa correlata. Emblematico a tal proposito & come variano le opere citate da Fano: mentre tra
I lavori italiani cui fa riferimento nel 1928 vi sono soltanto due scritti di G. Gherardelli sulle
curve sghembe dotate di rami autoduali e una nota lincea di B. Segre sui complessi lineari, nel
1947 appaiono ben 13 citazioni di pubblicazioni della Scuola italiana. Tra queste, spiccano i
lavori di C. Segre, Enriques, Scorza e Severi citati a Losanna, cui si vanno ad affiancare alcuni
scritti di Cremona e Del Pezzo, due note di Rosati (1902) e E. Veneroni (1905), un lavoro
sull’inviluppo di un sistema piu volte infinito di curve piane di B. Segre e Severi (1930) e le
famose Conferenze di geometria algebrica (1927) di quest’ultimo, pubblicate da B. Segre. 1
riferimenti ai geometri italiani passano cosi da rappresentare il 17,6% delle citazioni totali del
1928 al 38,5% dei lavori citati da Fano a Losanna, per arrivare al 50% nella memoria del
1947.119

4.9. Le conferenze di Fano tra patrimonio materiale e immateriale

I riferimenti ai lavori che compaiono nelle carte manoscritte vanno interpretati alla luce delle
condizioni materiali in cui Fano si trova a preparare le conferenze per il Cercle. A Losanna
Fano ha accesso alla Biblioteca dell’ Ecole d’ingénieurs (BUNIL), ma si € dovuto separare dai
suoi volumi, opuscoli e riviste, rimasti a Torino.

minimo, e che chiameremo congruenze coniugate minime di Q. Una congruenza di rette & evidentemente coniugata
Minima di tutte le sue coniugate”.

17 Cfr. ivi, p. 188.
118 In particolare, H”Qﬂlﬂ risulta essere una varieta tridimensionale. 1l legame tra queste trasformazioni e lo studio
delle threefolds & analizzato nel CAPITOLO 3 di questa tesi.

119 Escludendo i riferimenti di Fano ai propri lavori, dall’analisi del citational network emerge che
complessivamente nei quattro lavori del periodo 1928-31 compaiono solo 3 citazioni a lavori italiani di geometria
algebrica su un totale di 17 riferimenti. Nella conferenza di Losanna diventano 5 su 13 e nella memoria del 1947
raggiungono quota 13 su 26.
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Durante le cinque comunicazioni, Fano cita in tutto 15 volumi, pubblicati tra il 1837 —anno
di pubblicazione dell’Apercu historique di M. Chasles — e il 1926. Di questi, solo cinque
facevano parte della sua biblioteca personale. Ben 12, pero, erano a disposizione di Fano in
BSMT prima della sua partenza da Torino e 11 figuravano all’interno della raccolta di Losanna.
I quattro libri ‘mancanti’ — le Lezioni di geometria proiettiva di Enriques (1898), la traduzione
in tedesco dell’Introduzione a una teoria geometrica delle curve piane di Cremona (1895) e i
due volumi di Clebsch del 1866 e del 1878 — sono citati soltanto nella prima conversazione e
in relazione al loro ruolo storico, piuttosto che ai loro contenuti. La composizione materiale
della Biblioteca di Losanna motiva anche i rimandi puntuali di Fano alle traduzioni in tedesco
o in francese delle opere dei geometri italiani — come le Vorlesungen Uber algebraische
Geometrie di Severi (1921) e il trattato Courbes et fonctions algébriques d’une variable di
Enrigues e Chisini (1926) — ¢ non ai lavori originali, di cui I’Ecole dingénieurs & priva.

Considerazioni differenti valgono per la trentina di articoli su rivista citati da Fano nelle
quattro conferenze qui analizzate. Oltre i due terzi di questi lavori recano la firma dei geometri
della Scuola italiana; quattro sono pubblicazioni di Fano stesso e altrettante — due note di
Castelnuovo degli anni 1894-96 e due scritti in collaborazione con Enriques (1897 e 1900) —
compaiono nella sua miscellanea. Si tratta per la maggior parte di articoli apparsi su riviste
italiane, che Fano consultava abitualmente a Torino, ma di cui € invece sguarnita la BUNIL. La
Biblioteca elvetica, invece, possiede un buon numero di riviste tedesche e francesi, tra cui il
«Journal de Mathématiques Pures et Appliquées» dove Autonne aveva pubblicato le sue
ricerche sulle trasformazioni di contatto del biennio 1887-88. | lavori pubblicati nei
«Mathematische Annalen» rappresentano inoltre la meta degli articoli stranieri citati da Fano.
A Losanna egli ha quindi a disposizione quei lavori di Lie e di Autonne che avevano stimolato
il suo interesse per trasformazioni birazionali di contatto del piano: questa € forse una delle
ragioni per cui riprende a fare ricerca su questo argomento. Per sviluppare altri temi tipici della
sua produzione e maggiormente nel solco della tradizione della Scuola, Fano avrebbe avuto
bisogno di numerose pubblicazioni apparse sui periodici italiani di cui la BUNIL era priva.

I saggi del’EMW, posseduta da Fano all’interno della propria biblioteca personale e
presente sia a Torino sia a Losanna, costituiscono infine un punto di riferimento fondamentale
in tutte le conferenze.

Se le fonti materiali a disposizione di Fano hanno sicuramente rivestito un certo ruolo
nell’architettura delle conferenze, occorre tener presente la tradizione culturale della Scuola
italiana e il racconto che essa era solita fare di sé, delle proprie radici e del proprio sviluppo. La
rilettura in chiave storica dell’evoluzione della Scuola e un aspetto che Fano conosce bene,
avendolo utilizzato in molteplici occasioni, e che fa parte della tradizione orale dei geometri
italiani. Le prime due conferenze presentate al Cercle ben si inseriscono all’interno di questa
narrativa, presentando alcuni tratti peculiari del patrimonio immateriale della Scuola e che si
rintracciano in altre conferenze di questo tipo tenute tra gli anni Venti e Trenta. Oltre alla gia
citata plenaria di Castelnuovo a Bologna, La geometria algebrica e la scuola italiana, € questo
il caso della comunicazione di Severi al Congresso Internazionale dei Matematici di Zurigo del
1932 e della prolusione al corso di Geometria superiore di B. Segre a Bologna, dal titolo La
geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri.!?®® Quest’ultimo ¢ il testo con cui le

120 Cfr. CASTELNUOVO 1929, cit.; F. SEVERI 1932, Le réle de la géométrie algébrique dans les mathématiques, in
Verhandlungen des Internationalen Mathematiker Kongresses Zirrich 1932, vol. 1, Zarich, Fussli, pp. 209-220 ;
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conferenze di Fano presentano maggiori affinita, ma vi sono tre aspetti ricorrenti in tutti e
quattro i discorsi, pur con declinazioni talvolta differenti.

In primo luogo, 1’azione dei maestri: Cremona e, soprattutto, Corrado Segre. Severi ricorda
quest’ultimo come “rimpianto e eminente maestro” in relazione alla varieta di Segre, mentre
non cita Cremona.'?! Negli interventi di Castelnuovo, Fano e B. Segre, ¢ invece sottolineato il
suo fondamentale contributo alla geometria iperspaziale. Castelnuovo € il primo a ricordare che

specialmente il Segre, spirito eclettico, maestro insuperabile, rapito precocemente dal nostro
affetto e dalla nostra ammirazione, vide le applicazioni che della geometria iperspaziale potevano
farsi alla teoria delle curve algebriche.?

Ancora, B. Segre attribuisce all’*“opera multiforme di Corrado Segre” 1’“‘assestamento
definitivo della geometria proiettiva iperspaziale”. Egli, infatti,

da un lato — seguendo le orme del Cremona — seppe opportunamente sfruttare le nozioni ed i
risultati [del]l’algebra [...], innestandoli nella trattazione geometrica; ¢ dall’altro — mettendo
sistematicamente alla prova la concezione astratta della geometria — riusci a cogliere larga messe
di risultati ed a fare dello spazio ad n dimensioni I’ambiente naturale in cui si dovevano
considerare i fatti geometrici.'?®

Fano, infine, ricordando Segre come “uno dei grandi maestri italiani” che era solito “mettere
in guardia gli allievi dalle produzioni inutili, che portano a una degenerazione dello sviluppo
scientifico”, gli attribuisce il merito di aver “proiettivizzato” la geometria n-dimensionale,
dandole “nuovo impulso, nuovi metodi per svilupparla e arrivare a nuovi risultati”
permettendole di “passare poi (1895-1910), con il massimo successo, alle questioni sulle
superfici algebriche, e poi ad altre che oggi non sono ancora esaurite”.1?* Sul fronte estero, &
invece unanimemente riconosciuta I’influenza di Max No6ther — da Fano citato in tutte le prime
quattro conferenze al Cercle — che Severi ricorda come un “grande studioso tedesco, la cui
opera @ stata talvolta trascurata e che i geometri italiani considerano uno dei loro maestri”’.*?°
La “grande opera” di Nother ¢ annoverata da B. Segre in relazione ai fondamenti della teoria
invariantiva delle superfici algebriche e da Fano per quanto riguarda 1’utilizzo di un metodo

B. SEGRE 1932, La geometria in Italia, dal Cremona ai giorni nostri. Prolusione al Corso di Geometria Superiore,
tenuta in Bologna il 13 gennaio 1932, «Ann. Mat.» (4) 11, pp. 1-16.

121 SEVERI 1932, cit., p. 216: “regretté et eminent maitre”.
122 CASTELNUOVO 1929, cit., p. 192.
123 SEGRE 1932, cit., p. 7.

124 BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 23: “C. Segre (1863-1924), un des grands maitres Italiens,
a toujours mis en garde ses éléves contre ces productions futiles, conduisant a une dégénération du développement
scientifique”; e p. 24: “Ce n’était pas une question tout-a-fait nouvelle, comme je vais dire; mais la géométrie a n
dimensions ’a pour ainsi dire ‘projectivisée’; lui a donné un nouvel élan, a donné de nouvelles méthodes pour la
développer et parvenir a des nouveaux résultats; a permi de passer ensuite (1895-1910), avec le plus grand succes,
aux questions sur les surfaces algébriques, et ensuite a d’autres qui aujourd’hui ne sont pas encore épuisées”.

125 SEVERI 1932, cit., p. 215: “grand savant allemand, dont les travaux ont été quelquefois méconnus et que les
géométres italiens considérent comme un des leurs maitres.”. Cfr. con CASTELNIUOVO 1929, cit., p. 192: “influenza
di Max Néther che, come poi diro, ebbe tanto peso nello sviluppo della nostra scuola”.
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puramente algebrico per lo studio delle serie lineari su una curva,'?® ma é solo Castelnuovo a
mettere in luce che, in Italia,

la scuola era in quel momento dominata dalla corrente proiettiva cosi fortemente da non sentire
tutta I’importanza dei problemi che il geometra tedesco aveva posto e in parte risolto. Era
necessario che quei problemi li ritrovassimo noi stesso sotto una forma piu adatta alla nostra
mentalita. A cid pervenimmo seguendo una via che parve agli altri e sembra oggi anche a noi
indiretta, ma che per noi rappresentava in quel momento la via del minimo sforzo.?’

A questa “via” individuata dai geometri italiani si collega il secondo elemento ricorrente
nelle conferenze della tradizione italiana: la concezione della geometria algebrica come
connubio tra algebra e geometria da cui discende il metodo di indagine della Scuola. Esso,
infatti, scaturisce dalla felice combinazione tra la generalita dell’algebra e la creativita
dell’intuizione geometrica. Inoltre, aggiunge Severi, la geometria algebrica ¢ “I’espressione
sintetica delle relazioni formali e funzionali dell’algebra”.'?®

Fano a Losanna, come aveva fatto dieci anni prima B. Segre a Bologna, attribuisce
I’introduzione di questo “nuovo spirito” o “forma caratteristica” a Cremona, vero “padre” della
geometria italiana moderna”, nella cui opera “possono riconoscersi il rigore e la generalita
dell’algebra fusi coi preziosi suggerimenti porti dall’intuizione geometrica”.?® E, questo, un
punto condiviso anche da Castelnuovo che gia nel 1928 affermava:

[Cremona] ha portato alla perfezione lo strumento di indagine [... de] I’algebra classica, ma cosi
felicemente guidata dall’intuizione geometrica da sembrar quasi trasfigurata, 1’algebra di cui non
apparisce lo sviluppo logaritmico, bensi il contenuto qualitativo, o numerativo, che interpretato
abilmente conduce in modo semplice e sorprendente a risultati fondamentali e riposti.**

A Losanna Fano sottolinea inoltre il perfezionamento dei metodi sintetici di J.V. Poncelet,
Steiner, Chasles e K. von Staudt da parte della Scuola italiana, che ha conferito loro
“un’impronta di semplicita, di lucidita e di perfezione artistica” '3

Il primato a livello internazionale raggiunto dai geometri italiani rappresenta il terzo e ultimo
aspetto che compare nelle conferenze della Scuola prese in esame, pur con accenti diversi.
Castelnuovo, piu cauto, fa soltanto riferimento a una “acuta analisi” che ha portato Enriques a
un “contributo essenziale” *2 alla teoria delle superfici e colloca il proprio criterio di razionalita

sulla scia dei contributi di B. Riemann e Clebsch per le curve, affermando:

126 Cfr. SEGRE 1932, cit., p. 8; BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 26: “on fait par des méthodes
purement algébriques une étude approfondie des séries linéaires sur une courbe”.

127 CASTELNIUOVO 1929, cit., p. 192.
128 SEVERI 1932, cit., p. 209: “I'expression synthétique des relations formelles et fonctionnelles de I’algébre”.

129 SEGRE 1932, cit., p. 4. Cfr. con BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022, cit., p. 17: “La géométrie
commence en ltalie par Luigi Cremona (1830-1903). C’est a lui que 1’on doit d’avoir introduit une nouvelle vie,
un nouvel esprit dans la géométrie; [...] On le considére vraiment comme le “pére” de la géométrie italienne
moderne”; e p. 19: “la généralité de I’ Analyse y est associée aux suggestions de I’intuition géométrique”.

130 CASTELNUOVO 1929, cit., p. 192.

181 BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 17: “aux méthodes synthétiques de Poncelet, Steiner, v.
Staudt, Chasles il a donné une empreinte de simplicité, de lucidité, de perfection artistique”.

182 CASTELNUOVO 1929, cit., p. 198.
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Nel caso n = 3, corrispondente alle superficie, ho potuto dare una risposta analoga, sebbene meno
semplice; occorre e basta che certi due caratteri invarianti della superficie siano nulli.**®

Fano e B. Segre, invece, dichiarano esplicitamente che le ricerche di Castelnuovo ed
Enriques sulle superfici algebriche “rappresentano per cosi dire i momenti eroici della mirabile
e grandiosa costruzione”.3* A Fano che chiosa:

tra questi diversi metodi prevalgono I’uso delle trasformazioni birazionali, che conferiscono alla
teoria un carattere pit dinamico, e I’utilizzo delle curve iperspaziali, che offrono un’immagine
proiettiva delle serie lineari; e da quel momento in poi mi sembra di poter dire che & la Scuola
italiana ad essere in vantaggio,'®

B. Segre aggiunge:

L’edificio grandioso — onore e vanto della scuola geometrica italiana — non puo venir delineato
in pochi tratti; mi limiterd dunque a dire che in esso si fondono armonicamente teorie elevatissime
e disparate, con uno stile caratteristico, di classica bellezza.**

Ancor piu forti sono i toni di Severi che — con ’obiettivo di rivendicare il ruolo della Scuola
e, soprattutto, il valore dei suoi contributi personali — fa riferimento alla “gloriosa tradizione”
italiana, al cui interno sono gia presenti diversi risultati “in tutto il rigore e la precisione”, e apre
la sua comunicazione a Zurigo con un j ‘accuse:

Ritengo opportuno soffermarmi un istante sulla questione. La maggior parte dei matematici che
non conoscono a fondo la geometria algebrica italiana, e quelli che si sono occupati dei suoi
risultati per I’interesse di alcune questioni collaterali, a volte considerano i nostri metodi come
qualcosa di misterioso che non pud essere maneggiato con sicurezza al di fuori di un piccolo
numero di iniziati; e preferiscono per questo motivo creare o perfezionare altri metodi; a volte
credono addirittura di dover sviluppare risultati che noi conosciamo da tempo con precisione.**’

L’intento di Severi & per0 sostanzialmente differente da quello di Fano a Losanna. Pur
facendo riferimento alle diverse branche della geometria come ai “campi sperimentali piu utili
e importanti delle matematiche” e sottolineando il ruolo fondamentale dell’“intuizione
algebrica”, ' Severi vuole mostrare I’importanza della geometria algebrica italiana e, piu nello

133 |vi, p. 199.

134 SEGRE 1932, cit., p. 8. Cfr. BSMT, FFa, Appunti vari, c. 44r: “Ce fut un des moments les plus épiques du
développe de cette théorie”.

135 BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 27: “A partir d’environ 1890, parmi ces différentes
méthodes, 1’usage des transformations birationnelles qui donnent a la théorie un caractere plus dynamique,
I’emploi des courbes hyperspatiales qui offrent une image projective des série linéaires, I’emportent; et dés lors je
crois pouvoir dire que c’est I’Ecole Italienne qui marche en téte”.

136 SEGRE 1932, cit., p. 9.

187 SEVERI 1932, cit., p. 212: “Je crois bien de m’arréter un instant sur la question. La plupart des mathématiciens
qui ne connaissent pas a la fond la géométrie algébrique italienne et de ceux qui sont arrivés a s'occuper de ses
résultats par I'intérét de certaines questions collatérales, considerent quelquefois nos méthodes comme quelque
chose de mystérieux qui ne peut pas &tre manié sans danger en dehors d’un petit nombre d'initiés; et ils préférent
pour cela créer ou perfectionner d'autres méthodes; ils croient méme quelquefois devoir mettre au point des
résultats que nous connaissons depuis longtemps avec précision.”

138 vi., p. 209: “Beaucoup des conceptions originaires des branches aujourd’hui les plus éloignées de I’algébre,
ont pris naissance de cette science, et I’imagination algébrique joue toujours un rdle fondamental dans le
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specifico, dei suoi contributi individuali in diverse aree della matematica. Per questo motivo,
dopo aver delineato una sorta di “albero genealogico” delle teorie matematiche che affondano
le loro radici nell’algebra e che, afferma, costituiscono il 90% della matematica, va a mettere
in luce i legami tra geometria algebrica e due teorie contemporanee in cui essa esplica la sua
“funzione creatrice”: la topologia e 1’analisi complessa.’*® Difendendosi dalle accuse di
Lefschetz e VVan der Waerden di aver dato una definizione poco rigorosa della molteplicita
d’intersezione, Severi afferma:

Credo di aver gia dimostrato che la topologia e i suoi profeti sono molto apprezzati; ma a volte si
puo trovare salute anche al di fuori della topologia. La nostra geometria possiede da tempo i mezzi
per valutare in modo rigoroso la molteplicita di intersezione di due varieta algebriche o dei cicli
algebrici su una varieta algebrica; e il metodo che & stato seguito nella topologia € solo il trasporto
— cosciente nella prima fase e forse inconsapevole nella seconda — di questi mezzi.'4°

Tra i settori correlati alla geometria algebrica, cita poi ’esame delle proprieta aritmetiche
delle curve e delle varieta algebriche che si ricollegano a problemi classici della teoria di
numeri; la teoria delle funzioni analitiche a piu variabili, ambito in cui rientra il metodo
geometrico elaborato da lui e B. Segre per lo studio delle funzioni di due variabili; i legami con
1 problemi di integrazione delle equazioni differenziali nel dominio analitico, esplorati dal “suo
allievo Tricomi come applicazione della geometria su una superficie algebrica”.** Quella di
Severi €, in sintesi, una rilettura di alcuni contributi — perlopiu suoi e di alcuni membri della
Scuola a lui legati — per affermare il ruolo della geometria algebrica italiana all’interno dello
sviluppo generale delle matematiche e, soprattutto, la sua vitalita e il suo inserimento anche
all’interno di correnti recenti.

Gli interventi di Fano a Losanna, invece, sono forse meno ambiziosi, ma sicuramente piu
oggettivi. Egli si limita a illustrare la nascita della Scuola italiana e a descrivere i maggiori
risultati da essa conseguiti, dando particolare rilievo all’aspetto storico. Mentre la conferenza
di Severi a Zurigo si situa nel presente e Castelnuovo a Bologna si limita a risalire all’epoca di
Cremona, quelle di Fano e B. Segre sono segnate da una forte attenzione per lo sviluppo storico.
Entrambi risalgono alle origini della geometria algebrica, prendendo in esame lo sviluppo della
geometria analitica e proiettiva a partire dal XV11I secolo in Francia e in Germania. Ancora, sia
Fano sia B. Segre attribuiscono la difficolta dell’Italia a partecipare a questo “movimento di
rinnovamento scientifico” alle sue condizioni politiche (suddivisione in piccoli stati e mancanza
di un adeguato sistema d’istruzione in primis).}*? Entrambi poi riconoscono a Cremona due

développement d’un trés grand nombre de théories de I’analyse et de la géométrie, quoique ce role soit
fréguemment méconnu en étant désormais dans la sous-conscience de tout mathématicien.”

139 |vi., p. 211: “Mais dans la position et I’orientation des problémes la géométrie algébrique continue et continuera
sa fonction créatrice”.

140 Jvi,, p. 213: “Je crois avoir déja démontré estimer beaucoup la topologie et ses prophétes; mais on peut
quelquefois trouver la santé méme en dehors de la topologie. Notre géométrie posséde, depuis longtemps, les
moyens d’évaluer rigoureusement la multiplicité d’intersections de deux variétés ou cycles algébriques
guelconques sur une variété algébrique; et la méthode qu’on a suivie en topologie n’est que le transport — conscient
dans la premiére phase et peut-étre inconscient dans la seconde — de ces moyens la.”

141 Ivi,, p. 219: “démontré, il y a quelques années, par mon éléve M. Tricomi, comme apphcation de la géométrie
sur une surface algébrique.”

142 Cfr. SEGRE 1932, cit., p. 2: “Le ragioni del nostro assenteismo da questo fervore di ricerche e di studi, son da
imputarsi alle disgraziate condizioni politiche di quel periodo della nostra storia, per cui le varie regioni d’Italia
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importanti conquiste: la formulazione della teoria generale delle curve e delle superfici
algebriche e la fondamentale scoperta delle trasformazioni birazionali. Su questo secondo
aspetto, concordano sul merito di Cremona nell’aver compreso pienamente I’importanza della
questione e di averla impostata in tutta la sua generalita.’*® Proseguendo poi nell’excursus
storico, identificano nella geometria degli iperspazi di Segre e Veronese il definitivo passaggio
ad una concezione puramente birazionale delle questioni geometriche.** Dalle conferenze di
Fano e B. Segre emerge infine una cronologia della Scuola condivisa. A Losanna, il primo
identifica tre fasi dello sviluppo della geometria algebrica italiana (1880-92: geometria delle
curve algebriche, con Veronese, Segre e Castelnuovo; 1893-1905: teoria delle superfici di
Enriques e Castelnuovo; dopo il 1905: approfondimenti su curve e superfici e teoria delle
varieta algebriche, con Severi). A Bologna, il secondo individua due periodi distinti, “il primo
dei quali va dal 1893 al 1900 ed e precipuamente dominato dalle idee del Castelnuovo e
dell’Enriques; il secondo comincia col 1904 ed ¢ nettamente dominato dalle idee del Severi”.
E, questa, una scansione temporale condivisa anche da Castelnuovo che, nel 1928, fa risalire al
1890 il compimento della teoria delle curve e al 1904-05 la fase conclusiva dell’elaborazione
della geometria sulle superfici.'*®

Nonostante i notevoli punti di contatto tra la prima meta della conferenza di Fano Quelques
apercus sur le développement de la géométrie algébrique en Italie pendant le dernier siecle e
la prima parte della prolusione di B. Segre, vi sono tre differenze sostanziali. Per quanto
riguarda i contatti tra I’Italia e il resto d’Europa, mentre Fano — sulla scorta di V. Volterra — fa
riferimento al viaggio in Europa di Betti, F. Brioschi e F. Casorati (1858), B. Segre cita il
viaggio in Italia di Steiner, C. Jacobi, P.G. Dirichlet e C. Borchardt (1843-44). In secondo
luogo, Segre sottolinea il ruolo di Battaglini — neppure citato da Fano a Losanna — in relazione
allo studio geometrico degli invarianti e dei covarianti delle forme algebriche. Infine, nella
seconda parte dell’intervento Segre illustra altre vie d’indagine in cui, secondo lui, “gli Italiani
si sono pure brillantemente affermati”'*® (geometria differenziale e proiettivo-differenziale;
fondamenti della geometria; analysis situs e geometria ipercomplessa), per concludere — con
un’eco dei cardini della retorica nazionalista — che quella che “piu profondamente porta

erano fra loro divise e rette da governi — in maggior parte stranieri o mancipi dello straniero — che, nell’elevazione
scientifica e culturale dei singoli e delle masse, vedevano soltanto un pericolo alla loro stabilita”; BSMT, FFa,
Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 16: “L’Italie n’avait encore pris part a ce mouvement scientifique. Les
conditions politiques, sa division en plusieurs Etats, n’y étaient pas favorables. Quelques gouvernements ne
s’occupaient pas beaucoup de I’instruction et de I’enseignement universitaire”.

143 Cfr. SEGRE 1932, cit., pp. 3-5: “¢ infatti col Cremona che la geometria proiettiva raggiunge le mete piti eccelse,
pervenendo alla teoria generale delle curve e delle superficie algebriche; e, d’altro canto, la scoperta fondamentale
delle trasformazioni cremoniane [...] ma spetta al Cremona di aver impostata la questione in tutta la sua generalita,
risolvendola brillantemente.”; BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., pp. 18-20: “Ses oeuvres les plus
importants sont notamment 2 groupes de mémoires: 1. La théorie géométrique des courbes planes et des surfaces
algébriques [...]; 2. La théorie des transformations birationnelles du plan et de ’espace (1862-64, 1870), que tout
le monde s’accorda a appeler ‘crémoniennes’. [...] Mais ce fut Cremona qui comprit I’importance et la généralité
de la question”.

144 Cfr. SEGRE 1932, cit., p. 6; BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 24.

145 Cfr. SEGRE 1932, cit., p. 8; BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., pp. 24-25; CASTELNUOVO 1929,
cit., pp. 193 e 195.

146 SEGRE 1932, cit., p. 9.
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impressa 1’orma del genio italico” & la geometria algebrica.'*” E, quest’ultimo, un aspetto
rimarcato anche da Guido Zappa, vent’anni piu tardi (1952). Tracciando la storia della
geometria negli ultimi due secoli, illustra gli studi sulle superfici in questi termini:

Ma la gloria della costruzione di questa teoria ¢ massimamente dovuta all’analista francese Picard
[...] e agli italiani Castelnuovo ed Enriques, cui si aggiunse in seguito il piu giovane Severi, i
quali costruirono una teoria delle superficie basata prevalentemente sui metodi sintetici della
tradizione nostra [...]. Sono questi i tre grandi maestri italiani di geometria algebrica [...]; ad essi
si deve massimamente se la geometria algebrica € una gloria prevalentemente italiana. Tutta la
teoria porta i chiari segni del genio italiano, attratto piu da visioni intuitive e da spirito costruttivo
che da esigenze pil spiccatamente dimostrative e logiche.*3

Fano, invece, nella seconda parte della prima conferenza al Cercle si addentra nei dettagli
matematici della teoria delle serie lineari e delle trasformazioni birazionali tra due spazi; nella
seconda approfondisce diversi aspetti della teoria delle superfici. Maggiori sono qui i punti di
contatto con la conferenza plenaria di Castelnuovo. Oltre a riprendere la distinzione tra la
corrente proiettiva (Cremona) e quella della geometria iperspaziale (Segre e Veronese), nel
presentare al pubblico di Losanna la teoria delle superfici Fano abbraccia pienamente il ruolo
dell’analogia con le curve dell’impostazione di Castelnuovo:

I concetti di funzioni razionali dell’ente, di operazioni razionali su di esse, di funzioni covarianti
od invarianti potevano, sia pure con qualche cautela, trasportarsi dalle curve alle superficie,
conducendo allo studio dei sistemi lineari di curve tracciate sopra una superficie. Ma appena si
voleva approfondire la ricerca, quell’analogia, che nei primi passi ci aveva servito di guida, veniva
meno e rischiava di condurci ad affermazioni erronee.'*°

Altri aspetti condivisi nella trattazione di Fano e Castelnuovo sono il superamento della
distinzione tra indirizzo algebrico-geometrico e trascendente grazie all’opera della Scuola
italiana, la difficolta nell’estensione della nozione di genere, il legame tra le superfici algebriche
e gli integrali di Picard. Tuttavia, mentre Fano sceglie di dare maggior rilievo agli aspetti
geometrici della teoria, Castelnuovo ne illustra piu dettagliatamente i collegamenti con i
contributi di analysis situs di Poincaré e Lefschetz. Anche lo scopo e differente: a Bologna
Castelnuovo guarda al “cammino percorso nell’ultimo cinquantennio, non per una sterile
contemplazione, ma per prendere norma e lena in vista di indagini future” ,**° suggerendo anche
nuove possibili vie di ricerca. Davanti ai colleghi stranieri del Cercle Mathématique, Fano si fa
invece promotore di quella corrente di indagine cui si ¢ dedicato per tutta la vita, “grazie alla
quale I’Italia occupa anche nella scienza uno dei primissimi posti”.*>!

La promozione e la valorizzazione della tradizione geometrica italiana fa da trait-d ‘union
tra tutte le esperienze di divulgazione di Fano e motiva, in buona parte, la sua scelta degli
argomenti. L evoluzione della Scuola, da Cremona allo sviluppo della teoria delle superfici, e
il metodo di indagine dei geometri italiani caratterizzano gli interventi tenuti da Fano — in un

147 |vi, p. 14.

148 G, ZAPPA 1952, La matematica, oggi, Roma, Studium, p. 131.

149 CASTELNUOVO 1929, cit., p. 193.

150 |vi, p. 191.

151 G. FANO 1895a, Uno sguardo alla storia della matematica, «Atti e Mem. Acc. Virgil.», p. 28.
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arco temporale di cinquant’anni — a Gottingen, Aberystwyth e Losanna. L’altro criterio che
guida Fano nella scelta del tema da presentare ¢, naturalmente, I’attinenza con le ricerche di cui
si sta occupando in contemporanea: € per questo che nel 1894 aveva tenuto una conferenza sulla
geometria della retta (Uber eigene Untersuchungen im Gebiete der Liniengeometrie), nel 1923
avrebbe voluto dare qualche cenno sullo studio delle varieta tridimensionali e nel 1944 dedica
I’'ultima conversazione al Cercle alle trasformazioni birazionali di contatto del piano.
Quest’ultimo ¢ un argomento che Fano aveva pianificato di affrontare all’interno della quinta
sezione del suo ciclo di lezioni di Aberystwyth, dedicata ai gruppi continui di trasformazioni
birazionali nel piano e nello spazio. Tuttavia, questo argomento, come lo studio delle threefolds,
non era poi stato affrontato per ragioni di tempo.

La scelta delle superfici del terzo e quarto ordine come temi della terza e della quarta
conferenza al Cercle &, a prima vista, singolare. Sono infatti argomenti che non erano stati
proposti da Fano in altri contesti di divulgazione, cui aveva riservato spazio soltanto durante i
corsi presso 1’atenco torinese. Da un lato, Fano conosce bene la teoria delle superfici di grado
3 e 4: per presentarla si basa in buona parte sui relativi saggi del’EMW, senza quindi
necessitare di lavori a stampa che non erano a sua disposizione nella Biblioteca di Losanna.
Inoltre, Fano stesso si era occupato di alcune superfici del quart’ordine legate alla superficie di
Kummer nel lavoro del 1906 pubblicato nei «Rendiconti del R. Istituto Lombardo» e aveva poi
approfondito lo studio della superficie di Steiner.?

Dall’altro lato, il taglio adottato per introdurre queste due classi di superfici rivela, ancora
una volta, I’obiettivo di dar lustro alle ricerche dei geometri italiani, come emerge dall’ampio
spazio dedicato alla trattazione di Cremona delle cubiche. L’intero ciclo di conferenze si
configura come una rilettura storico-matematica di quella “evoluzione completamente
italiana”>® della geometria algebrica, alla luce di quasi cinquant’anni di attivita di Fano in quel
settore.

152 Cfr. FANO 1906, cit., e BSMT, FFa, Scritti. 2.

153 BSMT, FFa, Appunti vari, in LUCIANO 2022b, cit., p. 27: “Evolution complément Italienne analogue a celle de
la géomeétrie projective da Poncelet a v. Staudt.”
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5. L’impegno per “educare a saper adoperare nella vita tutte le qualita
dell’ingegno”

Accanto a una prolifica attivita di ricerca, Fano si dedica all’insegnamento per tutta la vita,
partecipando anche ai numerosi dibattiti metodologici che scandiscono quegli anni.! La sua
attivita di docenza, iniziata in qualita di assistente gia nell’a.a. 1892-93, non si interrompe del
resto neanche in seguito alle persecuzioni razziali. Fano, che “sentiva in modo profondo il
dovere, che nel suo caso si fondeva con il piacere™?, dell’insegnamento, impartisce le sue lezioni
di geometria per oltre cinquant’anni, in contesti diversi: da Torino a Roma e a Messina, da
Aberystwyth a Losanna. Come scrive nel 1920 sulle pagine del «Bollettino della Mathesis»,
per lui “I’insegnamento deve acuire, deve educare a saper adoperare nella vita tutte le qualita
dell’ingegno”.?

“Espositore lucido ed elegante, dotato di rara comunicativa e di acuto spirito sintetico,
capace di trasfondere nell’uditorio il Suo amore per la Scuola e per gli studi geometrici”,* Fano
accosta all’attivita didattica una sensibilita, un interesse speciale per quella che potremmo
chiamare, con abuso di linguaggio, la filosofia dell’educazione, a tutti i gradi e livelli scolari.

Pur episodica e frammentaria, la sua produzione in questo ambito presenta alcuni tratti di
originalita, accanto alla condivisione di numerosi assunti della Scuola italiana di geometria
algebrica.® | suoi contributi, anche se limitati rispetto a quelli di altri grandi matematici a lui
contemporanei, meritano dunque di essere analizzati in piu direzioni, oltre alle due finora
esplorate in letteratura. Di queste, la prima riguarda la trasposizione in Italia del modello
Gottingen tipico della Scuola di Klein e, in particolare, di alcune sue caratteristiche: la
formazione iniziale e in itinere dei docenti attraverso i corsi di Matematiche elementari da un
punto di vista superiore € mediante le riunioni estive; I’importanza di valorizzare 1 legami fra
gli insegnamenti e gli insegnanti di scienze pure e applicate, sia di scuola secondaria che
universitari, durante riunioni periodiche e seminari.® La seconda componente nota dell’impegno
di Fano in campo didattico, peraltro connessa alla precedente, tocca piu specificamente il nodo

1 Una versione ridotta dei paragrafi 1, 2, 3 e 6 di questo capitolo della tesi & pubblicata in E. LUCIANO — E.
SCALAMBRO 2022a, I/ dovere e il piacere di insegnare: l'impegno di Gino Fano nell’educazione matematica,
«Studi Piemontesi» 51.1, pp. 93-105.

2 A. TERRACINI 1953, Commemorazione del Socio Gino Fano, «Rend. ANL» (8) 14, pp. 709-710.
3 G. FANO 19204, 4 proposito di un articolo del giornale “La Sera”, «Boll. Mathesis» 12, p. 130.

4 SEGRE 1952, cit., p. 263. A inizio carriera, pero, Fano non era stato particolarmente amato dagli studenti, che lo
accusavano di un’esagerata pedanteria e di un’immotivata severita agli esami. Il giornale satirico La Campana
degli studenti aveva pubblicato un intervento dal titolo emblematico: La questione Fano, Torino, 27 novembre
1902. La vicenda era poi rientrata grazie all’intervento pacificatore di C. Segre. Cfr. in proposito le lettere di Fano
a Castelnuovo del 11.11.1902, 29.11.1902, 14.12.1902 in GARIO (ed) 2010, cit.

% Sui contributi della Scuola geometrica italiana all’insegnamento della matematica cfr., inter alia, L. GIACARDI
2010, The Italian School of Algebraic Geometry and Mathematics Teaching in Secondary Schools. Methodological
Approaches, Institutional and Publishing Initiatives, «International Journal for the History of Mathematics
Education» (5) 1, pp. 1-19; L. GIACARDI 2013, The Italian School of Algebraic Geometry and the Teaching of
Mathematics in secondary schools: motivations, assumptions and strategies, «Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino»
71, pp. 421-461.

® G. FANO 1894, Sull’insegnamento della matematica nelle Universita tedesche e in particolare nell Universita di
Gottinga, «RdM» 4, pp. 170-188.
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della formazione docenti. Conscio che “a nulla vale saper di piu di cio che si insegna, se questo
di pit non fa conoscer meglio le cose da insegnare”,” Fano scende in campo, nel 1921, contro
la soppressione delle Scuole di Magistero attuata dal ministro B. Croce 1’anno prima e, in una
bella conferenza pronunciata a Napoli al congresso dell’ Associazione Mathesis sostiene con
forza la necessita di istituire corsi di Vedute superiori sulle matematiche elementari nel secondo
biennio di tutte le Universita con 1’obiettivo di promuovere il confronto e I’analisi dei principali
libri di testo italiani e stranieri; suggerisce di accogliere come tesi di laurea in Matematica le
dissertazioni di storia e metodologia matematica; e sottolinea I’esigenza di attivare tirocini nelle
scuole secondarie, eventualmente solo su classi pilota per aggirare i cronici ritardi della
Minerva.

Questi due interventi sul versante dell’istruzione, lungi dall’essere episodi isolati di interesse
per la scuola da parte di Fano, risultano tasselli di un suo impegno intellettuale e sociale piu
ampio e, considerati unitamente ad altri suoi lavori e ruoli rimasti finora inesplorati,
restituiscono un’immagine piu sfumata e per certi versi inedita del Fano docente, cittadino e
uomo.

5.1. La visione metodologica, fra tradizione e nuove suggestioni

La produzione didattica ed epistemologica di Fano, cosi come quella scientifica, rivela
I’impronta dei suoi tre Maestri: Segre, Castelnuovo e Klein, sua guida durante il
perfezionamento a Gottingen e con il quale si manterra in contatto epistolare negli anni
successivi.

I perno attorno cui ruota la sua visione filosofica dell’educazione matematica ¢ costituito
dal concetto di intuizione (Anschauung). Intesa, alla Klein, come ‘modo di vedere’ le strutture
e relazioni matematiche e come autentico ‘strumento di lavoro’, I’intuizione riveste un ruolo
assolutamente centrale nel sistema epistemologico di tutti i geometri italiani. Segre e Veronese,
Castelnuovo ed Enriques, Levi e Severi, seppure a diverso titolo, pongono tutti I’accento sul
valore dell’intuizione non solo nelle scienze sperimentali ma anche nel campo del pensiero
matematico astratto, e sul suo primato rispetto al rigore logico-deduttivo. Fano é pero il primo,
forse 'unico, che cerchi di ‘definire’ questa nozione, con il duplice intento di fondare
(epistemologicamente parlando) lo stile e il metodo della Scuola geometrica italiana e di
scongiurare il rischio — invero assai frequente — di ridurre 1’intuizione alla visualizzazione o
all’empiria naif. In quest’ottica, I’intuizione gli appare come

un complesso di attitudini e capacita della nostra mente, che possono essere di varia natura, e, pur
in individui eminenti, diversamente sviluppate, e tutte utili: la visione colla mente, come si
dilettavano a praticarla gia gli antichi geometri greci; 1’intuizione come forma di memoria,
sviluppatasi p. es. in seguito al passato lavoro; I’intuizione come un senso vago e indefinito, di
cui non si saprebbe dare ragione chiara e precisa, come quella di un ingegnere che, abbozzando
un progetto di costruzione, sente, prima di farne il calcolo, la distribuzione delle pressioni; o anche

7 G. FANO 1922, Le Scuole di Magistero. Relazione al Congresso della Societa Italiana Mathesis, «Period. Mat.»
(4) 2, p. 102.
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I’intuizione dei calcolatori, come 1’aveva in grado eminente Francesco Brioschi, il cui spirito [...]
vedeva attraverso una foresta di calcoli.?

Ora, poiché I’insegnamento “deve educare non soltanto il raziocinio, ma anche la facolta di
osservare, di percepire fatti direttamente, senza ragionamento”,® ’intuizione riveste un ruolo
fondamentale all’interno del processo di insegnamento e apprendimento della matematica, e in
particolare della geometria.’® Quattro solo le sue funzioni essenziali: I’intuizione sostiene nella
scelta dei postulati; guida alla comprensione profonda dell’architettura teorica; ha funzione di
previsione e di controllo dei risultati oltre che di ‘contravveleno’ alla logica, della quale — pure
— ¢ I’indispensabile contraltare. La tesi ¢ illustrata da Fano, come suo solito, con un’efficace
metafora:

Come ’organismo vivente ¢ la sintesi delle sue cellule, e quello e queste sono entrambi ricchi di
interesse, ma la conoscenza anche minuta delle cellule non basta a far conoscere 1’individuo, la
Matematica ¢ anch’essa un organismo vivente, di cui si potrebbe dire che le connessioni logiche
costituiscono lo scheletro; ma 1’organismo non ¢ solo lo scheletro. [...] Domandare se, per la
costruzione della matematica complessiva e del suo rigoglioso sviluppo, sia pit importante la
logica o I’intuizione, sarebbe come domandare se per I’individuo sono piu essenziali lo scheletro,
oppure gli altri organi [...]. La questione ¢ posta male, poiché la vita dell’individuo riposa
sull’azione mutua, concomitante, concorde di tutti i suoi organi!*

Oltre che sull’intuizione, gli interventi di Fano di contenuto metodologico vertono sulla
matematica approssimata (Approximationsmathematik), ovvero la ‘matematica esatta delle
relazioni approssimate’, cui dedica un lavoro nel 1911 in occasione della riforma dei programmi
di Matematica,'? ad opera di Castelnuovo, e dell’introduzione di una nuova tipologia di scuola
secondaria: il Liceo moderno.®

Il tema ¢ ancora una volta di chiaro sapore kleiniano. Nell’Anwendung der Differential- und
Integralrechnung auf die Geometrie, eine Revision der Prinzipien (un volume che Fano aveva
studiato a fondo, come si desume dalle numerose annotazioni e sottolineature apposte sulla sua
copia personale),** Klein aveva infatti illustrato la sua visione dei rapporti fra matematica pura
e applicata, osservando come esistesse una differenza profonda fra le due. La matematica
applicata, importante strumento di progresso scientifico, consente di modellizzare vaste classi
di fenomeni naturali ma qualsiasi osservazione ha un margine di imprecisione, qualsiasi

8 FANO 1924d, cit., pp. 26-27.
° G. FANO 1915b, Sui fondamenti della geometria, «Rivista di Filosofia» 7, p. 392.

10 Anche E. Borel era dello stesso avviso in E. BOREL 1907, La logique et I'intuition en mathématiques, «Revue
de Métaphysique et de Morale» 15, p. 283: “on tombera sans doute d’accord pour choisir la géométrie comme
sujet d’enseignement intuitif”.

1 FANO 19244, cit., p. 27.
12 G. FANO 1911, Matematica esatta e matematica approssimata, «Boll. Mathesis» 3, pp. 106-126.

13 Sy Castelnuovo e ’insegnamento della matematica cfr. inter alia, GARIO 2016, cit.; e M. MENGHINI 2016, Guido
Castelnuovo e l'insegnamento della matematica, «Rend. Mat. e Appl.» (7) 37, pp. 185-197.

14 Cfr. F. KLEIN 1902, Anwendung der differential und integralrechnung auf geometrie, eine revisionder
prinzipien: vorlesung gehalten wahrend des sommersemesters 1901, Leipzig, Teubner, 1902, lezioni ripubblicate
nel 1928, con il titolo Préazisions-und Approximationsmathematik, come Il volume della collana
Elementarmathematik vom H&heren Standpunkte aus. Si tratta del volume n. 108 della biblioteca Fano,
attualmente conservato in BSMT.
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misurazione ha un grado di approssimazione (Schwellenwert der Genauigkeit) che non puo
essere ulteriormente migliorato. Conseguentemente, i risultati delle osservazioni possono essere
solo approssimati (non rappresentati) mediante funzioni, e le figure geometriche non sono altro
che “immagini semplificate e approssimate”. Fano riprende largamente il discorso di Klein e lo
porta avanti: & proprio dalla divergenza tra matematica e realta che sono sorti problemi nuovi
rispetto a quelli tradizionalmente affrontanti; cosi si & entrati nel dominio della matematica
approssimata, che si occupa di studiare relazioni rigorosamente stabilite da un punto di vista
matematico fra enti conoscibili solo con un certo grado di approssimazione. Fondamentale
diventa, a questo stadio, tracciare i confini e le sfere di competenza dei due rami: qualsiasi
funzione — argomenta Fano — appartiene ad esempio al dominio della matematica di precisione,
ma non di quella approssimata, la quale opera soltanto sulle cosiddette funzioni ‘ragionevoli’.*
In altri termini, le curve ideali, del tipo y = f(x), appartengono al dominio della matematica
esatta e possono mancare di alcune proprieta intuitivamente evidenti, come 1’esistenza della
retta tangente in ogni punto. Quelle empiriche, ossia le strisce del tipo y = f(x) + €, le uniche
oggetto di studio da parte delle scienze di osservazione, pur essendo limiti di curve ideali, sono
oggetti sostanzialmente diversi: nel processo di idealizzazione, molte proprieta possono infatti
andare perdute.

Convinto che sia essenziale educare alla percezione dei rapporti fra matematica e realta,
“eliminando una divergenza e colmando una lacuna che sono tra i difetti piu fatali a ogni ordine
di scuole”!® Fano concede ampio spazio, nelle adunanze della sezione torinese della Mathesis,
alle proposte circa I’insegnamento della matematica nei Licei moderni (proposte delle quali
aveva avuto “notizie per via privata” da Castelnuovo stesso prima ancora della pubblicazione)?’
e condivide con i colleghi alcune strategie didattiche concrete, per esempio proporre agli alunni
I’interpretazione dei diagrammi orari dei treni, delle curve della temperatura corporea, dei
grafici, dei rivelatori della distanza, in una parola a quella che oggi va sotto il nome di
‘matematica del cittadino’.

Un terzo elemento chiave della visione metodologica di Fano concerne la classificazione dei
saperi e la posizione della matematica nel ‘grande albero della conoscenza’. Sostenitore del
carattere unitario della scienza, Fano si scaglia contro la tendenza verso |’eccessiva
specializzazione, facilitata anche dagli ordinamenti universitari, che promuovono un
‘particolarismo invadente’. Per lui non esiste soluzione di continuita fra scienze pure e applicate
e la matematica stessa € scienza logica e sperimentale ad un tempo, in quanto non puo
prescindere dall’esperienza, senza la quale non sussisterebbe né il numero né la forma.'® Molti
capitoli di matematica teorica, fra cui la fotogrammetria o 1’elasticita — chiosa Fano — sono del
resto scaturiti dalle applicazioni e hanno contribuito a metter in luce ’utilita pratica della
matematica, “utilita a cui pochi credono, e che molti negano decisamente”.*® Naturalmente ci0
non significa vincolare la ricerca a considerazioni utilitarie, poiché la storia insegna che varie

15 Fano riprende questa terminologia da Klein e Jacobi (verntnftige funktionen).
18 FANO 1911, cit., p. 126.

17 Cfr. Verbali delle adunanze delle Sezioni. Sezione Piemontese. Seduta del 23.01.1913, «Boll. Mathesis» 5, 1913,
p. 46.

18 Ne discende che la geometria, per esempio, non & che una fisica matematica dell’estensione. Fano non ¢ certo il
solo a pensarla cosi, anzi tale concezione si ritrova identica in M. Pieri e in A. Padoa, solo per citare due nomi.

19 FANO 18954, cit., p. 5.
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conquiste del pensiero astratto solo a distanza di tempo si sono rivelate utili ed efficaci in campi
inattesi. Cosi, ad esempio, i numeri immaginari hanno permesso di risolvere importanti
questioni di elettrotecnica e di approfondire lo studio dei fenomeni vibratori. Allo stesso modo,
la relativita non sarebbe esistita senza gli spazi a pitu dimensioni, le geometrie non euclidee e il
calcolo tensoriale assoluto di Ricci-Curbastro e Levi-Civita.?® Ancora, le cosiddette ‘funzioni
patologiche’ sono in realta strettamente correlate al fenomeno fisico dei moti browniani delle
particelle.

A livello di prassi didattica, conseguentemente, occorre cogliere tutte le occasioni possibili,
per guidare gli allievi alla visione unitaria della scienza. La “teoria matematica dei fatti
collettivi” puo essere un esempio eccellente di nuova suggestione, poiché essa trova riscontro
nella fisica delle particelle, in chimica e in demografia. Il calcolo delle probabilita,
analogamente, permette di dare spiegazioni piu soddisfacenti di vari fenomeni fisico-chimici e
facilita il passaggio dal concetto di omogeneita statistica a quello di irreversibilita. Le leggi
statistiche possono essere sfruttate per sostituire — agli occhi degli allievi — il determinismo
assoluto delle leggi naturali con un determinismo statistico, che afferma soltanto 1’elevatissima
probabilita di un certo andamento del fenomeno.?

Fano, infine, oltre ad annoverare generalita, semplicita ed economia di pensiero tra i caratteri
fondanti della matematica, ne mette in luce un’insita bellezza:

colle armonie dei numeri e delle forme geometriche, colla semplicita ed eleganza dei
ragionamenti, la matematica assurge anche ad opera d’arte. Il matematico non ¢ completo [...],
se non sente la bellezza del vero. Ed é ancora un sentimento artistico quello che, nella complessita

e nell’apparente disordine delle cose, sa cogliere le armonie, e fissarle in formole semplici”.22

E anche per questa ragione che Fano cerca di contrastare la visione comune, secondo la quale

La matematica, per chi non ne ha fatto uno studio speciale, ha qualche cosa di misterioso, che
viene guardato piu con diffidenza che con curiosita. Si crede che lo studio di essa presenti alla
maggior parte delle persone difficolta straordinarie; che le questioni che vi si trattano trascendano
la capacita mentale di chi non ha una speciale disposizione a comprenderle; e che tali questioni
potranno essere mirabili (agli occhi di chi le capisce) per perfezione logica, ma non hanno [...] e
non potranno forse mai avere nessuna applicazione pratica, e percid anche, a giudizio dei piu,
nessuna importanza. Si direbbe che un fosso profondo separi i matematici dalle altre persone
colte, le quali, di solito, poco o punto s’interessano di cio che ai loro occhi si riassume in sole
formole e cifre.?

20| concetto stesso di relativita affonda le sue radici nella teoria dei gruppi di trasformazioni, come Fano mette in
luce nella sua conferenza generale ad Aberystwyth (1923) dal titolo All geometry is theory of relativity, pubblicata
in FANO 19233, cit.

2L Le idee di Fano sono successivamente riprese e ampliate in G. CASTELNUOVO, 1933, Determinismo e
probabilita, «Scientia» 53, pp. 8-12.

22 FANO 1924d, cit., p. 11.
23 G. FANO 1905, Un po’ di matematica per i non matematici, «Rivista d’Italia» 2.9, p. 366.
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5.2. La Scuola operaia serale femminile come forma di impegno sociale

L’elemento piu originale dell’azione di Fano nell’ambito dell’istruzione ¢ senza dubbio
costituito dal suo impegno nella Scuola operaia serale femminile di Torino, aperta dalla sezione
torinese dell’Unione femminile nazionale per preparare le lavoratrici a sostenere gli esami di
licenza elementare.?* Creata nel 1905, dopo quelle di Milano (1899), Roma (1903) e Firenze
(1904), quella torinese & una delle sezioni piu attive a livello italiano: oltre alla Scuola operaia
comprende un ufficio indicazioni e assistenza, un ufficio di collocamento per domestiche, un
consultorio privato per lattanti, I’ Associazione insegnanti e impiegate civili e di commercio e
1’ Associazione studentesse universitarie.?®

Sin dall’anno della fondazione, la sorella di Fano, Luisa Sacerdote, la moglie Rosa Cassin e
la consuocera Adele Rabbeno Errera, sono coinvolte insieme ad altre signore e signorine della
Torino ebraica (le figlie di C. Lombroso, le mogli di C. Segre e di A. Loria, la madre di A. e B.
Terracini e molte altre ancora) nelle attivita di questa sezione. Gli uomini non sono da meno e,
oltre alle cospicue donazioni, non disdegnano di dare un aiuto concreto, tenendo lezioni e
conferenze. Fano e fra coloro che si spendono maggiormente in questo contesto, tanto da esser
nominato direttore della Scuola operaia serale femminile nel 1909. Sara riconfermato
nell’incarico per venticinque anni di seguito, fino al 1937 almeno (e forse fino all’esilio in
Svizzera nell’inverno del 1938)?® diventando “popolare tra le operaie” e amato per le lezioni
che “con fare bonario e paterno, impartiva loro la domenica mattina”.?’ Per questa sua azione a
favore dell’istruzione pubblica popolare, sara insignito della medaglia di Benemerito della
Pubblica Istruzione nel 1928.%8

Durante questo lungo periodo, Fano si occupa direttamente e nel modo piu attivo
dell’organizzazione e delle ispezioni nelle numerose sezioni collocate nei pit popolosi quartieri
suburbani della Torino dell’epoca (Barriera di Nizza, Barriera di Milano, Barriera di Lanzo,
Madonna di Campagna, Borgata San Paolo , ecc.?®) e coinvolge nell’insegnamento sue ex

24 e scuole operaie rispondono alle esigenze scaturite dalle disposizioni legislative contenute nel Testo Unico del
10.11.1907. Questo, infatti, prescrive che i minorenni, per essere ammessi al lavoro, debbano aver frequentato
almeno il corso elementare inferiore e superato il relativo esame finale. Cio avrebbe privato del proprio impiego
un numero considerevole di persone, motivo per il quale il Governo concede una proroga temporale di due anni
per consentire a lavoratori e industriali di mettersi in regola.

% Cfr. il documento dattiloscritto firmato da Ester Penati nel 1917, digitalizzato al link http://www.14-
18.it/documento-manoscritto/168_85 01.

% 1.a documentazione custodita all’interno del Fondo Unione femminile nazionale (Sezioni in altre citta, sez. di
Torino, b. 13, fasc. 81) si arresta purtroppo al 1936. Un attestato di frequenza (Gemma Barbero, 30.4.1937)
conferma la presidenza di Fano almeno fino al 1937. Le leggi razziali del 1938 hanno poi interrotto ogni attivita
della Scuola.

2" TERRACINI 1953, cit., p. 710.

28 Cfr. la lettera di Fano al presidente della R. Accademia Virgiliana del 24.11.1935 in JANOVITZ —-MERCANTI, cit.,
p. 150: “dal 1909 tengo, a Torino, la Presidenza di una Scuola serale femminile, intesa a completare 1’istruzione
elementare e post-elementare (avviamento al lavoro) di giovani operaie, attualmente con oltre 200 alunne. Per
questo mi fu conferita nel 1928 la medaglia d’oro dei benemeriti della Pubblica Istruzione, per notevoli elargizioni
€ non comuni gratuite prestazioni a favore dell’istruzione popolare”.

2 Nell’a.s. 1909-10 la sezione di Barriera di Nizza aveva sede nella scuola elementare “G.E. Pestalozzi” di Via
Monti 11 ed era suddivisa in tre classi con docenti Ginevra Conti, Teresa Robino ed Eugenia Guglielminetti. La
seconda sezione era situata in via Leini 20, presso un locale della Societa Operaia di M.S. “Barriera di Milano”;
era stata istituita per sostituire la sede di Borgo Aurora e, a causa della mancanza di locali, era composta da una
sola classe, affidata ad Amalia Branca. Per la sezione Barriera di Lanzo le lezioni si svolgevano nelle aule
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studentesse e assistenti come Teresa Moglia e Pia Locchi (assistente di Fano dal 1919 al 1924).
Le lezioni hanno luogo tre sere a settimana e, naturalmente, si limitano ai rudimenti; per la
matematica, ad esempio, le operazioni fondamentali e il sistema metrico decimale nelle classi
inferiori, 1’aritmetica applicata ai problemi della vita quotidiana e all’economia domestica in
quelle superiori.®® Convinto che “per alunne fra i 15 e i 20 anni, e non poche anche sopra i 20,
I’insegnamento delle classi elementari, base imprescindibile di ogni altro, dovesse tuttavia esser
integrato”,®! Fano istituisce visite a musei e impianti produttivi della citta®? e conferenze
settimanali su argomenti di cultura generale, aperte anche ai familiari delle allieve, che
occupano una quarta sera accanto alle tre dedicate alle lezioni. Si tratta inoltre di

una specie di compromesso fra chi [...] vagheggiava un’Istituzione a base di sole conferenze, e
chi invece era di avviso che la coltura, in quei limiti qualsiansi che ad ogni singola persona
convengono, non puo esser acquistata da altri, ma deve essere conquistata con lavoro, con sforzi
individuali.®®

Conscio del fatto che “anche per le classi operaie I’istruzione deve tendere non soltanto a far
acquistare determinate cognizioni, ma ad abituare ad una pur modesta disciplina intellettuale”,
Fano sottolinea I’importanza del dialogo e delle discussioni che nascevano da queste
conferenze, che spesso assumevano il ‘carattere di conversazioni’ durante le quali le alunne
potevano porre domande e chiedere spiegazioni “prendendo cosi in certo modo parte attiva allo
svolgimento del tema”.3* Gli argomenti centrali di queste conferenze erano 1’igiene personale
e domestica, le malattie e il primo soccorso, la legislazione sociale con particolare riguardo agli
infortuni sul lavoro e alle leggi relative all’impiego di donne e fanciulli.*> Fano stesso ne tiene

dell’ Asilo Infantile ed erano impartite da Giuseppina Scala. Infine, la sezione Madonna di Campagna aveva sede
presso la Societa Operaia di M.S. ed era gestita da Anna Da Fré-Vergetti A queste si aggiungono, nel corso del
tempo, Valdocco, Campidoglio, Barriera di Lanzo nel 1915 e Vanchiglia nel 1921. Per ulteriori dettagli, cfr. E.
MILETTO— M. NOVARINO 2011, «... Senza distinzione politica e religiosa». Repertorio bibliografico e archivistico
sull’associazionismo laico a Torino e provincia 1848-1925, Torino, Centro Studi Piero Calamandrei, pp. 237-240.

30 Accanto all’aritmetica, sono impartite le basi di italiano, storia, geografia e ‘nozioni varie’. All’interno di
quest’ultima disciplina ¢ riservata grande attenzione all’economia domestica che include nozioni di pulizia e ordine
della casa, cucina e alimentazione, lavaggio e smacchiamento della biancheria. Per quanto riguarda la lingua
italiana, sono proposti esercizi di dettato, composizione, lettura e conversazione orale, “procurando in questi ultimi
di addestrare le alunne a esprimersi con chiarezza e a periodi compiuti”. Sono inoltre introdotti gli eventi piu
importanti della storia d’Italia dal 1815 al 1870 e le nozioni basilari di topografia (citta e province), geografia
dell’Italia e cosmografia.

81 G. FANO 1910b, Scuola Operaia Serale Femminile. Relazione 1909-1910. Unione Femminile Nazionale. Sezione
di Torino, Torino, Derossi, p. 12.

82 Durante il solo a.s. 1909-10 le allieve visitano il Museo Civico, la R. Pinacoteca, il Museo di Antichita, il Museo
Zoologico, I’ Armeria Reale, il Museo Alpino e 1’Officina della Societa Consumatori Gas-Luce.

33 |bidem.

3 Ibidem. Fano aggiunge: “Sotto questa forma ’istruzione ¢ indubbiamente utilissima; ma dovra essere in avvenire
resa piu organica, e meglio coordinata colla parte piu propriamente scolastica”.

% Le conferenze dell’a.s. 1909-10 risultano cosi suddivise. Sezione I: Letteratura popolare (B. Treves), Nozioni
elementari di anatomia e fisiologia umana, con particolare riguardo all’igiene (O. Caporali), Dimostrazioni
sperimentali e spiegazioni relative ad alcuni fenomeni astronomici: movimenti della terra, fasi lunari, eclissi, (G.
Fano), Cause di degenerazione (l. Faggiani), Previdenza e in particolare Cassa Nazionale per I’invalidita e
vecchiaia degli operai (E. Penati), Disposizioni legislative sul lavoro delle donne e dei fanciulli (F. Dalmazzo).
Sezione II: Nozioni elementari di anatomia e fisiologia umana (L. Cantalamessa), Leggi sugli infortuni del lavoro
e apparecchi di protezione (M. Carrara), Malattie infettive e soccorsi d’urgenza (A. Borrino). Sezione I11: Rapporti
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varie: una sulle Dimostrazioni sperimentali e spiegazioni relative ad alcuni fenomeni
astronomici: movimenti della terra, fasi lunari, eclissi nell’anno scolastico 1909-10 e due sulle
Origini della guerra attuale nel 1914.%

L’impegno che Fano, un austero geometra algebrico, assorto dalla ricerca e dall’alto
insegnamento, profonde nella Scuola operaia serale femminile di Torino appare singolare, ad
un primo sguardo. L’istruzione femminile, tanto piu quella per le donne lavoratrici, non ¢ infatti
un aspetto preso in considerazione da nessuno degli altri grandi matematici che si occupano di
didattica, neppure da quelli piu impegnati nel sociale. Ad una lettura piu attenta, invece, esso si
inquadra perfettamente nella traiettoria biografica di Fano, e contribuisce a delineare un ritratto
piu definito della sua vita privata.

A giocare, in primo luogo, € una convinzione ideale, e cioé la rivendicazione del diritto
universale all’istruzione e della parita di diritti in campo educativo:

a qualunque eta si ha bisogno di accrescere e rimodernare il patrimonio delle proprie cognizioni;
e la donna non puo nemmeno in questo essere inferiore all’uomo poiché, per esserne veramente
la compagna, ha il dovere e il diritto di raggiungere la sua stessa elevazione intellettuale e
morale.*’

Ad essa si sposa poi una constatazione di carattere pratico: 1’istruzione femminile ha
importanti ricadute sulla societa moderna, prima fra tutte nell’educazione dei figli, poiché “una
donna che ha il sentimento dell’utilita dell’istruzione e una futura madre gia acquisita alla causa
della Scuola, & un elemento di civilta e di progresso, che e interesse sociale che non vada
perduto”.®®

Sono queste due istanze che portano Fano — ebreo ma del tutto estraneo alla vita comunitaria
— ad avvicinarsi a un’enclave della Torino ebraica molto particolare: quella
dall’associazionismo filantropico femminile, e in particolare della Pia Societa Israelitica
femminile — dalla quale la Scuola operaia serale femminile era patrocinata — che dal 1830 aveva
sostenuto le bambine e le giovani con borse di studio e premi affinché completassero almeno

Iintero ciclo della scuola primaria.®

tra casa e scuola (Z. Treves), Soccorsi d’urgenza (J. Del Bondio), Nozioni elementari di anatomia e fisiologia
umana (L. Cantalamessa), Disposizioni legislative sul lavoro delle donne e dei fanciulli (F. Dalmazzo). Sezione
IV: Nozioni varie di igiene personale e domestica (A. Borrino), Malattie del lavoro e malattie infettive (O.
Caporali). In quest’ultima sezione in alcune sere le conferenze furono sostituite da lezioni di lavori femminili.

3 Cfr. Relazione 1914. Unione Femminile Nazionale. Sezione di Torino, Torino, Anfossi, 1915, p. 6.

37 FANO 1910b, cit., p. 6. Alle parole di Fano fanno eco quelle dell’ispettrice scolastica della citta di Torino, Giulia
Alessandrini Mariani, ivi, p. 18: “tra le molteplici disarmonie sociali odierne, una ¢ assai appariscente e funesta al
conseguimento della nostra prosperita nazionale: quella dell’ignoranza della donna”.

38 1vi, pp. 6-7. Questo tema é ripreso anche da Alessandrini Mariani, ivi, p. 18: “Una donna che avra saputo valutare
positivamente i vanteggi della coltura non permettera mai che i suoi figli rimangano privi di tale beneficio; mentre
una donna ignorante avra per essi piu a cuore un lavoro scarsamente remunerativo, per nulla curando le
provvidenziali risorse offerte dalla scuola. E per la dimostrazione di questa tesi parla eloquentemente la statistica:
mentre in Piemonte si ha il 5 per cento di spose analfabete, si ha una iscrizione alla scuola di circa 237 allievi su
1000 abitanti, e in Calabria 1’8 per cento di spose analfabete si riflette sul numero degli iscritti alla scuola che ¢
appena di 86 su 1000 abitanti”.

39 Cfr. B. TERRACINI 1932, Il centenario della Pia Societa israelitica di Torino: 1832-1932, «La rassegna mensile
di Israel» (2) 6.3, p. 106.
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Ad aver inciso sulla sensibilita per I’istruzione popolare femminile, potrebbe esser stata
anche I’esperienza personale di Fano. Tutte le donne della sua famiglia sono colte: la sorella,
Maria Fano in Ettlinger, ¢ un’acclamata traduttrice di romanzi dall’inglese, la moglie Rosa €
pittrice. Alla nascita dei figli, come molte famiglie dell’agiata borghesia, si assume perd una
nanny e quella che si trasferisce in casa Fano e una donna “extremely intelligent but
unschooled”, che impara a leggere insieme al piccolo Ugo, quando all’eta tre anni questi riceve
in dono il libro del’ABC.*® L’aver sperimentato in prima persona I’assoluta inadeguatezza
dell’istruzione femminile delle classi popolari — Si tenga presente che le nannies non erano
persone di servizio, ma membri della famiglia, poiché vivevano per molti anni nelle case dei
bimbi affidati alle loro cure, vedendoli diventare grandi — potrebbe avere inciso sulla sensibilita
di Fano verso questo aspetto e sul suo impegno in questo ambito.

Bisogna infine tener presente che anche il patriottismo di Fano potrebbe aver giocato un
ruolo. La sua azione all’interno della Scuola operaia serale femminile, “istituzione che ha
finalita eminentemente pratiche e positive”,*! & guidata dall’idea che I’istruzione pubblica
debba “assicurare ad ognuno il pit ampio sviluppo della sua personalita, e dargli in pari tempo
il sentimento intenso del valore sociale e patriottico”.*? Oltre a contribuire al miglioramento
della societa, 1’istruzione popolare aiuta a promuovere quel sentimento di unita nazionale che,
a cinquant’anni dall’unificazione, faticava ancora ad affermarsi. L’elemento chiave di una
nazione moderna ¢ costituito, secondo Fano, dall’istruzione pubblica il cui prestigio “ha tanto
bisogno di essere tenuto alto, sempre e ovunque!”.*

5.3. Il ruolo di Fano all’interno della Mathesis

Ad eccezione di quelli connessi all’istruzione popolare femminile, gli interventi di Fano sulle
questioni didattiche sono tutti strettamente collegati al contesto dell’Associazione fra gli
Insegnanti di Matematica Mathesis, fondata a Torino nel 1895 da R. Bettazzi, A. Lugli e F.
Giudice con I’obiettivo di realizzare “il miglioramento della scuola e il perfezionamento
degl’insegnanti, sotto il punto di vista scientifico e didattico”.** A partire dal 1908, Fano
partecipa attivamente e ai congressi nazionali della societa (Firenze, 1908; Padova, 1909;
Genova, 1912; Trieste, 1919; Napoli, 1921; Milano, 1925)* e alle iniziative locali della sezione
torinese, presso la quale tiene numerose conferenze: una sui fondamenti della geometria nel
1910, una sull’intuizione alla luce del volume di P. Boutroux, L ’idéal scientifique des

40 FANO 2000, cit., pp. 179-180.
41 FANO 1910b, cit., p. 18.

42 FANO 19244, cit., p. 28.

4 FANO 1922, cit., p. 4.

4 Sulla storia della Mathesis cfr. P. NASTASI 2002, La Mathesis ¢ il problema della formazione degli insegnanti,
in G. BOLONDI (ed.) La Mathesis. La prima meta del Novecento nella Societa italiana di Scienze matematiche e
fisiche, Pristem/Storia Note di Matematica, Storia, Cultura, vol. 5, Milano, Eleusi, pp. 59-119.

4 Fano custodisce all’interno della sua biblioteca personale gli atti dei primi tre congressi della Mathesis (vols.

% G. FANO 1910c, Sui fondamenti della geometria, «Boll. Mathesis» 2, pp. 119-127. La conferenza di Fano sui
fondamenti della geometria si va ad affiancare a quelle di Peano e di Amodeo sui principii dell’analisi e
dell’aritmetica. Evidentemente quell’anno si era scelto un tema unitario per le conferenze di sezione.
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mathématiciens (Paris, Alcan, 1920) nel 1922,%" e due conferenze-lezioni sull’Analysis situs e
la geometria algebrica nel 1926.%8

Durante il lungo arco della sua presidenza della sezione di Torino (dal 1913) Fano fa da
trait-d 'union tra la Mathesis nazionale e il mondo della scuola piemontese, intervenendo, oltre
che sul tema delle Scuole di Magistero (1921), in due dibattiti: quello sull’organizzazione
dell’insegnamento nelle province redente e quello sulla Riforma Gentile.*°

Sul primo aspetto, I’opinione di Fano ¢ naturale. L’insegnamento nelle scuole redente, veri
“focolari d’italianita”,*° & caratterizzato da un maggior numero di ore dedicate alla matematica,
e privo di quelle artificiose considerazioni iper-critiche sui fondamenti che Fano detesta ed e
generalmente impostato per problemi. Ispirati all’approccio di Klein,>* i programmi di
matematica svolti nei territori di Trento e Trieste gli appaiono migliori di quelli italiani per il
“largo uso, in geometria, dell’intuizione” e per I’ampio spazio lasciato al concetto di funzione
e rappresentazione grafica, precocemente introdotti insieme alla geometria analitica. Contrario
a uniformarli con quelli del resto d’Italia, durante il Congresso della Mathesis che si svolge a
Trieste (17-19 ottobre 1919), Fano suggerisce quindi di sfrondarli solo di quei contenuti che
non sono necessari per affrontare i corsi universitari italiani, e propone il seguente ordine del
giorno:

Che il Ministero non abbia a provvedere all’unificazione dei programmi di matematica delle
Scuole medie delle province redente prima d’aver udito il parere d’una rappresentanza degli
insegnanti delle nuove province; che voglia intanto controllare a mezzo di ispezioni, i vantaggi
dei programmi attualmente in vigore nelle scuole delle nuove province; e, tenendo conto di quanto
in tali programmi apparisca meritevole di essere conservato, provveda eventualmente
all’unificazione di cui sopra, in occasione di una prossima revisione generale dei programmi delle
scuole medie del Regno.>

Rientrato a Torino, relaziona sulla questione delle scuole nelle terre redente durante la
riunione del 20 novembre 1919 delle Conferenze matematiche torinesi. In quest’occasione, pur

47 Atti della Societa Italiana Mathesis. Sezione Piemontese, «Period. Mat.» (4) 2, 1922, pp. 405-410.

48 Atti della Societa Italiana Mathesis. Sezione di Torino, «Period. Mat.» (4) 6, 1926, pp. 303-304. Una traccia di
queste comunicazioni si trova in BSMT, FFa, Appunti vari, cc. 139-142 ed é analizzata nel paragrafo successivo.

49 Sul primo dibattito cfr. L. ZUCCHERI — V. ZUDINI 2007a, Animi divisi. Vicende dell’insegnamento della
matematica nella Venezia Giulia dal 1918 al 1923, Trieste, EUT; ID. 2007b, Identity and culture in didactic
choices made by mathematics teachers of the Trieste Section of ‘Mathesis’ from 1918 to 1923, «The International
Journal for the History of Mathematics Education» 2.2, pp. 39-65. Sulle reazioni alla Riforma Gentile cfr. G.
ISRAEL 1998, Vito Volterra e la riforma scolastica Gentile, «La Matematica nella Societa e nella Cultura. Rivista
dell’UMI» (8) 1-A, pp. 269-287; L. GIACARDI 2006, L’insegnamento della matematica in Italia dall’Unita
all’avvento del Fascismo, in Da Casati a Gentile, in L. GIACARDI (ed.), Momenti di storia dell'insegnamento
secondario della matematica in Italia, Lugano, Lumiéres Internationales, pp. 1-63; O. POMPEO FARACOVI 2006,
Enriques, Gentile e la matematica, in L. GIACARDI (ed.), Momenti di storia dell'insegnamento secondario della
matematica in Italia, Lugano, Lumiéres Internationales, pp. 305-321.

%0 Conferenze matematiche torinesi, «Boll. Mathesis» 12, 1920, pp. 114-115.

51 Cfr. L. ZUCCHERI — V. ZUDINI 2012, Didattica della matematica nell’Impero asburgico e nel Regno d’Italia
all’inizio del XX secolo:un confironto, «QuaderniCIRD» 4, p. 10. In Austria si tiene subito conto delle nuove idee
affermatesi nel contesto internazionale e delle indicazioni della Commission Internationale de I’Enseignement
Mathématique, presieduta da Klein. Queste sono recepite nella Riforma del ministro G. Marchet, in vigore dall’a.s.
1909-10, con provvedimenti che interessano il Ginnasio, il Ginnasio Reale e la Scuola Reale.

52 Conferenze matematiche torinesi, «Boll. Mathesis» 12, 1920, p. 62.
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rilevando lo “svolgimento meno sistematico” dei programmi, Fano sottolinea I’importanza di
escludere dall’insegnamento tutto cid che richiede “particolari artifizi”.>® Cio che piu lo
entusiasma — e su cui informa i colleghi torinesi — € il ruolo rivestito dalla nozione di funzione
all’interno della formazione dei giovani delle province redente: questa compariva a partire gia
dalla seconda classe, tramite esempi aritmetici e geometrici.>® Il concetto di dipendenza
funzionale era infatti introdotto considerando sia la proporzionalita diretta e inversa sia il
cambiamento delle aree e dei volumi delle figure al variare delle dimensioni dei loro elementi.
Le equazioni di primo e secondo grado, introdotte dalla quarta classe, erano discusse a partire
da problemi, puntando sulla rappresentazione grafica su carta millimetrata. Anche le funzioni
esponenziali, logaritmiche e trigonometriche, studiate al sesto anno, erano affrontate con
metodi grafici. Soltanto durante la settima e ultima classe si passava al calcolo differenziale e
integrale, dando ampio spazio alle applicazioni alla fisica. Pur senza citarlo, Fano apprezza il
“metodo Jacob” per I’insegnamento del calcolo infinitesimale utilizzato in Austria e, di
conseguenza, nei territori di Trento e Trieste.>® Si tratta di un metodo ‘pratico’ che parte da
alcuni aspetti della teoria della conoscenza di E. Mach — della quale si trova un’eco in vari scritti
di Fano® — e li applica all’insegnamento della matematica. Obiettivo primario ¢ lo sviluppo
contemporaneo e armonico delle facolta intuitiva, deduttiva e creativa dello studente che é posto
al centro del processo di insegnamento-apprendimento: cio che conta ¢ I’effettiva comprensione
e interiorizzazione dell’argomento, piuttosto che il rigore matematico. E, questo, un punto che
Fano non puo che condividere. Il metodo Jacob, inoltre, raccomanda di lavorare il piu a lungo
possibile sui concetti matematici, introducendo solo in un secondo momento i teoremi. Ad
esempio, si suggerisce di avvicinare gli studenti al concetto di derivata osservando la crescita
(o la decrescita) di una funzione. Richiamando poi alla mente dell’allievo 1’esperienza corporea
di una salita (o discesa) lungo una strada, si puo introdurre il concetto di pendenza di una retta
per poi generalizzarlo al caso di una curva. Al di la delle differenze a livello di contenuti tra i
programmi del Regno d’Italia e quelli delle terre redente, Fano sembra ammirare la diversa
impostazione didattica, di tipo pratico e ‘laboratoriale’, caratterizzata da metodologie educative
piu aderenti alle idee Kleiniane di cui egli — fin dalla gioventu — & propugnatore in Italia.
Apprezza, infine, 1’attenzione ai legami interdisciplinari della matematica con materie affini
(geografia, fisica, ...) che si traduce — a livello pratico — nello stretto collegamento
nell’insegnamento di matematica e fisica proposto nelle nuove province. Lo stretto rapporto tra
le due discipline, infatti, da un lato contribuisce a far comprendere I’importanza della
matematica; dall’altro, la trattazione matematica della fisica permette di rendere piu chiaro e
rigoroso I’insegnamento di quest’ultima.

Si tratta di un aspetto che Fano probabilmente recepisce da Klein e dalle nuove correnti
affermatesi in contesto internazionale e che segnera anche tutti i suoi interventi nell’ambito
della Riforma Gentile del 1923, in merito alla quale le sue posizioni sono invece piu sfumate.
Fin da subito, Fano non assume infatti un atteggiamento del tutto oppositivo. Pur comprendendo

53 Ivi, p. 114.

%4 Per ulteriori dettagli sui programmi di matematica nelle province redente, cfr. ZUCCHERI — ZUDINI 2012, cit., p.
11.

% Sul metodo Jacob, cfr. ivi, pp. 12-13.

% Tra i principi della teoria di Mach abbracciati da Fano vi ¢ il ruolo della scienza come economia di pensiero.
Cfr., inter alia, G. FANO 1908a, La geometria non euclidea, «Scientia» 26, p. 277; FANO 19244, cit., p. 19:
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i docenti che lamentano 1’inadeguatezza degli orari e il sovraccarico di lavoro®’, pur deprecando
I’assenza degli insegnamenti scientifici nel liceo femminile,*® Fano condivide ad esempio con
Gentile ed Enriques la convinzione della centralita dell’asse ginnasio-liceo classico nel sistema
d’istruzione italiano. A differenza di un Castelnuovo o di un Volterra, egli € inoltre favorevole
all’abbinamento matematica-fisica ¢ all’istituzione delle lauree miste in Matematica ¢ Fisica
(R.D. del 19.2.1922), destinate a supplire alla mancanza di insegnanti adeguatamente preparati
a insegnare le due discipline attraverso I’istituzione di corsi di esercitazioni didattiche di fisica
e di matematiche complementari. Il suo giudizio di questo tipo di corsi di laurea — in qualche
modo forse ‘condizionato’ dai rapporti di amicizia con E. Fermi, E. Segré e E. Persico, e
dall’esperienza del nipote Giulio Racabh, fisico teorico a Firenze — e talmente positivo che Fano
suggerira al figlio Ugo di conseguire proprio la laurea mista in Matematica e Fisica, con una
tesi diretta da Persico, chiamato a Torino nel 1930.

Le opinioni di Fano sul nuovo assetto gentiliano non restano confinate alle riunioni della
Mathesis, ma diventano oggetto di un Pro-Memoria, scritto su invito di Lorey e pubblicato nelle
«Unterrichtsblatter fur Mathematik und Naturwissenschaften» nell’aprile del 1925. La richiesta
di Lorey (con cui Fano aveva seguito i corsi di Klein a Gottingen nel 1893-94) é precisa:
esprimere un giudizio di merito sulla Riforma Gentile, anche alla luce della conoscenza che
Fano ha della realta scolastica tedesca. La riposta, pur estremamente sintetica, € ben articolata
e completa. Fano individua due punti ai quali sono state mosse le maggiori obiezioni:
I’eccessivo carico didattico degli insegnanti (portato a 24 ore settimanali per ragioni
economiche) che, sommandosi alla preparazione delle lezioni, alla correzione dei compiti e alla
gestione del gabinetto di fisica, li priva della possibilita di investire tempo e risorse nella propria
formazione, e la questione degli abbinamenti. Pensati con 1’obiettivo di diminuire il numero di
docenti per classe rendendo “pit armoniosa 1’educazione intellettuale dei giovani”, gli
abbinamenti sono stati introdotti precipitosamente, secondo Fano, “anche se non ¢’erano ancora
insegnanti ben preparati; pensando, e forse non a torto, che se non fosse accaduto subito,
sarebbe potuto non accadere mai”.>® Le lauree miste porranno rimedio a questo stato di cose,
ma “€ ancora troppo presto per vedere il risultato”. Nel frattempo, a causa dell’impostazione
cosi diversa dei due corsi di studi universitari in Italia (un’impostazione logico-deduttiva per la
matematica, empirico-sperimentale per la fisica), gli insegnanti non possono far altro che
supplire alle proprie lacune mediante lo studio individuale. Peraltro — e Fano ha ragione a
sottolinearlo — e assai difficile acquisire quella ‘doppia mentalita’ necessaria ad insegnare
ugualmente bene due materie, senza privilegiarne una rispetto all’altra anche se coloro, come
lui stesso, che credono nell’unita della scienza “riconoscono i punti di contatto e la necessita di
una buona integrazione degli insegnamenti” di matematica e fisica, e anche di fisica e chimica,
in un momento storico in cui la chimica tende ad essere assorbita in larga misura nella fisica
atomica. Le tesi del Pro-Memoria sono ribadite da Fano di fronte al pubblico del congresso

ST E. LUCIANO — E. SCALAMBRO 20204, Insegnare la geologia con [’alpinismo e ['idrodinamica con il canottaggio.
Gli insegnanti di matematica torinesi di fronte agli abbinamenti gentiliani, in R. BONINO, D. MAROCCHI, M.
RINAUDO, M. SERIO (eds.), Atti del IX Convegno Nazionale di Didattica della Fisica e della Matematica Di.Fi.Ma.
2019, Torino, Universita degli Studi, 2020, pp. 269-274.

58 Atti della Societa Italiana Mathesis. Sezione Piemontese, «Period. Mat.» (4) 3, 1923, pp. 357-360.

5 W. LOREY 1926, Zur Schulreform, «Unterrichtsblatter fur Mathematik und Naturwissenschaften: Organ des
Bereins zur Forderung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts» 32.1, p. 24.
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Mathesis di Milano (1925), strizzando 1’occhio ai colleghi tridentini che, come lui, sono fra i
meno critici agli abbinamenti:

forse perché le scuole dell’Italia redenta si trovavano gia inquadrate dall’Austria, come tutto, in
un ordinamento statale e non nazionale, si che, come si abbinavano i popoli nelle diverse parti
dell’impero, ben si poteva spingere 1’abbinamento nelle scuole assai piu arditamente di quanto
non abbia fatto la nostra Riforma.®

Oltre che fra i matematici, il confronto sulla Riforma Gentile si consuma anche nel mondo
della fisica italiana. La Societa Italiana di Fisica, presieduta da Q. Majorana, vi si schiera
apertamente contro e la rivista organo della societa, il «<Nuovo Cimento», per una decina di anni
ospita vari interventi critici sugli abbinamenti e una rubrica con suggerimenti e indicazioni per
i docenti.®! Fra le voci del dibattito sul «<Nuovo Cimento» vi & anche quella di Fano. Questa, in
sintesi, la vicenda. Nel 1934 Majorana pubblica I’ennesimo articolo volto a rimarcare
I’insufficiente preparazione dei professori nel campo della fisica sperimentale e i disastrosi
effetti del ‘decadimento’ dell’insegnamento secondario sul mondo della ricerca e, di
conseguenza, sul progresso della nazione. Cosi, pur riconoscendo i passi in avanti fatti sul fronte
dei programmi e delle dotazioni sperimentali delle scuole, Majorana conclude che sia tra i fisici
che tra i matematici “i piu obbiettivi (¢ sono la maggioranza) vorrebbero augurarsi un ritorno
all’antico”.%? Fano replica a stretto giro di posta: la separazione degli insegnamenti di
matematica e fisica, determinata dalla vieta opposizione tra scienze esatte e sperimentali, non e
piu attuale, anzi dal primo Novecento il compito del buon insegnante di scuola secondaria e
sempre piu diventato quello di mostrare che “la matematica ¢ fisica nella realta” e la fisica “dice
di che cosa si parla nella matematica e fa sentire cio che & vero”.%® Il problema della mancanza
di insegnanti adeguatamente preparati, poi, € stato risolto attraverso I’istituzione delle lauree
miste e altri margini di miglioramento potranno darsi: ad esempio, per Fano, piu che agire sul
monte ore settimanali occorrerebbe farlo sulla loro suddivisione fra molte classi, addirittura otto
e con undici programmi diversi nel ginnasio-liceo. Fano conclude comunque asserendo che

pit assai di ogni dettaglio importera sempre [...] lo spirito a cui sapremo tutti informare il nostro
insegnamento, la chiarezza dei concetti fondamentali che riusciremo a imprimere ai nostri allievi,
I’inquadramento che, in qualsiasi ordine di scuole, sapremo dare alle loro menti.%

80 Atti del Congresso della Societa Italiana Mathesis, «Period. Mat.», (4) 6, 1926, p. 50.

61 |_*astrofisico Alessandro Amerio sostiene ad esempio che i laureati in matematica non sono né potranno mai
diventare buoni docenti di fisica, mentre puo accadere il contrario, poiché la preparazione matematica dei fisici,
seppur meno profonda di quella dei matematici puri, € sufficiente per I’insegnamento. Fra gli interventi a favore
vi & invece quello di Bompiani, favorevole all’abbinamento matematica-fisica per “I’identita del processo mentale”
delle due discipline e nel nome dell’unitarieta dello spirito scientifico. Cfr. Notiziario. La preparazione fisica dei
candidati ai concorsi, «Nuovo Cimento» 6, 1929, pp. CXXVII-CXXVIII e Notiziario. Per l'insegnamento della
matematica e della fisica, «Nuovo Cimento» 7, 1929, pp. LXII-LXIII.

62 Q. MAJORANA 1934, Sull’insegnamento della fisica in Italia, «Nuovo Cimento» 11.6, p. 410.

83 Entrambe le frasi sono di Luigi Puccianti. Sono tratte, rispettivamente, da L. PUCCIANTI 1926, Considerazioni
didattiche comunicate al congresso di Roma—Dicembre 1925, «Nuovo Cimento» 3, p. XLIV; ID. 1934, Per
l'insegnamento elementare della fisica, «Nuovo Cimento» 11.4, pp. 257-258.

64 G. FANO 1935a, A proposito della nota del prof. Majorana: Sull'insegnamento della fisica in Italia, «Nuovo
Cimento» 12, pp. 50-51.
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Immediata la contro-replica di Majorana: “troppo vasto ¢ il campo della fisica e della
matematica per potere ammettere come sufficiente la cosiddetta laurea mista per la formazione
dei docenti di fisica”.%® Soltanto nel 1940, peraltro denunciando ancora una volta il regresso
dell’ordinamento scolastico italiano, Majorana riconoscera i progressi compiuti nell’ambito
delle lauree miste, proponendo di potenziarne ulteriormente I’offerta formativa con
I’introduzione di quattro annualita di fisica (meccanica, ottica, termologia, elettrologia).®

5.4. Analysis situs e geometria algebrica

Nel maggio del 1926, a distanza di tre mesi dalla sua riconferma a presidente della sezione
torinese della Mathesis, Fano tiene una conferenza in due parti intitolata Analysis situs e
geometria algebrica. 1l testo integrale della conferenza non e stato pubblicato; tuttavia, a partire
da alcune minute presenti all’interno degli Appunti vari, & possibile ricostruire i contenuti e la
struttura dei due interventi di Fano alla Mathesis.

Per introdurre il tema, Fano fa riferimento a G.W. Leibniz cui attribuisce il merito di aver
coniato il termine di analysis situs. Richiama poi I’aspetto qualitativo di questa branca della
geometria, sottolineato anche da Enriques e Poincaré. Se da un lato, citando Enriques, Fano
attribuisce all’analysis situs il ruolo di “sostrato puramente qualitativo, comune alla geometria
proiettiva e alla geometria metrica”, dall’altro aggiunge che si tratta della parte “piu primitiva,
piu primordiale” della geometria. Tuttavia, secondo Fano, per arrivare a una definizione
efficace dell’analysis situs € necessario guardare al Programma di Erlangen. Infatti:

Meglio di tutto 1’ Analysis Situs si lascia caratterizzare dal punto di vista sviluppato, per le varie
geometrie, da Klein nel suo “Programma” di Erlangen, come lo studio di quelle proprieta delle
figure che hanno carattere invariante rispetto a “deformazioni arbitrarie” di queste, purché fatte
con continuita; o, da un punto di vista un po’ piu generale e astratto, rispetto a corrispondenze
biunivoche senza eccezione, e continue — varieta omomorfe 0 omeomorfe — rappresentate percio
analiticamente da funzioni o sistemi di funzioni continue, univoche e univocamente invertibili,
senza eccezioni — per le quali non sarebbe nemmeno ipotesi necessaria la analiticita, nemmeno la
derivabilita.®’

Una volta definita I’analysis situs (o topologia) come la branca della geometria che studia le
proprieta invarianti per trasformazioni continue, Fano presenta un interessante excursus storico
sulla disciplina. Gia nel Settecento, infatti, erano emerse alcune questioni isolate ad essa
collegate come la formula di Euler per i poliedri e il problema dei sette ponti di Konigsberg. La
topologia diventa disciplina autonoma solo a meta Ottocento, con 1’opera di J.B. Listing.%®
Tuttavia, secondo Fano, “il passo piu importante” € compiuto da Riemann e da A.F. Mdébius. 1l
primo, infatti, sfrutto alcune considerazioni sulla connessione delle superfici per studiare le
funzioni algebriche e i loro integrali; il secondo introdusse il concetto di superficie unilatera.
Fano mette poi in luce la “tendenza allo spezzamento dell’Analysis Situs in due grandi

& Ivi, p. 51.

8 Q. MAJORANA 1940, L 'insegnamento della Fisica, «<Nuovo Cimento» 17, p. 27.

7 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 139r.

88 Cfr. J.B. LISTING 1848, Vorstudien zur Topologie, Géttingen, Vandenhoeck und Ruprecht.
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branche”® che si registra alla fine del XI1X secolo: la prima, seguendo le impronte di Riemann,
¢ I’analysis situs delle varieta continue; la seconda ¢ rappresentata dalla topologia combinatoria.
Fano specifica che durante la conferenza si occupera solo della prima, in quanto “¢ quella pit
interessante per la geometria algebrica”.’® Tuttavia, non si puo

tacere che la Il ¢ andata acquistando importanza scientifica rapidamente crescente: € essa che [...]
tende a assorbire la I. Il difetto che alla | poteva rimproverarsi era di fondarsi in buona parte su
nozioni intuitive, di non avere basi logiche, postulati non ben definiti. A questo difetto, rimanendo
nel campo sintetico, si puod rimediare prendendo le mosse dalla I1 [...]."

Fano inserisce dunque un’osservazione di carattere metodologico-fondazionale: la topologia
combinatoria puo, almeno in parte, colmare le lacune fondazionali dell’analysis situs del
continuo, dando basi piu solide all’idea intuitiva di superficie. Tuttavia, citando il lavoro di H.
Tietze del 1908,”? Fano precisa che alcune restrizioni sono ancora necessarie; quindi “forse,
anche per questa via, dal punto di vista del fondamento logico, 1’ultima parola non ¢ detta
ancora”.”® Ma ci0 che interessa a Fano sono le applicazioni della topologia alla geometria
algebrica. Per affrontare questo tema, egli ha bisogno di introdurre tre caratteri fondamentali
per le superfici, che costituiscono degli invarianti nel campo dell’analysis situs. Il primo ¢ il
numero r dei contorni; in particolare, se r = 0 si ha una superficie chiusa ed & questo il caso
cui Fano é maggiormente interessato. Il secondo carattere fondamentale e dato dal numero
massimo di retrosezioni non intersecantisi a due a due che possono essere tracciate sulla
superficie senza spezzarla, ossia quelle curve tali che tra due punti della superficie esista ancora
un cammino continuo che non interseca nessuna di esse. Il concetto di retrosezione qui
introdotto da Fano ¢ un antesignano dell’attuale nozione topologica di retrazione.’* La
distinzione tra superfici bilatere e unilatere rappresenta il terzo e ultimo invariante
fondamentale. Per illustrare questi tre concetti, Fano propone alcuni esempi significativi. Per
quanto riguarda le retrosezioni, egli richiama la differenza tra il piano di Argand-Gauss,
topologicamente equivalente alla sfera, e il piano proiettivo. Come esempio di superficie
unilatera, € esaminato il nastro di Mobius di larghezza infinita. Cio da modo a Fano di
approfondire alcuni aspetti notevoli delle superfici unilatere — come il fatto che “non ha senso
parlare di volume™’® — per arrivare a introdurre il concetto di equivalenza topologica:

Per I’equivalenza di 2 superfici dal punto di vista dell’Analysis Situs ¢ necessario e sufficiente
che abbiano lo stesso numero di contorni; stesso numero di retrosezioni, ...; entrambe bilatere,
oppure unilatere.™

8 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 139v.
0 Ibidem.
1 Ibidem.

2 H, TIETZE 1908, Uber die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten, «Monat. Math.
Phys.» 19, pp. 1-118.

3 1bidem.

4 Dato uno spazio topologico X, Y € X & detto retratto di X se esiste una mappa r: X — Y, detta retrazione, tale
cher(y) =y, vy eyY.

> BSMT, FFa, Appunti vari, c. 140r.
6 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 140v.
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Infine, Fano introduce un collegamento tra geometria algebrica e topologia: osserva infatti
che per le superfici bilatere chiuse, caso di maggiore interesse per la geometria algebrica, il
numero massimo di retrosezioni coincide con il genere p. Il valore 2p é detto connessione 0
indice di connessione della superficie. Fano conclude questa prima parte della conferenza
affermando che due superfici bilatere chiuse sono topologicamente equivalenti se hanno lo
stesso ordine di connessione.

Obiettivo del secondo intervento, tenuto da Fano il 29 maggio 1926, é estendere quanto
presentato per le superfici al caso n-dimensionale, prendendo in esame i continui a piu
dimensioni. In apertura del discorso, € nuovamente presente un cenno storico: i primi passi in
questa direzione sono stati compiuti da Riemann e da Betti negli anni Settanta dell’Ottocento
e, sottolinea Fano, si tratta di “manifestazioni forse non del tutto indipendenti fra loro, dati i
lunghi soggiorni di Riemann a Pisa, e i rapporti personali con Betti”.”” Mentre le nozioni di
bordo e di varieta unilatera/bilatera sono facilmente estendibili a varieta a n dimensioni, piu
complessa € la questione della connessione. Per ogni intero k <n si avra un indice di
connessione a k dimensioni: tali indici, rimarca Fano, sono comunemente noti come “numeri
di Betti, benché quella definizione dei valori che si sono rivelati piu opportuni di essere assunti
come tali indici non siano esattamente quelli considerati da Betti”.”®

Prima di passare al caso n-dimensionale, Fano si sofferma su alcuni esempi di continui
tridimensionali che gli consentono di mettere in luce I’indipendenza tra connessione lineare e
connessione superficiale. 1l primo esempio & quello della zona compresa tra due sfere
concentriche: in questo caso & possibile ridurre per continuita ogni linea chiusa a un punto,
mentre ogni superficie non puo essere ridotta a un punto o a una linea. Se si considera invece
la regione interna a un toro, si puo ridurre ogni superficie a un punto o a una linea ma non ogni
linea a un punto. La regione compresa tra due tori aventi lo stesso cerchio-asse rappresenta il
terzo e ultimo esempio fornito da Fano: qui vi sono linee chiuse non riducibili a punti e neanche
riducibili 1’una all’altra.

Dopo aver messo in guardia il pubblico sul fatto che “i concetti fondamentali hanno gia
subito trasformazioni, modificazioni, adattamenti”, Fano passa a considerare varieta a n
dimensioni V,, concentrandosi su quelle bilatere chiuse in quanto ¢ questo “il caso interessante
per la geometria algebrica”.”

Innanzitutto, e generalizzato il concetto di ciclo lineare su una superficie, ossia qualsiasi
cammino chiuso su di essa. Fano introduce cosi i k-cicli, con 1 < k < n — 1, che denota con
[%. In particolare, per k =1 si ritrovano i cicli lineari mentre se k = 2 si parla di cicli
superficiali. Come i cicli lineari orientati determinano il contorno di una superficie bilatera, allo

stesso modo piu k-cicli orientati [, T}, ..., F,El) possono formare all’interno della varieta 1, una
sottovarieta M, ., orientabile. In tal caso, formalmente si scrive che

L +TY + -+ TP~ 0,

Come sottolineato da Fano, questa relazione rappresenta un’omologia, concetto
fondamentale di tutta la topologia. In termini moderni, questo significa che se ¥}, € una varieta

7 1bidem.
8 1bidem.
7 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 141r.
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di dimensione n e M., ; una sua sottovarieta di dimensione k + 1 < n allora il bordo di M, 4,
se non é vuoto, e composto da i sottovarieta di dimensione k.

Fano osserva poi, senza dimostrarlo, che le omologie possono essere sommate, moltiplicate
per un intero e sottratte, dove 1’operazione di sottrazione equivale alla somma con

I’orientamento opposto: “ha quindi senso” — afferma Fano — “una qualsiasi relazione

Yo Ay Fl(cp) ~ 0, colle A intere, positive o negative, non tutte nulle”.8

A questo punto, € introdotta una serie di definizioni, a partire da quella di k-cicli indipendenti
(o distinti): si tratta di piu cicli che non soddisfano un’omologia, ossia nessuna loro
combinazione lineare costituisce la frontiera completa di una sottovarieta My, ;. Il numero
massimo di cicli indipendenti ¢ denotato con R, e costituisce un invariante topologico
fondamentale: I’indice di connessione a k dimensioni. Gli R, sono invarianti rispetto a tutte le
trasformazioni continue e biunivoche senza eccezioni. Per i k-cicli, inoltre, da AT} ~ 0 non
segue I, ~ 0: in tal caso I, é detto divisore dello zero o divisore a k dimensioni. Se A > 1 el
minimo intero per cui AT} ~ 0, Iy, 2T, ..., (A — 1)T} sono tutti divisori distinti. Per ogni valore
di k, il numero complessivo finito o, > 1 di tali divisori rappresenta un altro carattere
invariante di V,,, il cosiddetto indice di torsione a k dimensioni, individuato da Poincaré. Fano
introduce poi il gruppo di torsione a k dimensioni che opera sui k-cicli, in cui I’identita ¢ data
dall’operazione che manda ogni ciclo in un ciclo ad esso omologo. Al gruppo di torsione sono
legati altri invarianti topologici, i coefficienti di torsione, il cui prodotto e pari a g;,. Tuttavia,
osserva Fano,

La coincidenza di tutti questi invarianti non ¢ condizione sufficiente per I’omeomorfismo. Sulle
“condizioni necessarie e sufficienti” forse non ¢ detta I’ultima parola [...]. Le questioni di
Analysis Situs si complicano notevolmente al crescere del numero di dimensioni.®*

Dopo aver illustrato la relazione di equivalenza tra due cicli lineari uscenti da uno stesso
punto, Fano introduce il gruppo fondamentale di Poincaré concludendo che un’ulteriore
condizione necessaria affinché due varieta siano omeomorfe & che abbiano gruppi fondamentali
isomorfi.

L’ultima parte della conferenza ¢ dedicata a tre proprieta fondamentali soddisfatte dai
caratteri invarianti di una varieta bilatera chiusa V},. La prima proprieta & espressa dalla relazione
R = R,_y, 0ssia: gli indici di connessione equidistanti dagli estremi sono uguali. Conseguenza
di cio é la terza proprieta illustrata da Fano: i gruppi di torsione Gy € G,,_,—1 Sono isomorfi e,
in particolare, G,,_4 si riduce all’identita. Vale inoltre una generalizzazione della formula di
Euler per i poliedri. Denotando con « il numero dei vertici, a; quello degli spigoli e a, quello
delle facce, Fano osserva che la formula ay — a; + a, = 2 per i poliedri la cui superficie &
isomorfa a una sfera diventa ay — a; + a, = 2 — 2p se la superficie e di genere p e le facce
uniconnesse. Poiché in tal caso vi € un solo indice di connessione R, = 2p, assumendo per
convenzione 1 = Ry, = R,,(= R,, in questo caso) vale la relazione

ao_al‘l'az=1—R1+1=R0—R1+R2.

8 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 141v.
81 BSMT, FFa, Appunti vari, c. 142r.
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Tale formula si generalizza al caso n dimensionale. Infatti, denotando con «; il numero delle

celle a i dimensioni del poliedro (i < n), si ha
n n

D (~Dia; = Y (~1R,

0 0
Fano termina con un’osservazione: se n € dispari, poiché per la prima proprieta R, = R,,_y,

il secondo termine dell’uguaglianza ¢ uguale a zero. Di conseguenza, il primo membro ¢
indipendente dai numeri di Betti.

5.5. Uno sguardo alla costruzione della conferenza alla Mathesis

La produzione scientifica di Fano non annovera contributi di analysis situs. Tuttavia, non e
la prima volta che egli opta per questo tema davanti a un pubblico misto come quello della
sezione torinese della Mathesis: gia nel 1923, ad Aberystwyth, durante la seconda conferenza
generale — All geometry is theory of relativity — Fano aveva dedicato ampio spazio alla
topologia. La motivazione di tale scelta, in Galles come alla Mathesis, & quella messa in luce
nel primo lavoro pubblicato da Fano su «Scientia» nel 1924: I’“Analysis Situs, o teoria del
continuo e della connessione, [¢e la] branca che si presta piu facilmente di altre a essere illustrata
anche a un pubblico non specialista”.®2

Bisogna anche tener presente che, all’interno dello stesso numero di «Scientia», Fano aveva
firmato due contributi di carattere divulgativo dedicati proprio alla topologia.®® Aveva inoltre
inserito una sezione dedicata all’analysis situs anche all’interno del suo corso di Geometria
superiore del 1924-25. Questo insieme di diversi interventi che si collocano nel triennio
precedente al 1926 ha sicuramente giocato un ruolo nella scelta del tema da presentare agli
insegnanti delle scuole secondarie e ai colleghi della Mathesis il sabato mattina. Fano, infatti,
ha maturato una serie di riflessioni di carattere sia metodologico sia matematico che ben si
collocano nello spirito delle conferenze della Mathesis. Avendo presentato 1’argomento di
fronte a pubblici diversi (dai lettori di «Scientia» agli studenti di Torino e Aberystwyth), ha
sviluppato una certa sensibilita che lo guida nella scelta delle parti piu adatte da presentare alla
Mathesis. Infine, ha gia effettuato una selezione della letteratura che lo porta a inserire diversi
riferimenti puntuali all’interno delle minute manoscritte.

Pur non comparendo tra gli estratti della miscellanea di Fano, gli articoli citati (in particolare,
quelli di Riemann, Tietze, Picard e Jordan) sono presenti all’interno delle collezioni di riviste
tedesche e francesi della Biblioteca Speciale di Matematica di Torino: «Journal fir die Reine
und Angewandte Mathematik», «Monatshefte flir Mathematik und Physik», «Journal de
Mathématiques Pures et Appliquées». Analogamente, le opere complete di Poincaré e di Betti
sono a disposizione di Fano sugli scaffali della BSMT. Tra gli opuscoli personali, egli conserva
I’articolo di Picard del 1892 relativo ai legami tra gli integrali e la teoria delle superfici
algebriche, ricerche per le quali il matematico francese é citato da Fano durante la conferenza

8 G. FANO 1924a, | gruppi di trasformazioni nella geometria, «Scientia» 36, p. 150.

8 G. FANO 1924b, L analysis situs I, «Scientia» 36, pp. 217-230; ID. 1924c, L analysis situs II, «Scientia» 36, pp.
289-300.
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del 1926.%* Tuttavia, il vero point de repére di Fano per la topologia ¢ il saggio dell’EMW
sull’analysis situs di Max Dehn e Paul Heegaard® che, tra I’altro, precede il suo contributo sulla
dialettica tra geometria sintetica e analitica nel XIX secolo all’interno del terzo tomo
dell’enciclopedia tedesca. Fano, oltre a possedere I’Encyklopddie nella sua biblioteca personale,
ne conosce bene i contenuti ed e quindi in un certo senso naturale che, pur selezionando un
piccolo numero di argomenti da affrontare e riducendo notevolmente il grado di dettaglio, si
affidi alla trattazione dei geometri tedeschi, condividendone diversi aspetti: il taglio storico e le
osservazioni sul metodo in primis.

L’excursus storico con cui Fano apre la prima parte del suo intervento alla Mathesis non
compare né su «Scientia» né all’interno della conferenza di Aberystwyth o del corso di
Geometria superiore del 1924-25; presenta invece notevoli punti in comune con il saggio
del’EMW, con alcuni rimandi quasi testuali.®® | riferimenti ai lavori di Leibniz, Descartes,
Euler, Poincaré, Riemann, Betti e Listing sono i medesimi, cosi come 1’accento sul ruolo del
Programma di Erlangen di Klein. Quest’ultimo ¢ un aspetto cruciale, sottolineato da Fano in
tutte le occasioni in cui affronta questo tema, da Aberystwyth a Torino.®” Gli unici autori citati
nel’TEMW, ma non da Fano, sono Kronecker e P.G. Tait. Viceversa, gia in apertura Fano pone
I’accento sull’opera di M6bius, a differenza di quanto fatto da Dehn e Heegaard. Accanto allo
sviluppo storico dell’analysis situs, Fano condivide con i geometri tedeschi la visione del
metodo della topologia. Pur non proponendo alla Mathesis la parte di topologia combinatoria
che copre le prime sette sezioni del saggio del’EMW e che — come sottolineato durante la
conferenza — permette di fornire piu solide fondamenta all’intera teoria, Fano sottolinea il ruolo
dell’intuizione geometrica nel campo dell’analysis situs. Riprende cosi 1’impostazione di
metodo che Dehn e Heegaard, nella decima sezione del saggio, esprimevano in questi termini:

Attraverso gli sviluppi dei primi sette numeri di questa sezione, 1’analysis situs ¢ presentata come
la parte del calcolo combinatorio che si distingue per il suo significato descrittivo. Cid é gia di
grande importanza per la coerenza degli assiomi enunciati al n. 8. Nella presentazione che segue
di cio che é stato finora realizzato in analysis situs, non sempre si aderisce rigorosamente a questo
punto di vista; al contrario, spesso si traggono conclusioni importanti con 1’aiuto dell’intuizione:
I’intuizione non é solo la misura del significato dei singoli risultati, ma & anche la migliore guida
per scoprire nuovi teoremi e le loro dimostrazioni. Ma in ciascuno di questi casi si puo vedere
senza difficolta che le conclusioni in questione possono essere raggiunte anche solo con 1’aiuto
dei precedenti sviluppi astratti, cosi come in generale tutte le considerazioni speciali che sono
state fatte in qualche momento nel nostro campo hanno come fondamento naturale le nostre

8 Trattasi dell’opuscolo n. 3203 della miscellanea Fano. E. PICARD 1894, Sur la théorie des surfaces algébriques,
«Jour. Math.» (4) 5, pp. 135-319

8 M. DEHN — P. HEEGAARD 1907, Analysis situs, in EMW, Bd. 3-1-1, Leipzig, Teubner, pp. 153-220.

8 Cfr., ad esempio, BSMT, FFa, Appunti vari, c. 139r con DEHN — HEEGAARD 1907, cit., p. 171: “Die Analysis
situs ist eben der primitiviste Abschnitt der Geometrie”.

87 Cfr. FANO 1923a, cit., p. 18: “the importance of which for the systemisation of all geometry was brought out 50
years ago, with genial intuition, by F. Klein”; BSMT, FFa, Quad. Geo. Sup. 1, p. 86bis: “Quindi, nel senso del
Programma di Klein, si ha una corrispondente geometria, delle proprietd invariantive per tali trasformazioni =
Topologia, Analysis situs”; DEHN — HEEGAARD 1907, cit., p. 155: “Indem Klein die Idee der Gruppe und die
Auffassung des Raumes als Zahlenmannigfaltigkeit zu Grunde legt, gelangt er zu einer prdgnanten
Zusammenfassung der Listingschen Definitionen, die man etwa so formulieren kann: die Aufgabe der Analysis
situs besteht in der Aufstellung aller derjenigen Eigenschaften raumlicher Gebilde, die sich invariant verhalten
gegenuber der Gruppe aller stetigen Transformationen des Raumes.”.
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definizioni di cui sopra, mentre la teoria delle deformazioni spaziali continue, che € spesso posta
in cima alla lista, non si basa sulle definizioni di cui sopra.®®

Oltre alle forti affinita culturali tra la conferenza di Fano del 1926 e il saggio del’EMW, vi
sono altri due punti di contatto. Il primo ¢ I’introduzione dei coefficienti di torsione per
caratterizzare le varieta. 1l secondo é rappresentato dalla scelta della notazione per la formula
di Eulero generalizzata: a differenza di quanto presentato agli studenti del corso di Geometria
superiore del 1924-25, alla Mathesis, seguendo Dehn e Heegaard, Fano denota con a,, a4, a5
rispettivamente il numero di vertici, spigoli e facce del poliedro. Tale scelta di notazione si
ritrova anche all’interno del ciclo di conferenze di topologia tenuto da Severi al Seminario
Matematico di Buenos Aires nel 1930.8° Vi ¢, tuttavia, una netta differenza tra I’apertura delle
conferenze di topologia di Severi in Brasile — una cui copia a stampa é conservata da Fano nella
sua collezione personale — e quella di Fano alla Mathesis: mentre 1’evoluzione storica della
topologia occupa una parte importante della trattazione di Fano, in Severi riveste un ruolo del
tutto marginale ed & liquidata in poche righe.*°

Per la stesura del testo della conferenza alla Mathesis, oltre a guardare al saggio del’EMW,
Fano sfrutta diversi aspetti da lui affrontati e proposti in tre ambiti diversi: Aberystwyth, il corso
di Geometria superiore del 1924-25 e la prima parte dello scritto Analysis situs pubblicato su
«Scientia». Da ciascuno di questi contesti egli trae alcuni elementi specifici che gli consentono
di arrivare a una sintesi efficace e, soprattutto, adatta al pubblico delle conferenze della
Mathesis. Innanzitutto, il celebre esempio dei sette ponti di Konigsberg, la cui illustrazione
nelle carte manoscritte € analoga a quella di «Scientia».%

Ancora, il teorema di Euler per i poliedri € citato da Fano ad Aberystwyth, in «Scientia»,
durante le sue lezioni del 1924-25 e alla Mathesis.®? In questa sede, pero, Fano esplicita per la
prima volta la distinzione della topologia in due branche: I’analysis situs delle varieta continue
e la topologia combinatoria.

8 DEHN — HEEGAARD 1907, cit., pp. 170-171: “Durch die Entwicklungen der ersten sieben Nummern dieses
Abschnittes ist die Analysis situs dargestellt als ein durch seine anschauliche Bedeutung ausgezeichneter Teil der
Kombinatorik. Das ist schon fir die Widerspruchslosigkeit der in Nr. 8 aufgestellten Axiome von grofer
Bedeutung. In der nun folgenden Darstellung des bisher in der Analysis situs Erreichten wird dieser Standpunkt
nicht immer streng eingehalten; es werden vielmehr hdufig mit Hilfe der Anschauung wichtige Schlisse gezogen:
Die Anschauung ist nicht nur der MaR- stab fur die Bedeutung der einzelnen Resultate, sondern sie ist auch der
beste Fuhrer in der Entdeckung neuer Satze und ihrer Beweise. Aber in jedem einzelnen dieser Falle kann man
ohne Schwierigkeit sehen, dal? die in Betracht kommenden Schliisse auch allein mit Hilfe der vorangehenden
abstrakten Entwicklungen gemacht werden kdnnen, wie denn (iberhaupt alle speziellen Uberlegungen, die zu
irgend einer Zeit auf unserem Gebiet angestellt worden sind, als natiirliches Fundament unsere obigen Definitionen
haben, wéhrend die oft an die Spitze gestellte Theorie der stetigen Raumdeformationen”.

8 Cfr. BSMT, FFa, Quad. Geo. Sup. 1, p. 91; DEHN — HEEGAARD 1907, cit., p. 181; SEVERI 1931, Topologia,
Buenos Aires, Imprenta de la Universidad, p. 94.

% Cfr. SEVERI 1931, cit., p. 5: “La topologia o analysis situs o también analisis del continuo, representa la realidad
de aquella aspiracion que tiene sus origenes en una carta de Leibniz a quien se debe el nombre de analysis situs.
El de topologia es debido a Listing. Pero la creacion en un cuerpo de doctrina cientifica y sistematica comienza
recién en el siglo XIX”.

91 Cfr. BSMT, FFa, Appunti vari, c. 139r; FANO 19234, cit., p. 23: “A similar problem, well known in the days of
Euler, was that of the ‘seven bridges of Konigsberg’. You were required to walk across the seven bridges, over as
many arms of the river Pregel, following one closed path, and never passing over any bridge more than once”;
FANO 1924b, cit., p. 219.

92 Cfr. BSMT, FFa, Appunti vari, ¢. 139r; FANO 19233, cit., p. 22; FANO 1924b, cit., p. 219.
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Fig. 5.1. lllustrazione del problema dei ponti di Kénigsberg in «Scientia» (a sx.) e nelle minute della
conferenza alla Mathesis (a dx.).

Tale distinzione rispecchia, per cosi dire, la suddivisione del suo contributo apparso su
«Scientia» in due parti, intitolate rispettivamente Lo studio intuitivo del continuo e L indirizzo
combinatorio. Per quanto riguarda quest’ultimo aspetto, alla Mathesis Fano cita soltanto alcuni
problemi: oltre a quello di Konigsberg (che ad Aberystwyth aveva legato al gioco del labirinto),
quello del domino e quello dei quattro colori, senza scendere nei dettagli. In questa sede, Fano
sceglie di concentrarsi sul primo aspetto in quanto il suo obiettivo e differente da quello di
Aberystwyth e dei due scritti di «Scientia»: vuole infatti mettere in luce le applicazioni
dell’analysis situs alla geometria algebrica. Per raggiungere questo obiettivo, parte dalla
topologia delle superfici, introducendo i tre caratteri invarianti che aveva illustrato nella prima
parte del contributo su «Scientia».® Passa quindi al nastro di Mdbius per illustrare la differenza
tra superfici bilatere e unilatere. Si tratta di un esempio classico, gia citato sia nella conferenza
generale di Aberystwyth sia sulle pagine di «Scientia», che perd Fano introduce qui seguendo
I’approccio utilizzato durante il corso di Geometria superiore.?* Al posto di far riferimento a un
nastro concreto come ad Aberystwyth o a una striscia di carta come in «Scientia», alla Mathesis
Fano considera direttamente una zona di piano di larghezza infinita con 1’opportuna
identificazione di punti. Anche l’illustrazione presente nelle carte manoscritte, del tutto
differente da quella che compare sulle pagine di «Scientia», € analoga a quella del quaderno di
Geometria superiore.
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Fig. 5.2. lllustrazione del nastro di Mdbius in «Scientia» (a sx.), nel Quaderno di Geometria superiore
del 1924-25 (in centro) e nelle minute della conferenza alla Mathesis (a dx.).

93 Cfr. FANO 1924b, cit., pp. 222-224: si tratta delle medesime tre considerazioni sugli invarianti topologici.
% Cfr. BSMT, FFa, Quad. Geo. Sup. 2, p. 50.
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Al suo interno, si trova anche 1’esempio del piano proiettivo e della stella di rette riproposto
da Fano alla Mathesis. Per illustrare la “legge degli spigoli” in questa sede, Fano richiama
invece quanto pubblicato su «Scientia». Si puo anzi affermare che i diversi puntini di
sospensione inseriti nelle minute della conferenza sono da colmare alla luce di quanto Fano
aveva scritto nel 1924:

E questo geometra [Mdbius] vi e giunto in una ricerca intesa ad estendere il concetto di «volume»
di un poliedro, dai casi elementari, a poliedri comunque intrecciati; e a mostrare che esistono
poliedri pei quali assolutamente non ha senso parlare di volume: quelli appunto la cui superficie
€ unilatera. Per un poliedro elementare, il volume, nel senso ordinario, eguaglia la somma, che &
costante, dei volumi delle piramidi che hanno per basi le singole facce del poliedro, e il vertice in
un punto interno arbitrario. Questa proprieta continua a sussistere anche se il vertice comune delle
piramidi si suppone esterno al poliedro, purché al volume di ogni singola piramide si attribuisca
un segno conveniente, riducendosi cosi a una «somma algebrica», ossia alla differenza fra la
somma dei volumi positivi e quella dei volumi negativi. E la determinazione di quel segno, per
ciascuna piramide, implica che si fissi, sulla faccia del poliedro che ne & base, un certo senso di
percorrenza del relativo perimetro. Nei casi elementari, questi sensi di percorrenza sulle diverse
facce si possono, e si devono stabilire in modo tale che ciascuno spigolo, nei perimetri delle 2
facce cui appartiene, venga sempre percorso rispettivamente nei 2 sensi opposti (in tutti i casi
elementari, é facile convincersi che questo € possibile): & cid che Mdbius chiama la «legge degli
spigoli». Ora, per tutti i poliedri, anche comungue intrecciati, che soddisfano alla «legge degli
spigoli», sempre quella somma algebrica di volumi di piramidi é costante, al variare comunque
del vertice; e si puo allora definire questa somma come volume del poliedro. Ma vi sono poliedri
le cui facce non soddisfano alla legge degli spigoli; cercando di applicarla, non vi si riesce; per
essi non ha senso parlare di volume, e I’insieme delle facce costituisce allora una superficie
unilatera.®

Alla Mathesis, dopo aver individuato le condizioni necessarie e sufficienti affinché due
superfici siano topologicamente equivalenti, Fano non introduce esplicitamente il concetto di
superficie uniconnessa né la distinzione in tipi (o forme normali), cui aveva dedicato la
penultima sezione de Lo studio intuitivo del continuo di «Scientia». A Torino, nella seconda
parte della conferenza, Fano si concentra invece sullo sviluppo dell’analysis situs per le varieta
a piu dimensioni. Si tratta di un argomento non banale, di cui aveva dato qualche cenno sulle
pagine di «Scientia», senza pero poi entrare nel merito della questione. Richiamando la portata
dell’opera di Riemann, prima di dedicarsi alla topologia combinatoria, egli aveva infatti
concluso:

[...] d’allora in poi I’importanza dell’ Analysis Situs per tutta la matematica ¢ risultata sempre piu
manifesta. Sono stati pure studiati continui a un numero qualunque n di dimensioni, quali si
possono formare con gruppi di n 0 piu numeri, 0 con enti geometrici dipendenti da almeno n
parametri. A questo studio hanno portato contributi importanti anche scienziati eminenti: fra altri
Poincaré, uno appunto di coloro che dell’ Analysis Situs hanno maggiormente e pit intimamente
sentita tutta la portata. | concetti di orlo o contorno, di genere e connessione di una superficie, di
superficie bilatera ed unilatera, si possono estendere ai continui a pit dimensioni; ma talune
questioni presentano allora difficolta e complicazioni notevolmente maggiori [...]. Nonostante le
ricerche di Poincaré, che sono fra le sue piu profonde e ingegnose, e altre piu recenti, non si &

% FANO 1924b, cit., p. 225.

144



ancora riesciti a assegnare un complesso di condizioni necessarie e sufficienti per 1’equivalenza
topologica di due continui a uno stesso numero arbitrario di dimensioni.%

Alla Mathesis quindi, per la prima volta, Fano illustra la questione dell’estensione a continui
a piu dimensioni, introducendo innanzitutto i numeri di Betti. Per avvicinare il pubblico ai
diversi tipi di connessione che si possono incontrare passando alla dimensione superiore,
tenendo conto della presenza di diversi insegnanti e non specialisti del settore, Fano inserisce
tre esempi di continui tridimensionali abbastanza noti: la regione compresa tra due sfere
concentriche, quella interna al toro e la zona tra due tori aventi il medesimo cerchio-asse. Si
tratta di un accorgimento funzionale al graduale passaggio dalle superfici al mondo
tridimensionale prima, e n-dimensionale poi. La ricerca di questi semplici esempi, che non si
ritrovano nel corso di Geometria superiore da cui Fano prende invece spunto per la parte
matematica sulle varieta n-dimensionali, denota una certa sensibilita nei confronti del pubblico.
Allo stesso modo, questa attenzione verso chi lo ascolta porta Fano a evitare di entrare nei
tecnicismi della definizione formale di cicli k-dimensionali, ma di introdurli in modo intuitivo
come estensione dei cicli unidimensionali, ossia i cammini continui e chiusi su una superficie.

Nell’ultima parte della conferenza del 1926, vengono quindi introdotti nel modo piu
semplice possibile i concetti fondamentali di omologia, divisore a k dimensioni, indice e
coefficienti di torsione, gruppo di torsione, per arrivare al gruppo fondamentale di Poincaré.
Nella trattazione Fano utilizza alcuni aspetti affrontati durante le sue lezioni di Geometria
superiore, tralasciando le parti piu tecniche ed eliminando alcune parti, come il legame con gli
integrali di Picard. Raggiunge cosi 1’obiettivo che si era prefissato — illustrare i legami tra
analysis situs e topologia — concludendo il suo intervento alla Mathesis con le tre proprieta
topologiche fondamentali che soddisfa una varieta bilatera chiusa di dimensione n. Tra queste,
la generalizzazione della formula di Descartes-Euler che Fano inserisce nella forma del’EMW.
Si tratta del risultato fondamentale che sara illustrato, ancora una volta con la medesima
notazione, anche da Severi durante le sue conferenze di topologia in Brasile qualche anno piu
tardi.”’

La conferenza alla Mathesis, pur presentando — soprattutto nella prima parte — diversi punti
di contatto con le altre occasioni in cui Fano si & occupato di topologia, si presenta come una
rielaborazione originale del tema che viene declinato, questa volta, alla luce dei suoi legami con
la geometria algebrica. L’obiettivo di Fano é ancor piu ambizioso considerata la composizione
del pubblico. Se, da un lato, Fano non puo entrare nei dettagli matematici della trattazione,
dall’altro riesce comunque a fornire un’efficace visione d’insieme delle applicazioni
dell’analysis situs alla geometria n-dimensionale, settore particolarmente importante per i
geometri della Scuola italiana. Le carte manoscritte rivelano, ancora una volta, un aspetto
inedito dell’attivita di Fano, portando alla luce un interessante tentativo di lettura della topologia
classica alla luce dello studio delle varieta algebriche.

% FANO 1924b, cit., pp. 229-230.
9 Cfr. SEVERI 1931, cit., p. 94.
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5.6. Il Fano didatta

Il contributo di Fano alla didattica della matematica, pur essendo oggettivamente assai
limitato rispetto a quello di un Peano, un Enriques o un Castelnuovo, presenta dal punto di vista
storico elementi di interesse a tre livelli distinti: nazionale, nell’ottica della Scuola italiana di
geometria algebrica; locale, in rapporto all’ambiente culturale piemontese e personale, per il
riflesso della sua esperienza genitoriale.

Per quanto riguarda il primo aspetto, la riflessione di Fano nel campo della filosofia
dell’educazione si pone chiaramente nell’alveo della Scuola italiana di geometria algebrica, la
cui identita, come é noto, é andata definendosi non solo mediante lo sviluppo di un programma
di ricerca comune, ma anche attraverso la condivisione di valori civili e di paradigmi
socioculturali. La visione unitaria e dinamica della scienza e del suo insegnamento,
I’importanza della dimensione storica del sapere matematico, anche in funzione didattica, sono
elementi tipici della costruzione metodologica dei geometri italiani. Agli echi del Programma
di Erlangen, tradotto da Fano ancor prima di laurearsi, all’impronta del magistero di Segre €
Castelnuovo, si sovrappongono pero altri accenti, che vanno dall’empiriocriticismo di Mach al
Poincaré de La science et [’hypothése, che Fano cita quasi testualmente quando afferma che
senza ’intuizione il geometra sarebbe come uno scribacchino, ferrato nella grammatica, ma
privo di idee.%®

Un aspetto particolarmente significativo dell’impegno di Fano nell’ambito dell’educazione
matematica — anch’esso nel solco della Scuola italiana — & rappresentato dai numerosi trattati
da lui redatti per i corsi universitari, molti dei quali scritti a cavallo tra Ottocento e Novecento
e poi perfezionati in edizioni successive. Essi ricoprono diversi settori della geometria:
geometria della retta (1896); geometrie non euclidee (1898, 1935); geometria descrittiva (1903,
1910, 1914, 1926, 1932, 1935, 1944); geometria proiettiva (1902, 1903, 1907); geometria
analitica e proiettiva (1926, 1929, 1940 e 1957 in collaborazione con Terracini), oltre ai gia
citati Complementi di geometria (1935). Vi sono alcuni tratti comuni che li caratterizzano: la
chiarezza espositiva; 1’alternanza di approccio analitico e sintetico a fini didattici; la presenza
di cenni storici o di un vero e proprio approccio storico; 1’attenzione alle applicazioni ad altri
settori scientifici come la teoria delle ombre, la prospettiva, la fotogrammetria, la teoria della
relativita; e la tendenza, appresa dal maestro Segre, a evidenziare collegamenti con la ricerca in
modo da “far presagire sviluppi futuri”.%°

In secondo luogo, I’interesse di Fano per 1 problemi dell’insegnamento della matematica
contribuisce a restituire la vivacita dell’ambiente torinese dell’epoca, caratterizzato da un vivo
dialogo tra docenti universitari e professori di scuola secondaria. La sua sensibilita per questi
temi nasce negli anni di studi universitari, quando Fano segue il corso di Magistero tenuto da
Segre,'® matura a contatto con due Scuole di ricerca, come quelle di Segre e di Peano, di cui

9 Cfr. H. POINCARE 1899, La logique et ['intuition dans la science mathématique et dans [’enseignement, <Ens.
Math.» 1, p. 161: senza I’intuizione, “le géométre serait comme un écrivain qui serait ferré sur la grammaire, mais
qui n’aurait pas d’idées”.

% G. FANO — A. TERRACINI 1929, Lezioni di geometria analitica e proiettiva, Torino, Paravia, p. VI.

100 ASUT, Registro di carriera di Gino Fano: nella sezione “Annotazioni diverse”, in corrispondenza del primo
anno di corso, compare I’annotazione “Scuola di Magistero — Geometria — Segre”. Dal Quaderno 38 di Segre
(Elenco e valutazione degli studenti dal 1883 al 1892; Appunti di geometria proiettiva,
https://www.corradosegre.unito.it/Quaderni/Quad38/1_38.php) Fano risulta iscritto negli a.a. 1888-89, 1889-90,
1890-91, e riporta giudizi eccellenti: 10 in ‘operosita’; 9+ e 10 in ‘abilita didattica’. Fano ¢ stato quindi uditore del
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facevano parte molti insegnanti, e si riflette nei tanti incarichi da lui ricoperti negli anni
seguenti: la direzione della Scuola operaia serale femminile, la presidenza della sezione torinese
della Mathesis, I’aver seduto nei consigli direttivi della Societa di Cultura di Torino (1899) e
dell’Universita Popolare (1900). In tutti questi vari ambiti, Fano non € un mero portavoce delle
istanze della Scuola geometrica italiana, ma assume un ruolo di mediatore, con posizioni
talvolta originali, come nel caso dell’istruzione popolare femminile e della Riforma Gentile.

Infine, una componente curiosa dell’impegno di Fano sul fronte educativo e didattico ¢
costituita dal legame fra questo e la sua esperienza personale di papa. Fano contribuisce
largamente e in prima persona all’educazione dei figli, soprattutto per quanto riguarda le
discipline scientifiche. All’epoca capita spesso, tant’¢ che Castelnuovo, Enriques, Fubini, Levi
fanno lo stesso con i loro figli e figlie. Cio che non e comune é la consequenzialita fra le due
sfere di impegno, pubblica e privata, che nel caso di Fano & davvero evidente. Fano accetta la
direzione della Scuola operaia serale femminile quando arriva in casa sua, per la prima volta,
una baby sitter analfabeta e interviene sul tema delle lauree miste in Matematica e Fisica negli
anni in cui il suo primogenito sta frequentando proprio quel corso di studi. E ancora: nel 1920
pubblica sul giornale La sera un divertente elzeviro sulla ‘piaga dei libri di testo’, raccogliendo
lo sfogo di un ingegnere governativo, costretto a trasferirsi con la famiglia in piu sedi e ad
acquistare ogni anno nuovi libri di testo di aritmetica e geometria per i suoi bambini, contenenti
definizioni sempre diverse anche delle cose piu basilari, a seconda dell’impostazione
dell’autore. Accogliendo I’istanza del funzionario governativo, secondo il quale

Metodi di insegnamento e libri di testo [...] dovrebbero costantemente indirizzarsi verso i loro
pratici scopi istruttivi ed educativi, spogliandosi quindi di ogni ingombrante eccessivita
dottrinaria e rifuggendo dai torneamenti ipercritici che smarriscono ogni aderenza con lo scopo

fondamentale®®?,

Fano ne approfitta per insistere sulla “necessita di abbandonare, nell’insegnamento, il
criticismo eccessivo e di tenere maggior conto delle esigenze pratiche”.1%% In quel periodo, egli
si sta dedicando alla stesura di un sussidiario di matematica per il figlio Ugo, che sta facendo
da privatista la terza elementare, e si sta interrogando sulle finalita dell’insegnamento
matematico a livello di scuola elementare e sull’esigenza di ridurre al minimo quelle
“raffinatezze critiche” che allontanano la matematica dalla realta e la rendono eccessivamente
complicata agli occhi degli studenti e dei loro genitori.

In conclusione, nonostante il contributo apportato da Fano sul fronte dell’educazione e
dell’istruzione non sia comparabile, dal punto di vista dell’intensita, della continuita e
dell’originalita a quello lasciato in campo matematico, dagli scritti sull’argomento e dall’azione
all’interno della Mathesis o della Scuola operaia serale femminile sono emersi aspetti del tutto
inediti di Fano come scienziato e come uomo che hanno anche contribuito a svelare parti di un
affresco intellettuale della Torino dell’epoca, fatto di storie famigliari, di reti di rapporti sociali,
professionali e amicali. Le conferenze alla Mathesis restituiscono un volto differente di Fano

corso di Segre per tre anni, ma non ha poi completato il percorso sostenendo I’Esame di Magistero, dopo la laurea,
come di consueto.

101 La piaga nazionale dei libri di testo. La definizione dell’addizione, «La Sera: giornale politico, finanziario,
illustrato, quotidiano della sera», 31.01.1920, p. 4.

102 FANO 19204, cit., p. 129.
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rispetto alle lezioni universitarie, “togate, preparate in ogni particolare, ma che nella potenza
delle argomentazioni, nel loro concatenamento e nel rilievo dato alle idee fondamentali
ritrovavano la piu efficace spontaneita!”.1%® Rivelano infine una certa sensibilita di Fano per le
questioni metodologiche e per la formazione dei docenti che rappresentano per lui anche
un’occasione di riflessione personale su temi diversi da quelli affrontati abitualmente durante
I’attivita di ricerca, come 1’analysis situs.

108 TERRACINI 1953, cit., p. 708.

148



6. Achille Bassi in Brasile: tra divulgazione e fondazione di una scuola

Durante la sua lunga attivita di docenza all’interno dell’ateneo torinese, Fano ¢ affiancato da
diversi assistenti. Tra il 1933 e il 1938 e la volta di Achille Bassi, una figura non ancora presa
in considerazione dalla storiografia italiana' ma decisamente interessante.

La sua biografia restituisce infatti I’immagine di una ‘voce fuori dal coro’ tra i geometri
italiani dell’epoca e testimonia il sostanziale rifiuto dell’ambiente accademico nell’accogliere i
nuovi indirizzi di ricerca, ostacolo insormontabile per un rinnovamento degli studi geometrici
in Italia. Nel 1939, a distanza di circa sei mesi dal trasferimento di Fano a Losanna, Bassi —
sfiduciato dall’ambiente matematico italiano — si trasferisce in Brasile, a Rio de Janeiro. E
infatti invitato a ricoprire la cattedra di Geometria superiore in quella Universita con I’intento
di dar vita a un nuovo gruppo di ricerca matematica:

era evidente che la mia azione non poteva limitarsi ai compiti di insegnamento. Il professore
straniero deve essere messo in condizione di creare una vera scuola scientifica (asilo, per cosi
dire, di nuovi scienziati), essendo questo infatti I’interesse dell’universita che lo invita.?

Qui accosta all’insegnamento e alla ricerca I’attivita di divulgazione, tenendo due stimolanti
conferenze dedicate alla topologia che saranno analizzate in questo capitolo. La prima, intitolata
Da importancia da topologia na matematica moderna, risale all’inizio del 1940 e rappresenta
la prolusione al primo corso di Geometria superiore tenuto da Bassi presso la Facolta Nazionale
di Filosofia (FNF) dell’Universita di Rio. A matematica moderna e a necessidade de sua
difusdo ¢ invece il titolo del discorso d’apertura dei corsi universitari a Minas Gerais,
pronunciato da Bassi nel marzo 1945.

Per inquadrare al meglio I’attivita di divulgatore di Bassi in Brasile & necessario esaminare
la sua traiettoria scientifica e personale, con particolare attenzione ai primi anni della sua
carriera — che vanno inscritti nel contesto pit ampio della Scuola italiana di geometria algebrica
— e al rapporto diretto con Fano.

6.1. Dagli anni della formazione all’assistentato a Torino

Nato a Mondovi (CN) il 9 agosto 1907, Achille Bassi cresce all’interno di una famiglia “di
elevate tradizioni intellettuali”.® 1l padre, Alfredo, & un ottimo insegnante di matematica di
scuola secondaria. Ben tre dei suoi allievi diventeranno docenti universitari: L. Cesari

! La figura di Bassi € stata invece presa in considerazione da alcuni storici della scienza sudamericani, dal punto
di vista del suo ruolo nella formazione di una scuola di matematica brasiliana, in relazione ai processi di
professionalizzazione e istituzionalizzazione della matematica e diffusione dello spirito scientifico nel Nuovo
Continente. Al riguardo, cfr. A. LEME DA SILVA — H.M. ALVvIM 2019, Achille Bassi e os Elementos Contribuintes
a Institucionalizacdo da Matematica no Ensino Superior Brasileiro, «Revista Brasileira de Historia da
Matematica» 18, pp. 55-72; R. ALCAIRES DE CARVALHO 2020, A missao italiana para a formacéo de matematicos
na Faculdade Nacional de Filosofia da Universidade do Brasil: Achille Bassi e Gabriele Mammana, apenas
diplomacia cultural?, «<Em Construcéo: arquivos de epistemologia historica e estudos de ciéncia» 7, pp. 79-96.

2BCMC, Memorial A. Bassi, p. 7: “era evidente que minha acdo nfio podia limitarse a tarefas de ensino, o professor
estrangeiro tem que ser pésto em condicdo de fazer verdadeira escola cientifica (viveiro por assim dizer, de novos
cientistas), sendo éste alias o interésse da universidade que o convida”.

3 BCMC, Memorial A. Bassi, p. 1: “familia de elevadas tradi¢cdes intelectuais”.
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(Universita di Bologna), U. Cassina (Milano) e A.M. Bedarida, “libero docente all’Universita
di Genova, uno dei massimi esperti che I’Italia ha in Teoria dei Numeri”.# La madre, Stella
Sacchi, proviene da una famiglia lombarda che ha contribuito attivamente all’unificazione
dell’Italia e diversi parenti sono ben inseriti all’interno dell’¢lite intellettuale italiana.®

Gli studi secondari di Bassi si svolgono a Parma, dove frequenta il liceo classico
conseguendo ottimi risultati. Qui inizia a maturare un certo interesse per la matematica. A
distanza di anni, nel 1961, Bassi ricorda un episodio particolare di quel periodo, che segnera
tutta la sua attivita di docenza:

essendo stato uno studente eccezionale in Matematica, piu volte chiesi a mio padre di iniziarmi
alla Matematica Superiore (Calcolo Infinitesimale, ecc., che conosceva perfettamente e che
insegnava anche). Egli ha sempre ha rifiutato di farlo, tenendo i libri relativi sottochiave e
consigliandomi di studiare la geometria elementare; da solo, ho quindi risolto quasi tutti i
problemi classici risolvibili con riga e compasso. Mio padre evidentemente pensava che fosse pil
importante esercitare la mente adolescenziale su pochi concetti gia noti, che riempirla di tanti,
mal compresi. Anch’io sono della stessa opinione. Lo dico perché ora la tendenza é esattamente
I'opposto.’

Bassi si iscrive al corso di laurea in matematica all’Universita di Bologna, dove frequenta i
corsi di L. Tonelli, Bompiani e Bortolotti. All’inizio del terzo anno di studi, passa alla Scuola
Normale Superiore di Pisa, risultando primo nel concorso di ammissione. Qui segue le lezioni
di Bianchi, Bertini e Rosati, ottenendo, agli esami, valutazioni eccellenti.® Si laurea nel 1929
con il massimo dei voti e la sua tesi di laurea e insignita del prestigioso Premio Bertini,
assegnato annualmente alla migliore dissertazione di matematica discussa nell’ateneo pisano.
La tesi, diretta da Brusotti, riguarda un argomento classico: le corrispondenze (2, 2) tra curve
algebriche.® Vincitore della borsa di perfezionamento Lavagna in Geometria superiore, Bassi

4 lbidem: “livre-docente da Universidade de Génova, um dos maiores especialistas que a Italia possui na Teoria
dos Numeros”.

5 Il nonno, Achille Sacchi, aveva partecipato come medico alle campagne garibaldine. Gli zii di Bassi sono uno
professore di Anatomia comparata all’Universita di Genova e 1’altro geologo; la zia dirige per anni il movimento
femminile italiano, diventando successivamente direttrice di biblioteca. Anche i cugini di Bassi avranno un certo
successo nel mondo accademico: uno sara nominato professore all’Universita di Perugia, un altro diventera
direttore della Clinica di otorinolaringoiatria dell’Universita di Firenze.

6 Cfr. BCMC, Memorial A. Bassi, p. 3. Il migliore tra i 120 studenti del suo anno, Bassi si diploma con una media
di quasi 9/10.

7 Ivi, pp. 3-4: “tendo sido um estudante excepcional em Matematica, varias vézes pedi a meu pai que me iniciasse
em Matematica Superior (Célculo Infinitesimal, etc., que éle conhecia perfeitamente e também ensinou). Ele
sempre se negou a isto, guardando sob chave os livros correspondentes e aconselhandome a estudar a geometria
elementar; sozinho, resolvi entdo quase todos os problemas classicos resollveis com régua e compasso. Meu pali
pensava evidentemente ter mais importancia exercitar a mente adolescente sbre poucos conceitos ja conhecidos,
do que enché-la com muitos, mal compreendidos. Sou eu também do mesmo parecer. Digo isto porque agora a
tendéncia ¢ exatamente a contraria”.

8 1vi, p. 4. Nei dodici esami sostenuti all’interno dell’ateneo pisano ottiene 358 punti su 360 e sette lodi.

® Cfr. ASUPI, Processi verbali degli esami e delle lauree della Facolta di Scienze MFN 1929-30. Bassi consegue
la laurea il 19.11.1929 con una dissertazione dal titolo Le corrispondenze (2, 2) tra curve algebriche, con relatore
Brusotti. A questa si aggiungono tre tesine su: la teoria degli insiemi e i numeri cardinali transfiniti (O. Nicoletti);
la teoria di Galois nella risoluzione delle equazioni algebriche (F. Cecioni); le omografie vettoriali e la loro
integrazione come affinita spaziali. 1l secondo tema, decisamente moderno, riflette un certo interesse per ’algebra
e la teoria dei numeri all’interno della SNS in quel periodo. Tra gli undici membri della commissione, accanto a
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si ferma a Pisa anche 1’anno successivo.'® Nel 1930 & nominato assistente di Severi a Roma,
sulla cattedra di Analisi algebrica e infinitesimale.!! Vincitore di concorso, tre anni pil tardi
diventera assistente ordinario alla cattedra di Geometria proiettiva e descrittiva dell’Universita
di Torino, tenuta da Fano.'?

Tale posizione era rimasta vacante nel novembre del 1932 in seguito alle dimissioni di
Bonaparte Colombo.!® Prontamente, dopo aver interpellato il Consiglio di Facolta, Fano
sollecita il rettore e il ministero per I’apertura di un concorso per il posto di assistente.!*
L’incarico ¢ temporaneamente attribuito, fino a espletamento del concorso, a Piero Buzano, gia
assistente, dal 1° dicembre 1932, alla cattedra di Geometria analitica ricoperta da Terracini.
Tale concorso, indetto nel gennaio del 1933, sara espletato soltanto nel mese di giugno a causa
di lungaggini burocratiche.'® Buzano manterra quindi I’incarico per tutto I’anno scolastico.®
Tra il 21 e il 23 giugno si svolgono le tre prove (scritta, grafica e orale) del concorso; come
membri della commissione esaminatrice, accanto a Fano, vi sono Terracini e Carlo
Somigliana.!” Oltre a Bassi, i candidati sono Margherita Calvi, Gilberto Severi e Giorgio

Brusotti, Nicoletti e Cecioni, spiccano i nomi di Bertini, Ricci e A. Chiellini. Cfr. anche «Annuario della R.
Universita di Pisa per I’a.a. 1929-30», p. 251; «Annuario della R. Universita di Pisa per ’a.a. 1930-31», p. 253.

10 Cfr. «Annuario della R. Universita di Pisa per I’a.a. 1929-30», p. 250.

11 Bassi aveva partecipato al concorso per assistente alla cattedra di Geometria analitica dell’Universita di Roma,
tenuta da Castelnuovo. Pur risultando nella terna degli idonei, non riesce a ottenere questa posizione che
Castelnuovo assegna a chi I’aveva gia ricoperta per incarico I’anno precedente. Tuttavia, Severi, che faceva parte
della commissione esaminatrice, rimane impressionato dalle capacita di Bassi e lo nomina suo assistente. Cfr.
ACS, Fondo CNR-CMFA, busta 8, fasc. 39, Curriculum vitae di A. Bassi.

12 Sull’attivita di assistente di Bassi, cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: S. Pivano a G. Fano, Torino, 2.1.1936;
ASUT, Scienze MFN — Lezioni 1937-38, Registri lezioni 1937-38: Esercizi di Geometria descrittiva di A. Bassi;
FANO 1935c, cit., p. IX.

13 ASUT, Fasc. personale di P. Buzano: G. Fano a S. Pivano, Torino 16.11.1932.

14 Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria, Estratto dal verbale della seduta del Consiglio di Facolta del
15.11.1932: “La Facolta, in considerazione che I’anno accademico € gia iniziato, prega il Superiore Ministero di
espletare sollecitamente le relative pratiche”.

15 ASUT, Corrispondenza universitaria: S. Pivano a G. Fano, Torino 11.1.1933. Il bando & pubblicato sul
Bollettino Ufficiale del Ministero dell’Educazione Nazionale il 29.12.1932. Il termine di presentazione delle
domande per il concorso é fissato al 29.1.1933. Bassi invia la documentazione il 14.1.1933. Vi sono tuttavia dei
problemi legati alla sua mancata domanda di ammissione al Partito Nazionale Fascista, che presentera soltanto il
19.3.1933. A tal proposito, cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria: A. Bassi al Direttore della Segreteria della
R. Universita, Roma 20.2.1933 e 5.5.1933; S. Pivano a F. Ercole, Torino 6.6.1933; F. Ercole a S. Pivano, Roma
16.6.1933. Bassi € ammesso al concorso sotto la condizione di esibire la tessera di iscrizione al PNF all’atto di
nomina.

16 ASUT, Fasc. personale di P. Buzano: G. Fano a S. Pivano, Torino 8.6.1933; ASUT, Corrispondenza
universitaria: G. Fano a S. Pivano, Torino 15.7.1933. Relativamente all’a.a. 1935-36 Fano dichiara: “Lezioni e
esercitazioni si svolsero regolarmente per 1’intero anno scolastico; il sottoscritto ha impartite 68 lezioni; il Dott.
Buzano ha tenute complessivamente 56 esercitazioni, fra orali e grafiche (queste ultime di 2 ore)”. Cfr. «Annuario
UTo» 1932-33, p. 57: il posto di assistente alla Scuola di geometria proiettiva e descrittiva con disegno risulta
vacante.

17 Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria: S. Pivano a G. Fano, Torino 29.4.1933; G. Fano al Direttore della
Segreteria della R. Universita, Torino 5.6.1933; A. Bassi al Direttore della Segreteria della R. Universita, Roma
12.6.1933.
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Paolozzi,!® ma quest’ultimo non si presenta a sostenere le prove del concorso. Mentre Calvi e
Severi riportano un giudizio insufficiente, Bassi ¢ dichiarato idoneo all’assistentato. Le sue
prove scritte non avevano avuto “esito molto felice”, ma 1’orale era stato determinante:

Avendo il Dr. Bassi espresso il desiderio di comunicare alla Commissione alcuni risultati delle
sue ricerche in corso, la Commissione volentieri lo ascolto, riportandone impressione favorevole;
e cosi anche da qualche domanda intesa ad accertare la sua cultura.®

| titoli presentati, ’esperienza didattica e il possesso di una buona cultura geometrica
valgono quindi a Bassi la vittoria del concorso. Per essere nominato ufficialmente assistente a
Torino, deve perd risolvere la questione dell’iscrizione al PNF.?° Egli ¢ infine nominato
assistente ordinario alla cattedra di Geometria proiettiva e descrittiva con disegno a decorrere
dal 1° novembre 1933.2 Oltre a occuparsi delle esercitazioni di questa disciplina, a partire
dalla sessione estiva del 1934, Bassi prende il posto di Buzano all’interno della commissione
esaminatrice di Geometria proiettiva e descrittiva, accanto a Fano e Terracini, dedicandosi alla
compilazione del relativo registro. Nelle cinque sessioni d’esame (estiva e autunnale del 1934;
invernale, estiva e autunnale del 1935) che vedono questa terna di commissari sono esaminati
una quarantina di studenti.?®> Tra questi vi sono Giuseppe Tanturri (1913-2001) e Ubaldo
Richard (1915-2004) che, dopo la laurea, proseguiranno la carriera accademica.

Il primo e figlio di un matematico di formazione torinese, Alberto Tanturri, che si era
laureato nel 1899 discutendo una tesi di geometria numerativa sotto la direzione di C. Segre e
aveva conseguito, nello stesso anno, il diploma della Scuola di Magistero. Tra il 1900 e il 1905
era anche stato assistente di Geometria proiettiva e descrittiva, prima con Segre e poi con Fano.
Conseguita la laurea magna cum laude nell’estate del 1937, nel 1938 anche Giuseppe sara
chiamato a ricoprire questo ruolo, diventando di fatto il successore di Bassi. Proseguira la sua

18 Margherita Calvi aveva conseguito la laurea in matematica a Torino il 5.12.1932 con 90 punti su cento. Gilberto
Severi aveva conseguito la laurea in fisica presso ’ateneo torinese il 7.12.1932 con la medesima votazione di
Calvi. Giorgio Paolozzi si era laureato in matematica il 5.11.1930 presso 1’Universita di Bologna, con il massimo
dei voti. Dopo aver ricoperto il ruolo di assistente incaricato di Geometria descrittiva a Roma nel 1930-31, vincitore
di un posto di perfezionamento finanziato dal CNR, nel gennaio del 1932 si trasferisce a Torino.

19 ASUT, Corrispondenza universitaria, Relazione della Commissione giudicatrice a un posto di assistente alla
Scuola di Geometria proiettiva e descrittiva con disegno del 28.6.1933. Le quadriche rigate, a partire dalla loro
generazione con rigate proiettive, rappresentano il tema affrontato da Bassi durante la prova orale di abilita
didattica.

20 Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria: F. Ercole a S. Pivano, Roma 27.6.1933; A. Bassi all’avvocato,
Firenze 3.7.1933; A. Bassi a S. Pivano, Firenze 8.7.1933.

2L Cfr. «Annuario UTo» 1933-34, p. 122; 1934-35, p. 120; 1935-37, p. 114.

22 Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria, Relazione sull’attivita didattica e scientifica della Scuola di
Geometria proiettiva e descrittiva con disegno per ’a.a. 1933-34. Fano dichiara 87 esercitazioni “fatte
dall’ Assistente Dr. Achille Bassi, sotto la sorveglianza del titolare”. | registri di tali esercitazioni sono purtroppo
mancanti.

23 Cfr. ASUT, Registro degli esami speciali di Geometria proiettiva e descrittiva, Facolta di Scienze MFN, pp. 88-
100. Gli esami orali si svolgono nelle seguenti date: 25.6.1934, 7.7.1934, 24.10.1934, 18.1.1935, 5.6.1935,
12.6.1935, 18.6.1935, 8.7.1935, 9.10.1935, 24.10.1935. Tra i 44 candidati esaminati, ci sono 13 donne. Inoltre, 18
dei 31 studenti maschi che sostengono questo esame sono allievi ingegneri. Tra coloro che frequentano la Scuola
di Ingegneria vi sono tre studenti di origine ungherese: Stefano Ney, Ladislao Roman e Tiberio Fried. Solo tre
studenti ottengono la valutazione massima: Giovanni Francia, Giuseppe Tanturri e Maria Saini.
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carriera all’Istituto di Matematica del Politecnico di Torino, occupandosi dei corsi di geometria
e facendo ricerca nell’ambito della geometria algebrica e differenziale.?

Richard, invece, dopo aver frequentato il liceo classico “D’Azeglio” di Torino, si era iscritto
a matematica laureandosi nella sessione estiva del 1937 con il massimo dei voti. Dopo un
periodo di assistentato alla cattedra di Analisi al Politecnico e di libera docenza all’Universita,
diventera ordinario di Analisi matematica all’Universita di Padova.?

6.2. Bassi autodidatta in topologia, tra Torino e Princeton

Sin dalla laurea, 1’interesse di Bassi € rivolto verso la ricerca nel campo della topologia. A
tal proposito, egli ricorda:

In questi [studi] fui autodidatta, e nel 1935 potei ottenere la libera docenza in Introduzione alla
Geometria Superiore con parere molto positivo da parte della commissione esaminatrice. | miei
lavori si fecero presto conoscere, non solo in Italia ma anche in altri paesi, soprattutto negli Stati
Uniti, in Germania e in Giappone.?®

I 1935 segna una svolta nella carriera di Bassi: non solo consegue 1’abilitazione alla libera
docenza, ma vince anche una borsa di perfezionamento negli Stati Uniti, presso il prestigioso
Institute for Advanced Study di Princeton, finanziata dall’Istituto per lo scambio di studenti tra
I’Italia e gli Stati Uniti.?” Questo anno coincide anche con il picco della sua produttivita
scientifica: pubblica infatti cinque lavori, due nelle «<Memorie della R. Accademia d’Italia», gli
altri all’interno del «Bollettino dell’UMI», dei «Rendiconti del R. Istituto Lombardoy» e del
«Giornale di Matematiche».?® Sono, questi, “profondi contributi di carattere critico e

24 Cfr. ASUT, Registri di carriera scolastica, Facolta di Scienze MFN, n. matricola 421. Cfr. anche Cfr. ASUT,
Corrispondenza universitaria: G. Bottai a S. Pivano, Roma 16.3.1938; S. Pivano a G. Fano, Torino 22.3.1938. Sia
Tanturri sia Richard compaiono tra i vincitori del concorso nazionale per assistente di Geometria analitica con
elementi di proiettiva e geometria descrittiva con disegno, diventando possibili candidati al posto di assistente
rimasto vacante dopo il trasferimento di Bassi a Bologna. Gli altri vincitori sono A. Faedo, G. Francia, A. Mascia,
R. Perassi, G. Pompilj, F. Pretti, O. Tigano. Cfr. «Annuario UTo» 1937-38, p. 143.

% Cfr. ASUT, Registri di carriera scolastica, Facolta di Scienze MFN, n. matricola 434. | principali interessi di
ricerca di Richard furono le equazioni differenziali alle derivate parziali e ’analisi numerica. Tra i suoi allievi al
Politecnico, vi fu anche Tullio Regge che, all’interno della sua autobiografia  (cfr.
https://static.sif.it/SIF/resources/public/files/ricordo/biografia-regge.pdf) ricorda: “Alla fine del biennio
propedeutico il prof Ubaldo Richard, alla epoca assistente di analisi matematica, mi prese da parte e mi convinse
a lasciare il Politecnico e a studiare Fisica all’Universita”.

%6 BCMC, Memorial A. Bassi, p. 5: “Nostes fui autodidata. E me habilitaram a obter em 1935 a livre-docéncia em
Introducdo a Geometria Superior, com um parecer muito elogioso por parte da Comissdo Examinadora. Meus
trabalhos se tornaram em breve conhecidos, ndo somente na Italia mas também em outros paises, especialmente
nos Estados Unidos, na Alemanha e Japao”.

27 Cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: A. Bassi a S. Pivano, Torino 24.5.1935.

28 Sj tratta di A. BAsSI 1935a, Un problema topologico di esistenza, «Mem. R. Acc. d’Italia» (7) 6, pp. 669-714;
A. BassI 1935b, Su alcuni modelli topologici del Poincaré, «Mem. R. Acc. d’Italia» (7) 6, pp. 1309-1333; A.
BAssI 1935¢, Alcune osservazioni su di un’affermazione del Dehn circa la decomponibilita in celle delle varieta
topologiche ad n dimensioni, «Boll. UMI» 14, pp. 219-225, 286-292; A. BassI 1935d, Su di una formola
topologica del Vietoris, «Rend. R. Ist. Lomb.» (2) 68, pp. 880-890; A. BASsI 1935e, Su di una notevole operazione
topologica tra complessi, «Giorn. di Mat.» (3) 73, pp. 49-90. Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria, Relazione
sull’attivita didattica e scientifica della Scuola di Geometria proiettiva e descrittiva con disegno per 1’a.a. 1933-
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costruttivo”?® al problema dell’esistenza delle varieta topologiche con numeri di Betti assegnati
e allo studio di alcuni modelli topologici di Poincaré.

Trascorrere un periodo di studi negli Stati Uniti, dove gli studi di topologia sono ampiamente
coltivati, costituisce una straordinaria opportunita per Bassi ma presenta anche alcune difficolta.
Innanzitutto, vi é la questione economica: la borsa di studio e infatti insufficiente a ricoprire le
spese di viaggio e di soggiorno, motivo per cui Bassi chiede un finanziamento al CNR,
dichiarando di aver concorso “dietro consiglio ed incitamento del Prof. Lefschetz
dell’Universita di Princeton e del [suo] Professore, Gino Fano”.®® La risposta del CNR & pero
negativa; il segretario, U. Bordoni, lo comunica a Bassi in questi termini:

Sono molto spiacente di non poterle dare buone notizie. [...] mi ¢ stato purtroppo escluso che il
Sottocomitato per la Matematica Applicata possa avanzare con qualche probabilita di
accoglimento una domanda per una borsa di studio riguardante argomenti di carattere tanto poco

“applica‘[o”.31

Gli interessi di ricerca di Bassi, cosi come la meta prescelta, rappresentano un ostacolo per
la partenza. Riuscira comunque a imbarcarsi per gli USA nel dicembre del 1935, grazie a un
parziale finanziamento del Ministero dell’Istruzione e dell’Universita di Torino.%? A Princeton,
che “puo aspirare a sostituire I’antica Gottinga come importantissimo centro matematico”, egli
trova I’ambiente ideale per dedicarsi alla topologia. Questa gode qui di un rigoglioso sviluppo
grazie a quella

capacita, dovuta all’intuizione poetica propria dei popoli giovani, di capire quali sono le teorie di
maggiore avvenire. In tali teorie essi sperano, e con ragione, di poter imprimere pit facilmente il
sigillo della loro personalita. Tipica, a questo proposito, & la passione con cui si dedicano alla
fisica atomica e alla topologia, delle quali si &, 13, del tutto e per tempo compreso il valore.®

All’Istituto di Matematica dell’TAS, Bassi fa parte di un “auditorium sceltissimo, costituito
di giovani appassionati, la maggioranza dei quali ha gia dato belle prove di capacita
scientifica”.3* Contemporaneamente, soggiornano a Princeton giovani matematici provenienti
da ogni parte del mondo quali V. Bargmann (Zurigo); E. Hecke (Amburgo); V. Hlavaty (Praga);
W. Hurewicz (Amsterdam); L. Infeld (Lwow); W. Mayer (Vienna); T. Nakayama (Tokyo);
M.H.A. Newman (Cambridge, UK); W.J. van Stockum (Edimburgo).®® Bassi ha quindi la
possibilita di seguire lezioni su argomenti avanzati, come quelle di algebra moderna di J.
Wedderburn e i diversi corsi di topologia tenuti da Lefschetz, Alexander, N. Steenrood, A.W.
Tucker e M. Morse. Tre dei corsi di perfezionamento frequentati da Bassi sono interamente
dedicati ad argomenti di topologia. La teoria algebrica dei complessi rappresenta il tema

34: “L’assistente Dott. Achille Bassi ha continuato attivamente le sue ricerche di Analysis situs (o Topologia)
pubblicando 5 lavori, di cui si unisce copia”.

29 J.P. CECCONI 1974, Achille Bassi, «Boll. UMI» (4) 10, p. 545.

30 ACS, Fondo CNR-CMFA, busta 8, fasc. 39: A. Bassi a U. Bordoni, Torino [s.d.].

31 ACS, Fondo CNR-CMFA, busta 8, fasc. 39. U. Bordoni a A. Bassi, Roma 1.7.1935.
32 Cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: A. Bassi a S. Pivano, Torino 30.11.1935.
33 BassI 1939, cit., p. 68.

34 Ibidem, p. 78.

3 Cfr. la sezione Notices del «Bull. AMS» 1937, 43.1, p. 763.
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centrale delle lezioni di topologia generale di Tucker, durante le quali affronta i gruppi di Betti,
i gruppi di omologia e le relazioni di dualita. Lo stesso docente tiene il corso di topologia
applicata, in cui sono analizzati i concetti topologici elementari che compaiono all’interno di
analisi, algebra e geometria, con cenni alle superfici di Riemann, alla geometria differenziale
in grande e ai gruppi continui. Lefschetz invece tiene un ciclo di lezioni su argomenti scelti, in
cui introduce la topologia generale degli spazi astratti per passare poi alla topologia generale
combinatoria. Elementi di topologia compaiono anche all’interno del corso di Geometria
proiettiva complementare di Tucker che dedica le ultime lezioni agli aspetti topologici e
differenziali delle varieta di configurazioni proiettive o di trasformazioni. Probabilmente Bassi
ha occasione di frequentare anche il corso di Algebra tenuto da S. Bochner, giunto a Princeton
nel 1933, dopo I’avvento del nazismo in Germania. Al suo interno, dopo un’introduzione ai
problemi fondamentali dell’algebra, Bochner illustra alcuni elementi della teoria dei gruppi
finiti.*® La situazione in Italia € completamente differente: la maggior parte dei corsi avanzati
di geometria ¢ dedicata ad argomenti classici, con 1’unica eccezione del corso di Geometria
superiore tenuto da B. Segre a Bologna nell’a.a. 1935-36. Al suo interno egli parte dall’analysis
situs e dalla topologia combinatoria per andare a esaminare le corrispondenze tra varieta e le
applicazioni della topologia alla geometria algebrica.®’

A complemento della formazione dei giovani, a Princeton si svolgono un gran numero di
seminari che spesso scaturiscono dalle piu recenti ricerche del relatore, andando quindi a
costituire un importante stimolo alla ricerca. Frutto di questo periodo & una nota di Bassi su
alcuni invarianti topologici delle varieta, apparsa sui «Proceedings of the National Academy of
Sciences of the United States of America».*® Concluso il primo anno di perfezionamento, nel
dicembre del 1936 si prospetta per Bassi un’ulteriore opportunita, grazie all’intervento di
Lefschetz, Morse e J. von Neumann. Viene infatti nominato membro dell’IAS che gli conferisce
cosi una sorta di stipendio per poter continuare I’attivita di ricerca per un altro anno, fino al
luglio 1938.%° Facendo domanda al Rettore dell’Universita di Torino, S. Pivano, di un
prolungamento dell’aspettativa fino a tale termine, Bassi scrive:

Ho accettato quest’offerta perché mi permette di portare in Italia quanto qui si insegna in un
campo di studi e di ricerche in Italia finora poco coltivate. A tal fine ho anche rifiutato un’offerta,
di per se stessa molto lusinghiera, di due corsi d’insegnamento presso 1’Universita di Bologna.

3 BAssI 1939, cit., pp. 74-75.
37 Cfr. la sezione Notizie del «Boll. UMI» 1938, (1) 14.5, pp. 316-317.

3 Si tratta di A. BAssI 1936, On some new invariants of a manifold, «Proc. Nat. Acad. USA» 22, pp. 698-699. Cfr.
ASUT, Fasc. personale di A. Bassi, Bassi a S. Pivano, Princeton (NJ) 19.6.1937: “Benché mi sia dedicato
specialmente dapprima allo studio, ho steso in questo periodo di tempo quattro lavori, uno dei quali € gia pubblicato
nei rendiconti della ‘National Academy of sciences’ degli Stati Uniti; gli altri lavori usciranno entro 1’anno
corrente”.

39 Cfr. BCMC, Memorial A. Bassi, p. 5; ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: G. Fano a S. Pivano, Torino,
13.12.1936: “Offertami borsa che mi permette di rimanere questo anno e il prossimo sospendo partenza. Segue
lettera.”; A. Bassi a S. Pivano, Princeton, gennaio 1937; G. Fano a S. Pivano, Torino 10.1.1937; A. Bassi a S.
Pivano, Princeton, 19.6.1937: “Posso dire che la mia attivita scientifica fu qui assai ben giudicata: nel novembre
scorso mi fu offerto per I’anno prossimo uno stipendio affinché mi dedichi a ricerche scientifiche, presso I’Institute
for Advanced Study; onore che normalmente & concesso a stranieri solo se professori universitari di buona
rinomanza”.
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Credo infatti di avere il dovere di fare tutto quanto sta in me per portare in Italia concetti e studi
che certo vi saranno utilissimi.*

Tuttavia, tale proroga sara concessa soltanto fino alla fine del mese di luglio di quello stesso
anno.*t Allo scadere del congedo, Bassi prova ancora a posticipare il suo rientro a Torino,
adducendo come motivazione I’'importanza di questo soggiorno negli Stati Uniti per poter poi
svolgere, una volta rientrato in Italia, un’opera di diffusione delle piu recenti teorie. Asserisce
infatti:

Sono profondamente persuaso della reale utilita di questa permanenza all’estero. Essa mi mettera
in grado di svolgere in Italia un’azione di rinnovamento di alcune parti della matematica, che
credo necessaria, e che spero provochi, specialmente presso i giovani, un nuovo rifiorire di studi.*?

Questa ulteriore richiesta non sara tuttavia accolta.*® Fano, interpellato dal Rettore per
esprimere un parere al riguardo, replica:

Il periodo trascorso dal Bassi a Princeton deve essergli stato indubbiamente molto utile, come egli
stesso afferma. Ma questo periodo di quasi due anni scolastici (dal dicembre 1935 in qua) deve
pure ritenersi largamente sufficiente perché egli possa avere acquistata una buona conoscenza
dell’indirizzo della Scuola di Princeton, ¢ continuare a lavorarvi, come d’altronde anche prima
egli si era occupato esclusivamente di topologia.**

Al di 1a dell’aspetto pratico relativo all’occupazione di un posto da assistente sottraendolo
ad altri possibili candidati, Fano non condivide la forte propensione di Bassi verso un indirizzo
di ricerca tipico della Scuola americana e cosi lontano dalla tradizione italiana. Durante
I’assenza di Bassi da Torino, Fano aveva fatto assumere come assistenti provvisori alla Scuola
di Geometria proiettiva e descrittiva Maria Gramegna (a.a. 1935-36 e secondo semestre del
1936-37) e Piero Buzano (primo semestre dell’a.a. 1936-37).%° In contemporanea, la prima era
assistente incaricata presso la BSMT mentre il secondo proseguiva il suo incarico di assistente
ordinario presso la Scuola di Geometria analitica.*® Per 1’a.a. 1937-38, tuttavia, Bassi & invitato
a riprendere stabilmente il suo posto entro la fine di ottobre o a rinunciare all’assistentato.
Rientra quindi in Italia nell’autunno del 1937, riprendendo le sue esercitazioni di Geometria
descrittiva a Torino il 15 novembre 1937. Durante queste lezioni, in linea con il programma del

40 ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: A. Bassi a S. Pivano, Princeton 5.2.1937.
4 ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: S. Pivano a A. Bassi, Torino 13.4.1937.

42 ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: A. Bassi a S. Pivano, Princeton 9.6.1937. Cfr. anche la lettera di A. Bassi a
S. Pivano, Princeton 19.6.1937: “si da potere, tornato in Italia, svolgere un’opera di propaganda e di rinnovamento
di alcune parti della Matematica moderna, opera cui mi dedicherd con tutte le mie forze”.

4 Cfr. ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: S. Pivano a A. Bassi, Torino 10.7.1937.
4 ASUT, Fasc. personale di A. Bassi: G. Fano a S. Pivano, Torino 6.7.1937.

4 Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria: G. Fano a S. Pivano, Torino 24.6.1935, 29.11.1935, 11.1.1937;
ASUT, Fasc. personale di P. Buzano: G. Fano a S. Pivano, Torino 18.11.1936; ASUT, Registro degli esami
speciali di Geometria proiettiva e descrittiva, Facolta di Scienze MFN, pp. 100-112.

4 Cfr. ASUT, Corrispondenza universitaria: A. Terracini a S. Pivano, Torino 18.6.1935; G. Fano a S. Pivano,
Torino 8.10.1937; e ASUT, Fasc. personale di P. Buzano: S. Pivano a A. Terracini, Torino 15.12.1931; A.
Terracini a S. Pivano, Torino 17.12.1931, 11.10.1936; A. Terracini a S. Pivano, Courmayeur 2.8.1938: “Magnifico
Rettore, mi pregio di attestarvi con la presente che il servizio prestato dal Dr. Piero Buzano come assistente di
ruolo alla mia cattedra, dal 1° dicembre 1932 XI fino ad oggi ¢ stato lodevolissimo”;
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corso stilato da Fano, affronta temi iper-classici che nulla hanno a che fare con i corsi di
topologia seguiti a Princeton.*” Durante I’assistentato a Torino, dunque, Bassi non riesce ad
esercitare un’azione di magistero in campo topologico, né vi sono studenti che preparano la tesi
con lui. Probabilmente questo e anche dovuto al fatto che egli si occupa della parte di esercizi
di un corso propedeutico, rivolto agli studenti del secondo anno, mentre — come scrive Fano —
“le tesi di laurea si fanno generalmente in discipline di 2° biennio”.*®

Bassi si trasferisce non appena possibile all’ateneo bolognese, dove ricopre il ruolo di
assistente alla cattedra di Geometria a partire dal 1° marzo 1938, pur continuando a tenere le
esercitazioni nel capoluogo piemontese fino al 22 marzo.*® E B. Segre a invitare Bassi a
ricoprire questo ruolo, probabilmente anche alla luce del loro comune interesse per le questioni
di topologia, come testimoniato dalle molteplici recensioni dei lavori stranieri in questo settore
firmate da Segre per il «Bollettino dell’UMI».*°

Prima di spostarsi a Bologna, Bassi tiene a Torino e a Roma due conferenze sul suo
soggiorno negli Stati Uniti, all’interno delle quali descrive in termini entusiasti I’organizzazione
istituzionale e scientifica della Scuola matematica di Princeton, sottolineando 1’importanza dei
rapporti diretti tr