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Atti del IX Convegno Nazionale
di Didattica della Fisica e della Matematica
DI.FI.MA. 2019

Matematica e Fisica
nella cultura e nella societa

Torino, 9-10-11 ottobre 2019 - Liceo «M. D’Azeglio»

A cura di:
Raffaella Bonino, Daniela Marocchi, Marta Rinaudo, Marina Serio

Il IX Convegno Nazionale di Didattica della Fisica e della Matematica, svoltosi a Torino nei
giorni 9-11 ottobre 2019, ha focalizzato 1’attenzione sull’impatto che la didattica di queste discipline
puo esercitare nella cultura e nella societa attuali. Come di tradizione, la terza giornata ¢ stata
dedicata al GeoGebra Day. Nelle sessioni plenarie e nelle tavole rotonde si sono affrontati sia aspetti
culturali piu ampi che coinvolgono anche la societa (“Storia e strumenti: valorizzare didatticamente
il patrimonio scientifico delle scuole”,” Trasposizione culturale: dall’early algebra alla
modellizzazione di fenomeni”), sia aspetti piu prettamente didattici (“Conoscenze di fisica di base
degli studenti al termine della scuola secondaria”, “La matematica e la fisica all’Esame di Stato. Luci
¢ ombre, problemi e opportunita”, “Design di attivita esplorative con GeoGebra a supporto dei
processi argomentativi: il progetto STEP”).

Il Convegno ha raccolto circa 150 persone per ogni giomata, con la partecipazione anche di scuole
provenienti da fuori della Regione Piemonte: circa il 20% nelle prime due giornate e circa il 28% nel
GeoGebra Day.

Nelle prime due giornate sono stati presentati rispettivamente 11 comunicazioni per Matematica,
19 per Fisica e 5 comunicazioni interdisciplinari; 12 i workshop di matematica, 2 quelli di fisica e 2
interdisciplinari.

Infine, il GeoGebra Day ¢ stato arricchito, dopo la sessione plenaria, da 2 comunicazioni ed 8
workshop.

Il Convegno ¢ stato anche questa volta momento di riflessione e di scambio, con articolazioni a
partire dalla scuola primaria fino ad arrivare alla scuola secondaria di secondo grado.

La pubblicazione on line degli Atti permettera di mettere a disposizione di un ampio pubblico
tutta la ricchezza delle esperienze didattiche presentate dai partecipanti al Convegno.
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LA ‘STREGA’ DI AGNESI
Erika Luciano - Ornella Robutti - Elena Scalambro
Dipartimento di Matematica ‘G. Peano’, Universita di Torino
erika.luciano(@unito.it, ornella.robutti@unito.it, elena.scalambro@unito.it

Abstract

Si presenta un’attivita didattica rivolta alle scuole secondarie di II grado incentrata sulla celebre curva
nota come ‘strega di Agnesi’. Partendo da un’introduzione storica al personaggio di M. G. Agnesi, si
traccia un percorso didattico che va a toccare alcuni punti cardine dell’insegnamento della matematica:
la generazione geometrica delle curve, la loro costruzione dinamica mediante GeoGebra, il passaggio
dalla costruzione geometrica all’equazione e il pivot cognitivo variabile dipendente-indipendente.

Parole-chiave
Storia della matematica, didattica della matematica, Maria Gaetana Agnesi, versiera, GeoGebra,
variabile.

LA STORIA DELLA MATEMATICA IN CLASSE

E opinione ormai diffusa che ogni tentativo di comprendere la cognizione e i procedimenti di

apprendimento/insegnamento della matematica debba assumere un atteggiamento multidisciplinare, del

quale la prospettiva storica € parte integrante, costituendo uno sfondo ineludibile per la considerazione

di ogni forma di espressione del pensiero umano.

La didattica della matematica ha ampiamente sviluppato questa istanza, sottolineando che 1’analisi

storico-epistemologica consente di ottenere informazioni sulla matematica sviluppatasi in una tradizione

culturale e sulle fasi di negoziazione che hanno portato alla costruzione dei significati, cosi che “il modo

in cui un’antica idea é stata forgiata puo aiutarci a ritrovare quegli antichi significati che, con

un’opportuna opera di adattamento didattico, possono probabilmente essere ridisegnati e resi

compatibili con i moderni programmi scolastici” (Radford 1997, p. 3; si vedano anche Furinghetti -

Radford 2008; Katz 2000; Katz 2005).

Rivisitando la visione epistemologica di Felix Klein, di Federigo Enriques e di molti altri illustri studiosi,

i ricercatori in didattica concordano oggi sul fatto che I’introduzione della componente storica

nell’insegnamento, oltre a renderlo piu piacevole e stimolante, ¢ funzionale a presentare la matematica

quale essa realmente ¢: una disciplina viva e in continua evoluzione, con una forte dimensione

interdisciplinare e trans-culturale.

In sede didattica, la storia puo essere declinata essenzialmente secondo tre modalita:

e per ‘illuminazioni’, cio¢ ‘condendo’ I’insegnamento ordinario con qualche informazione o
aneddoto;

e attraverso la progettazione di moduli o unita didattiche dedicate alla genesi e all’evoluzione di
determinati idee, metodi, teorie;

e  con un approccio olo-storico nel quale sia la storia a suggerire, di volta in volta, il modo (sequenza
degli argomenti, metodo, ...) per presentare un certo argomento, per evidenziare misconcetti, ecc.

Indipendentemente dalla modalita scelta, ’adozione di una prospettiva storica nell’insegnamento della

matematica a livello medio e secondario presenta alcune serie criticita, ravvisabili innanzitutto nella

necessita di astenersi dal fornire panoramiche che, nel tentativo di essere adatte agli alunni, risultino

banali o, peggio, presentino forzature e distorsioni.

Di qui sorge I’idea di progettare un’attivita che, grazie alla collaborazione fra esperti di diverso profilo

(due storiche e una didatta), possa introdurre in classe la celebre curva di Agnesi in modo storicamente

pertinente e didatticamente efficace.
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Il fatto poi che la protagonista principale di questa narrativa sia una donna matematica puo essere un
ulteriore aspetto di forza della nostra proposta, in un momento come quello attuale di dibattito ampio e
profondo sul divario di genere in matematica.

L’ATTIVITA LABORATORIALE

L’attivita didattica, progettata secondo le linee guida del laboratorio di matematica (Anichini, Arzarello,
Ciarrapico, Robutti 2003), si rivolge principalmente alle classi I e III della scuola secondaria di Il grado,
ma puo essere adattata anche a quelle successive. Essa coinvolge i nodi concettuali di spazio e figure e
relazioni e permette di andare a lavorare su competenze sia trasversali (utilizzare le tecnologie
consapevolmente, collocare nel tempo,...) che specifiche della disciplina (padroneggiare le diverse
forme espressive della matematica; saper rappresentare [...] funzioni utilizzando diversi linguaggi e
strumenti della matematica e dell'informatica; osservare, individuare e descrivere regolarita; risolvere
problemi).
L’attivita recepisce inoltre pienamente le Indicazioni Nazionali, nella misura in cui conduce lo studente
a

e inquadrare le varie teorie matematiche studiate nel contesto storico entro cui si sono originate e

sviluppate, comprendendone il significato e la portata concettuali;
e acquisire una visione storico-critica dei rapporti tra le tematiche principali del sapere
matematico e le linee salienti del pensiero filosofico, scientifico e tecnologico.

Infine, questo laboratorio permette di introdurre gli studenti al software di geometria dinamica
GeoGebra, anche qui in linea con le Indicazioni Nazionali che raccomandano: “Gli strumenti
informatici oggi disponibili offrono contesti idonei per rappresentare e manipolare oggetti matematici.
L'insegnamento della matematica offre numerose occasioni per acquisire familiarita con tali strumenti
e per comprenderne il valore metodologico. Il percorso [...] favorira l'uso di questi strumenti, anche
in vista del loro uso per il trattamento dei dati nelle altre discipline scientifiche. L uso degli strumenti
informatici e una risorsa importante che sara introdotta in modo critico |[...]".

Fase 1. Introduzione storica del personaggio di M.G. Agnesi

L’attivita si apre con un’introduzione storica alla figura di Maria Gaetana Agnesi.

Nata a Milano il 16 maggio 1718, terza dei ventuno figli di Pietro Agnesi, un famoso commerciante di
seta milanese, Maria Gaetana ¢ incoraggiata dal padre, fin da piccola, a dedicarsi agli studi superiori,
dapprima di lettere e lingue e successivamente di filosofia e matematica. E il padre che recluta per lei,
vera e propria enfant prodige, 1 migliori precettori, fra cui padre Ramiro Rampinelli per la matematica.
Poliglotta (padroneggia ben sette lingue), coltissima e ‘versatissima’ nelle discipline letterarie e
scientifiche, Agnesi anima uno dei salotti illuministi piu rinomati d’Europa. Desiderosa di essere utile
ai giovani che vogliono intraprendere gli studi di matematica, fra il 1745 e il 1748 la giovane si dedica,
in collaborazione con Rampinelli e con i matematici della famiglia Riccati, alla stesura di un trattato di
Instituzioni Analitiche ad uso della gioventu italiana. Nella sua veste definitiva esso comprendera due
volumi, per un totale di oltre mille pagine. Ampiamente apprezzata in Italia e all’estero (fu citata e
utilizzata, fra gli altri, dal giovane Lagrange), 1’opera dell’Agnesi ¢, in certi termini, un atto di
rivendicazione del diritto delle donne ad avere accesso pieno e paritario al mondo della ricerca e
dell’insegnamento della matematica. Dopo la scomparsa del padre, avvenuta il 19 marzo 1752, Maria
Gaetana abbandona la matematica per darsi interamente alle opere di carita. Nel 1771, ¢ nominata
direttrice del reparto femminile del Pio Albergo Trivulzio. Qui muore il 9 gennaio 1799.

La versiera, una curva che era gia stata studiata da Pierre de Fermat nel 1666 e da Guido Grandi nel
1703, ¢ associata al nome dell’ Agnesi per la descrizione che quest’ultima ne forni nelle /nstituzioni. Nel
1801 John Colson, Lucasian professor di matematica all’Universita di Cambridge, curando la traduzione
inglese del trattato di Agnesi credette che il nome versiera, anzich¢ derivare dal latino (cum sinus verso),
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provenisse dall’appellativo ‘adversaria’ attribuito solitamente alle streghe: da allora la versiera ¢ nota
come witch of Agnesi (la strega di Agnesi).

Fase 2. Costruzione ‘pratica’ della versiera

Per iniziare I’attivita laboratoriale in classe si consiglia la visione della prima parte del video disponibile
sul canale YouTube «Didattica della  matematica  Ornella  Robutti», al link
https://www.youtube.com/watch?v=bFqXbF1JMOY &t=4s.

11 video si conclude con Agnesi che invita i ragazzi a costruire la versiera utilizzando alcune istruzioni
in rima:

“Una coppia di rette parallele, x e I, e un cerchio tangente a entrambe nei punti O e B rispettivamente,
voi avrete.

Con uno spago, una retta per il punto O, che interseca la circonferenza in un punto M, creerete.

N il punto di intersezione tra questa retta e la retta l sara

e da li una perpendicolare alla retta x, fatta con un altro spago, cadra.

1l momento di tracciare la parallela alla retta | passante per M é arrivato,

il punto P di intersezione tra le ultime due rette avete trovato.

P ¢é uno dei punti della mia versiera,

al variare di M sulla circonferenza troverete la sua forma vera!”,

In questa fase del laboratorio si suggerisce di dividere la classe in piccoli gruppi, fornendo a ciascun
team questo materiale: un cerchio da ginnastica ritmica, un cartellone grande (si puo ottenere unendo

due cartelloni 70x100 cm) o della carta da pacchi, una riga da 50 cm, delle squadrette, un filo da
uncinetto o dello spago. Gli studenti devono quindi ottenere alcuni punti della curva mediante la
costruzione geometrica sopra descritta e poi unirli, cosi da tracciare 1’andamento complessivo della
versiera. Questo tipo di attivita promuove un approccio embodied alla matematica (Arzarello, Robutti
2008), permette di interiorizzare meglio i concetti e favorisce il coinvolgimento e la partecipazione
attiva di tutti gli studenti.

Figure 1. Costruzione della versiera di Agnesi per punti.

Fase 3. Costruzione dinamica della curva con GeoGebra

Si passa poi alla costruzione dinamica della curva per mezzo del software di geometria dinamica
GeoGebra. In base alle esigenze didattiche e alle condizioni materiali, la costruzione puo essere fatta
solo dal docente, in un’aula dotata di LIM o proiettore, oppure puod essere proposta all’interno di un
laboratorio di informatica, in modo che ciascun allievo abbia la possibilita di provare a utilizzare il
programma. Questa fase dell’attivita consente di affrontare un delicato nodo concettuale: il passaggio
dal discreto al continuo.

Istruzioni per la costruzione della versiera con GeoGebra.

Costruire una retta parallela all’asse delle x (ad esempio, per comodita, prendiamo la retta di equazione
y =4) con il comando Retta parallela e una circonferenza di centro C(0,2) e raggio 2 con il comando
Circonferenza — dati centro e raggio.
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Figure 2. 1° passaggio della costruzione della versiera con GeoGebra.

Inserire un punto arbitrario sulla circonferenza con il comando Punto rinominandolo M e, analogamente,
indicare con O I’origine degli assi. Tracciare la retta passante per i punti O ed M utilizzando il comando
Retta.

pat

1 2 3 4 5 ]

Figure 3. 2° passaggio della costruzione della versiera con GeoGebra.

Con il comando Intersezione, segnare il punto di intersezione tra la retta OM e la retta parallela all’asse
delle x e passante per B. Chiamare N tale punto. Utilizzando il comando Retta perpendicolare costruire
la perpendicolare all’asse x e passante per N.

5
E ) /

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Figure 4. 3° passaggio della costruzione della versiera con GeoGebra.

Con il comando Retta parallela, tracciare la retta parallela all’asse delle x e incidente al punto M. Sia P
il punto di intersezione tra quest’ultima retta e quella passante per N e perpendicolare all’asse delle
ascisse. Con il comando Intersezione disegniamo anche il punto D, punto di intersezione tra la retta PM
e I’asse delle ordinate.
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Figure 5. 4° passaggio della costruzione della versiera con GeoGebra.

1

2 3 4 5 [ 7

Cliccando con il tasto destro sul punto P selezioniamo la voce Proprieta. Si apre una finestra all’interno
della quale, alla voce scheda Colore, si sceglie il colore del grafico della curva (nell’esempio ¢ il blu).
Cliccando nuovamente con il tasto destro sul punto P, selezioniamo 7raccia attiva. Cliccando con il
tasto destro sul punto M selezioniamo Animazione attiva.
Il punto M inizia a muoversi sulla circonferenza di partenza e il punto P si sposta di conseguenza. Tutte
le posizioni assunte da P corrispondono ai punti della curva che si desidera costruire: la versiera di

Agnesi.

&)

1 2 3 4

R TTT P

Fase 4. Dalla curva all’equazione cartesiana

Figure 6. Costruzione definitiva della versiera con GeoGebra.

Dividendo gli studenti a piccoli gruppi si forniscono due schede, la prima delle quali conduce i ragazzi
a ricavare 1’equazione cartesiana della curva, mentre la seconda offre uno spunto di riflessione sul
concetto di variabile dipendente/indipendente.

Scheda 1.

Figure 7. Immagine su cui i ragazzi lavorano per ottenere 1’equazione cartesiana della versiera.

[0)

X
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Abbiamo visto come si pu0 costruire la curva versiera, ma non conosciamo ancora la sua equazione
cartesiana... Proviamo a trovarla ora!

e Osserviamo gli angoli dei triangoli DMO e BNO che abbiamo usato per costruire la curva.
Come sono?

e Di conseguenza, i due triangoli sono

e Vale allora la seguente proporzione trailati:  (*) OD:DM =

e Inoltre il segmento BN ¢ congruentea

e A questo punto possiamo indicare con x il segmento appena individuato. Inoltre poniamo
OD =y, in quanto individua il valore dell’ordinata dei punti della nostra curva.

Supponendo che la circonferenza di partenza abbia raggio a, avriemo che OB=__

e Vogliamo ancora trovare la lunghezza del segmento DM. Tracciamo il segmento BM. Il
triangolo OMB ¢ e ¢ I’altezza relativa al lato BO.

e Peril secondo teorema di Euclide, allora, avremo che I’altezza relativa all’ipotenusa ¢ media
proporzionale tra le proiezioni dei cateti sull’ipotenusa. Nel nostro caso quindi:
OD:DM=__
da cui DM? =

e Sappiamo che OD =y e OB = 2qa, quindi BD =

e Sostituendo nell’espressione di DM? otteniamo che DM =+

e Torniamo alla proporzione iniziale (*) e scriviamo i segmenti in termini di x, y, a.
Otteniamo che y : = :

e Eleviamo tutto alla seconda, semplifichiamo dove possibile e ricaviamo la y.

Otteniamo quindi che I’equazione della strega di Agnesi ¢ y =

Scheda 2.

Riflettiamo adesso su come abbiamo costruito i punti della nostra curva.

Ricordiamo che, sia con GeoGebra che con la costruzione con il cerchio e le corde, ci0 che varia € il
punto M sulla circonferenza.

A questo punto abbiamo costruito la retta per O e per M che interseca la retta [ nel punto N.

Cos’hanno in comune il punto N e il punto P della versiera corrispondente?
Dopo di che, abbiamo costruito la retta perpendicolare a [ e passante per N e la retta DM passante per
M e perpendicolare al diametro del cerchio BO. Il loro punto di intersezione P appartiene alla ‘strega di
Agnesi’.

In questo modo abbiamo anche trovato del punto P.
Abbiamo cosi determinato le coordinate del generico punto P della versiera.
Quale coordinata abbiamo “individuato per prima” nella nostra costruzione?
Una volta individuata questa coordinata, seguendo la costruzione data, I’altra coordinata ¢ determinata
univocamente?

Questa seconda coordinata ¢ quindi: dipendente/indipendente (sottolinea la risposta corretta) dalla prima
coordinata individuata. Cio¢, una volta individuato N, esiste una sola/piu di una possibilita (sottolinea
la risposta corretta) per il punto P.

Tornando all’equazione cartesiana della curva cerchiamo di capire cosa possiamo dire a proposito della
relazione tra la variabile indipendente e quella dipendente.

La variabile indipendente, cio¢ la , Si trova a della nostra funzione. Questo
significa che x e y sono proporzionali.

In particolare, questo significa che quando x? diminuisce, ossia quando il valore assoluto di x
diminuisce, la y

Quando il valore assoluto di x assume il valore piu piccolo possibile, ossia per x = , lay assumera
il valore possibile, cio¢ la versiera avra un punto di
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Viceversa, quando il valore assoluto di x cresce, la y

Risoluzione.
Il procedimento per ricavare 1’equazione della versiera ¢ illustrato schematicamente nella seguente slide,
che si pud commentare con i ragazzi.

y
! N
DMO = BNO
OD:DM = OB: BN
Inoltre BN = DP
— P---\___ OMB triangolo rettangolo
* — Per il secondo teorema di Euclide
- OD:DM = DM:DB
dacui DM? = 0D - DB
DB =2a—y
:> DM = \/y(2a — y) Equazione della curva
Tornando alla proporzione iniziale, si ha che : y = 8a’
y: ,/y(Za —y) =2a:x 4a? + x2

Figure 8. Il procedimento per ricavare I’equazione della versiera.

Fase 5. Conclusioni

L’attivita termina con un momento di discussione collettiva, guidato dal docente. In questo contesto si
possono accennare alcune applicazioni della versiera ad altri ambiti come la fisica (fenomeno della
risonanza) ¢ la statistica (distribuzione di Cauchy).

Vi ¢ inoltre la possibilita di riprendere tale curva piu avanti nel corso degli studi, per analizzarne i punti
di flesso e asintoti e per ricavare proprieta interessanti:

e l'area tra la versiera ed il suo asintoto ¢ pari a quattro volte I’area della circonferenza usata per
descriverla;

e il volume del solido che si ottiene dalla rotazione della versiera intorno al proprio asintoto ¢
doppio del volume del solido ottenuto dalla rotazione della circonferenza intorno all’asse delle
ascisse;

e il baricentro della versiera coincide con il centro della circonferenza usata per descriverla.

Al momento D’attivita ¢ stata sperimentata da un gruppo di ragazzi di II liceo nell’ambito dello Stage di
Matematica di Bardonecchia e da un gruppo di insegnanti-ricercatori al IX Convegno DL.FL.MA. Gli
studenti hanno apprezzato [’approccio laboratoriale dell’attivita e la possibilita di manipolare
‘concretamente’ la curva, sia attraverso artefatti concreti come 1’hula hoop e lo spago, sia mediante
Iutilizzo di un software di geometria dinamica come GeoGebra. E inoltre emersa qualche difficolta
legata al completamento della Scheda I che ci ha spinti a riformularla leggermente prima di riproporre
tale attivita ai docenti. Questi ultimi hanno espresso un forte desiderio di sperimentare 1’attivita nelle
loro classi e si sono mostrati interessati all’approccio storico; hanno fornito feedback stimolanti
suggerendo, ad esempio, di mostrare ai ragazzi alcune pagine dell’opera originale dell’ Agnesi (a partire
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dalle quali si potrebbe far realizzare una “ricostruzione artistica” del volume); inoltre hanno illustrato
un modo alternativo per far riflettere gli allievi sul legame variabile dipendente-indipendente a partire
dalla costruzione della versiera.
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