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RCsumC. Nous minorons le produit des hauteurs de Weil de nombres algebriques multiplicati- 
vement independants en fonction du degre du corps de nombres qu’ils engendrent. 
Le resultat que nous obtenons generalise a la dimension superieure le travail de 
Dobrowolski, et permet en particulier de resoudre le problbme de Lehmer pour les corps 
de nombres ayant un CC petit )) groupe de Galois. 0 Academic des Sciences/Elsevier, 
Paris 

Dobrowolski’s theorem in higher divnension 

Abstract. We provide a lower bound for the product of the Weil height qf’ multiplicatively 
independent algebruic numbers, in terms afthe degree qf the numberjeld they generate. 
Our bound is u generalization of a result of Dobrowolski and, in particular, shows 
that the Lehmer problem is true ,for number ,$elds having u “small” Gulois group. 
0 Academic des Sciences/Elsevier, Paris 

1. Introduction 

On sait que la hauteur de Weil logarithmique et absolue h (a) d’un nombre algebrique (x est nulle 
si et seulement si a! est une racine de l’unite. Le probleme de Lehmer consiste a determiner quelle est 
la minoration optimale (en fonction du degre deg(a) = [Q (o) : Q]) de la hauteur h (a), si o n’est 
pas une racine de l’unite. Plus precisement, on fait la conjecture suivante : 

CONJECTURE 1. - I1 existe un nom/x-e Gel c > 0 tel que pout tout a E G,,, (q), qui n ‘est pus une 
rucine de 1 ‘unitt?, on nit deg(cr) h (CL) 2 c. 

Dans le cadre du problbme de Lehmer, le meilleur resultat connu a ce jour est la minoration de 
Dobrowolski (voir [2]). Dans cette Note, nous generalisons ce resultat en dimension superieure. Soit 
a = ((%I,... , (Y,,,) E ‘J.?:k, (Q) ; notons h (a) la hauteur de Weil du point projectif detini par (1, cy). 
Cette normalisation de la hauteur permet de conserver la propriete : h (CY) = 0, si et seulement si cx 
est de torsion. On appellera aussi indice d’obstructiun du point c~, note S(a), le degre minimal d’un 
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. 
polynome non nul a coefficients rationnels, s’annulant en (Y. L’indice d’obstruction coincide clairement 
avec le degre D = [Q (at,. . . , ct.,) : Q] en dimension 1, mais il se trouve que c’est cette notion, plus 
geometrique, qui intervient naturellement dans notre construction. Ces deux quantites sont likes par 
la relation 6 (CX) < nD1/“, assuree par l’algebre lidaire. Notre resultat principal est le suivant : 

THJ~ORI~ME I. - Pour tout entier n, > 1, il existe c(n) > 0, effectivement calculable, tel que pour tout 
Ument cy de GE, (q), dont les coordonn6es sont multiplicativement indkpendantes, on ait : 

6 (a) 11 (a) > c(n) log(3 (a))- K (IL) ) 

oti n (71,) = (71, + 1) (n + l)!” - 71.. 

En utilisant la relation entre l’indice d’obstruction et le degre D du corps de ddfinition du point ar, 
on en dtduit que, dans les hypotheses du theorbme 1, maxt<;<, h (oi) 2 c (n) D-l/‘” log(Z)-” crL). 
De plus, une astute << a la Landau >>, qui consiste a remplacer les a; par des racines convenables, 
permet de deduire du theoreme 1 le resultat apparemment plus fort suivant : 

TH~ORBME 2. - Pour tout entier n > 1, il existe un nombre rtfel 471) > 0, tel que pour tout e’le’ment 
cx de G;l:t, (Q), dont les coordonmfes sont multiplicativement indipendantes, on uit : 

h (<or). 11 (~1~~) > c(n) W1 log(X)-““(“). 

Comme nous n’avons pas reellement cherche a optimiser les estimations, notre resultat ne coincide 
pas tout a fait avec celui de Dobrowolski pour n = 1, puisque nous n’avons pas le terme correctif 
en log log(X)) au numerateur. 

Nos resultats permettent d’obtenir quelques informations partielles sur la structure du corps de 
nombres engendre par un contre-exemple Cventuel au proleme de Lehmer. Plus particulierement, ils 
permettent de dire qu’un tel contre-exemple posdde un (< gros )> groupe de Galois : 

COROLLAIRE 1. - Pour tout entier k > 1, il existe une constante c(k) > 0, telle que pour tout 
Q E G,,, (q), qui n’est pas une racine de l’unite’ et pour lequel le degre’ de la cIAture galoisienne de 
Q ((1)/Q est < deg(tu)k’, on ait dt:g(tr) h (CL) 2 c (k:). 

En particulier: on en deduit que la conjecture de Lehmer est vraie si l’extension Q (o)/Q est 
galoisienne, ou si l’equation P(X) = 0 (ou P est le polynome minimal de (Y) est resoluble par 
radicaux. 

2. GCnCralisation des lemmes de Dobrowolski 

La preuve du theoreme 1 se compose en plusieurs pas intermediaires. Le premier consiste a 
generaliser le lemme-clef de Dobrowolski (voir [i], lemme I), qui pert-net d’extrapoler ; cette partie 
necessite un argument plus sophistiqd qu’une simple application du petit theoreme de Fermat sur les 
polynbmes. Un argument d’algebre commutative permet d’obtenir : 

THBOR~ME 3. - Soit F E Z [X I.... ,z,,] de degre’ 5 L et nul ir un ordre 2 7’ en cx E Gz, (Q). 
Pour tout nombre premier p E Z et pour toute valeur absolue v (normalise’e de la fag:on usuelle) de 
Q (~1,. . . , aTL) divisant p, on a la majoration : 

Ici, et dans la suite, on note xE = (:T$, . . , :cf,) (x E G;, , ! E Z). 
Ensuite on passe a l’etude de l’action de la multiplication par ! sur les sous-varieds algebriques de 

G;;, . Soit V une sous-variCt6 algebrique Q-irmductible de CT:;, de dimension d, et notons Wi , . . ! WA, - 
ses composantes Q-irreductibles. Nous aurons besoin dans la suite de travailler avec des c< bons B 
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entiers 1, pour lesquels les conjugues des multiples [e] IV, = ( x’, x E Wj} sont distincts et tels que 
les degres de ces multiples ne sont pas trop petits. 

Cela nous conduit a introduire l’ensemble E(V) des entiers C E Z pour lesquels ou Ken il 
existe deux composantes distinctes de V, disons IVi et W;, telles que [e] Wi = [a] Wj, ou bien 

deg([l] WI) < deg(W1). R emarquons que si C, .? E Z et e $ E (V), e’ # E ([e] V), alors Fe # E (V). 
Les proprietes de l’ensemble E(V) dont nous aurons besoin sont resumees dans la proposition 

suivante, que l’on prouve en ttudiant les degres des images de sous-varietes algebriques de GG par 
des multiplications, et a l’aide d’une variante ad hoc pour les sous-varieds de Qik des lemmes de 
Dobrowolski qui affirment que les conjuguts des multiples d’un point sont essentiellement distincts 
(voir [2], lemmes 2 et 3). 

PROPOSITION 1. - On a ]E (V) fI {p premier}1 < ,Og c2j d+l log deg (V). De plus, si A est un ensemble 
jini d’entiers positifs ne rencontrant pas E(V), et si V E’est pas un sous-tore de Gk, on a 

k4Ue&l (V> 2 lhl deg 0’). E Ji n n, si & 6 E (V) et si V est une sous-variktk de Gk, dPfinie 

sur Q, ayant la meme dimension que V, et telk que V c [+!I-’ v, on a deg(V) < deg(T/). 

3. Transcendance 

L’argument suivant est classique : il s’agit de construire, a l’aide du lemme de Siegel, un polynome 
non nul F E Q [xl, . . . , ~~1 de hauteur N petite B et de degre total 5 L, s’annulant en cx a un ordre 
2 T, et ensuite d’extrapoler sur des puissances convenables de a, a l’aide du theoreme 3. Pour 
ce faire, on majore l’exposant de Dirichlet du systeme lineaire a resoudre en fonction de l’indice 
d’obstruction (<c astute de Philippon-Waldschmidt >>, [5], $. 6). Soit p E 10, (TZ + l)!+‘[ et posons 
6: = (p + 1) (72 + 1) ((72 + l)! - 1) et : 

L = c(y b (a) q (q’+l: T = cy4 y (a)‘“, Nj = (C” log(3S (cY)))“‘+” (7a+r)j.j! 

(j = l,..., rb). Ci-dessus, q(cy) = log(36(a))/loglog(3s(a)) et Co designe un nombre reel 
> 0, ne dependant que de n, << suffisamment grand >> (en d’autres termes, les inegalites que nous 
serons amen& a Ccrire seront vraies asymptotiquement en Co). Soit aussi, Pj = { 1) U {p premier, 
log(3S (a)) 5 p < Nj} (j = 1,. . . ) n). Les deux &tapes de la par-tie << transcendance k), construction 
de la fonction auxiliaire et extrapolation, sont r&urn&es dans la proposition qui suit : 

PROPOSITION 2. - Supposons 15 (a) h (CY) < (Co log(3S (a)))+-l. I1 existe alors un polynBme non 
nul F E Z[X~,...; zn] de degre’ 5 L, s’annulant en aP”“Prt pour tout (~1,. . . ,pll) E PI x . . . x P,,. 

On dtmontre ensuite la variante suivante du lemme de zeros de Philippon (voir 141, thkorhme 2.1) : 

TH~OR~ME 4. - Soit F E Q [:z:~, . . , :c,,] comme dans la proposition 2. I1 existe alors une sous-varikte’ 
alge’brique Q-irrkductible V de &ii, et un entier T E [codim (V), n] tels que c~p.~“‘~~~ E V pour un 
certain (p,j: . . !pTL) E l’j x . x P,, et deg UI,EP, [p] V < (Nl . . . N,-l L)rodirll(“). 

Supposons maintenant al, . . . ! (x,, multiplicativement independants, et supposons que l’hypothese 
de la proposition 2 est satisfaite. Soit W une variete Q-irreductible telle que logdeg(W) 5 
(Co lod36 (Q))) (Pi-l) (rL+l)--l . En utilisant la proposition 1, la proposition 2 et le theoreme 4, on 
arrive a la proposition suivante, qui montre que si le theoreme 1 est faux, on peut trouver de petits 
multiples de cy dont l’incide d’obstruction est beaucoup plus faible que celui de a : 

PROPOSITION 3. - IL existe un entier C < (CO log(3S (cY)))” tel que k? $! E (W) et : 

s (a”) < c;’ (Cc) log(3S (a)))- p (n+l) . 6 (a). 
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4. Descente finale 

La derniitre &ape de la preuve con&e g construire une suite de variCtCs passant par des puissances 
convenables de (Y, vkifiant de bonnes conditions d’inclusion et surtout, de degrk << proche B de 
l’indice d’obstruction du point concern& Pour ceci, on commence par fixer 2n parambtres : 

E; = q’ (Co log(3(+j (a)))-‘“+” ((rl+l)!“-l fl) < 1, 

L, = (CT;;, (log erg log(SS (CY))) (n+l) (r,+l)!“-‘((n+l)!-1) 

(i = I,... , 7~). On introduii ensuite un ensemble W, form6 des triplets (k,l, V), oti k E [0, n] est 
un entier, I = (IIL, . . . : &) E Z” avec 0 5 .P; 5 L;, et V = (&, . . . , Vk) est un (k + 1)-uplet de 
variCt& Q-irrdductibles de G;, , avec CI E &. On demande aux Clkments (h:. I, W) E W, de satisfaire 
les propriCtCs : deff(V,)l/c”“ir”(‘;) < Li+I . L,,6 (cx’(~)) (1; = 0,. . ) k), et 6 (n?‘(‘)) 5 ~$5 (c~‘(~-l)), 
4, fi E(V,-,). [!,I-‘V, 3 V-1 (i = I,. . . k), oil I’on a not6 c$(~) = c&...~~. 

La proposition suivante, que l’on montre par rkurrence, en utilisant plusieurs fois la proposition 3, 
joue un r6le essentiel dans la demi&re partie de la preuve : 

PROPOSITION 4. - Supposons les (iI, . . . , IX:,, multiplicativement ind&endant.s, et h‘ (cx) 1~ ( QI) ,< 
(C, (log (To)2 l(y@~))-(“+ ) (1J+1)!7’+~~. Alms, il existe (k,l, V) E IV, trl que tlim(‘(/,.-1) = dim 
pour au mains un indice i E [ 1, k]. 

5. DCmonstration du thCor&me 1 

Soit (Y E S$ (q) qui vCrifie les hypothkses de la proposition 4. Cette demikre nous assure l’existence 
de deux vat%% Q-irrkductibles &..., et vi de la mCme dimension, qui vkifient [I’i]-lr/; I v-I pour 
un certain Li # EJ (V,- 1). La proposition 1 montre alors que dt:g(T/;-l) < de&V,). Mais, comme I/,.., 
passe par c$(l-l), on a 6 ((yl(‘-l)) < ,,ld(:g(l/;_,)l/‘:(“li’“(~‘,) (V oir [I], chapitre I, pages 8 et 9). De la 
dkfinition de IV,, on dCduit alors facilement : 6 (&(‘--I)) < ~,E~L~+~ . . L,, (cx~“-~)} < ~5 (~$(~-l)). 
Cette contradiction montre que I’hypothkse sur h (CX) de la proposition 4 est fausse. et le thkorkme 1 
en dkoule. 
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