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Tests d’appartenance d’apres un théoreme de J.Kollar
ERRATUM

Une erreur s’est glissée dans le lemme 1 de l'article “Tests d’appartenance d’aprés un théoreme de
J.Kollar” qui apparait dans cet numéro de Problemes Diophantiens. En effet, on ne peut pas toujours
déduire I'egalité entre les idéaux "(J,é1,...,¢,) et ( "J, "¢1,..., "¢,). Par contre, il est possible de
démontrer que les éléments homogenes de degré suffisamment élevé des deux idéaux sont les mémes:

Lemme 1 bis

Soit J C A un idéal de codimension n et ¢1,...,¢, des polynémes de degrés < d tels que l’idéal
(J, ¢1,...,¢,) soit encore de codimension n. Alors

h(J7¢13"'7¢7”)V:( J7 h¢17"’7 h(b’r’)l/ pour VZdeg hJ+d_1

Démonstration

Il suffit de démontrer ceci pour r = 1, car deg "(J,¢1,...,¢;) < deg "J pour i = 0,...,r. Pour ce
faire, on utilise un critére de stabilité de la fonction de Hilbert:

Sous-lemme ([P] lemme 3)
Soit L C " A un idéal homogene pur de dimension zéro. Alors dim["A /L], = deg L pour v > deg L—1.

Maintenant, on sait d’apres le corollaire de p.184 de [Z-S] que ( "J, "¢1) = "(J,¢1) N Q ou Q est
(xg,...,2,)-primaire. En utilisant le fait que les idéaux "J et ".J: "¢, sont purs de dimension zéro et de
degré < deg ".J, on déduit de la suite exacte

h
0 —> hA/( hJ: h¢1) ><_¢>1 hA/ hJ—) hA/( hJ7 h¢1)_)0
et du sous-lemme la ligne suivante:

dim [ "A/( "], "gn)], = dim [ A/ " T], — dim [ "A/(PT: ") g,
=deg "J —deg "J: "¢y pour v >deg "J+d—1.
Par ailleurs, on déduit du méme sous-lemme que dim [ ®A/ *(J, ¢1)], = deg "(J, ¢1) pour v > deg "J — 1,
done dim [ *(J,¢1)/( *J, "¢1)], = 0 pour v > deg "J — 1, ce que nous voulions démontrer.

Le lemme 1 bis introduit un terme parasitaire dans le théoreme 2 dont 1’énoncé devient:

Soient f1,..., fm € A de degrés respectifs dy,...,d, avec di < dp, < dpm—1 < -+ < do. On suppose
que la variété 'V définie par fi,..., fm est discréte. Alors, si f € (f1,..., fm), il existe a1,...,a, € A tels
que f=aifi+ -+ anfm et

do(aifi) S max(dof, d2 - 1) + (3/2)X . dl N 'dl“ 1= ].7 N 112

ol u = min(m,n) et x est le nombre de d; (1 < i < u) égaux a 2. En particulier, on a ¢;(d) < max(d,3)"+
+d — 1 pour tous les idéaux de codimension n.

La démonstration est substantiellement la méme: on construit une suite réguliere f1,go,..., g, dans I
engendrant un idéal J C I de codimension n. Le théoréme 5 montre que z' hyc ("fi, "gay..., "g,) pour
11 = (3/2)X(dy -+ - d,, — deg "J) et le lemme 1 bis donne x> "f € ("J, "fa, ..., " fn) avec
2 = max(0,deg "J + dy — 1 —d°f). Donc

w = Ay i A "+ B g2+ By g
ol A4;,B; € "A et
d°(A; "f;),d°(B; "g;) < v+ 72 +d°f < (3/2)%d; -+ dy, + max(d® f,dy — 1).

Pour déduire le théoreme il suffit de poser zo = 1.
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Membership tests after Kollar’s theorem

Abstract - In a recent paper J.Kollar has improved upon the degrees estimates in the Nullstellen-
satz obtainded by W.D. Brownawell. Here we use Kollar’s method, in Patrice Philippon’s version, to find
bounds for the degrees when writing a polynomial on a system of generators of an ideal I, provided that I
is a locally complete intersection.

81 - Introduction et enoncés des résultats

Par des méthodes de géometrie algébrique, Janos Kolldr ([K]) a récemment raffiné
Pestimation des degrés dans le théoréme des zéros de Hilbert, obtenue par W.D. Brownawell ([B]) en utilisant
des résultats de théorie de la transcendance et aussi d’analyse complexe. Ce travail suggere la possibilité
d’aborder par les méme méthodes le probleme d’estimation des degrés quand on écrit un polynéme comme
combinaison polynomiale d’'une base d’un idéal.

Si K est un corps et I un idéal dans A = K[z, ..., 2], on définit ¢r(d) comme le plus petit entier
D tel que pour tout systeme de générateurs fi,..., f, de [ avec d°f; < d,i=1,...,m (ou d°P designe le
degré total du polynéme P) et pour tout f € I il existe ai,...,a,, € A tels que f =a1f1 + -+ amfm €t
d°a;f; < D+d°f pour i =1,...,m. Un résultat classique de Hermann ([H]) montre que

or(d) < 2(20)>". (1)
D’un autre c6té, Mayr et Meyer ([M-M]) ont construit un idéal I pour lequel on a

on/10

¢1(d) = (d—2) (2)

Et donc, pour avoir une majoration de ¢;(d) qui ne soit pas doublement exponentielle en d, on doit mettre
des hypotheses sur 'idéal I. Récemment, Berenstein et Yger ([B-Y]) ont montré que, si le corps K est de
caractéristique nulle et si la variété engendrée par I dans I'espace affine K™ est discrete,

¢1(d) < d+3(n+1)d" (3)
avec p = min{m,n}. Plus précisément ils démontrent:

Théoréme 1

Soit K un corps et f1,..., fm € A de degrés respectifs dy, . ..,d,, avec d; < d, <
< dpm—1--- < ds. On suppose que la variété engendrée par fi,..., fm est discréte. Alors, si f € (f1,..., fm),
il existe aq, ..., a,n € A tels que
f=afi+t - +anfm

et
doai§d°f+3(n—|—1)d1~-~du, i1=1,...,m.

Dans cet article nous employons la méthode de Kollar, ou plus précisément sa relecture par P. Philippon
([P]) dans le contexte de I'algeébre commutative, pour obtenir un résultat essentiellement meilleur que (3) et
valable en toute caractéristique:

Théoréme 2
Soient f1,..., fm € A de degrés respectifs dy,...,d,, avecd; < dm, < ... <dp-1 <

1
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< dy. On suppose que la variété V définie par f1,..., fm est discréte. Alors, si
fe(fi, .o, fm), il exist ay,...,am, € A tels que

f=afi+t - +amfm

et
do(aifi) < dof + (3/2)X . (dl e 'du — #V) + (Sd272 . (5#\770 . (du—i-l — 1), 1=1,....m

ot t = min(m, n), x est le nombre de d; (1 < i < p) égaux a2 et 0, désigne le symbole de Kronecker.

En particulier, on a
¢1(d) < max(d,3)"

pour tous les idéaux de codimension n.

Pour les idéaux I purs de dimension strictement plus grand que zéro, la situation semble plus mauvaise
et il faut ajouter quelque hypotheses supplémentaire. Nous ferons une des hypotheses suivantes:

e ] localment intersection complete (LIC), i.e. le localisé I, intersection complete pour tous g €Spec (A);

o [ localment intersection complete au sense faible (LICF), i.e. I, intersection compléte pour tous p associées
au A-module A/I.

Nous démontrerons les resultats suivants:

Théoréme 3

Soient f1,...,fm € A de degrés < d avec d > 3. On suppose que l'idéal I engendré par fi,..., fm
est pur de codimension k et LICF. Alors il existe un polynéme ¢ dans A non diviseur de zéro dans A /I
et de degré < d* — deg"I tel que f € (f1,..., fm) si et seulement s’il existe ay,...,a, € A satisfaisant
fo=aifi+ -+ amfm avec les degrés des a;f; majorés par d°f + d* — deg "I.

Théoréme 4

Soient f1, ..., fm € A de degrés < d avec d > 3. On suppose que l'idéal I engendré par f1, ..., fm est pur
de codimension k et LIC. Alors, si f € (f1,..., fm), il existe ay,...,am € A tels que f =ai1fi+ -+ amfm
avec les degrés des a;f; majorés par d°f + dF—F+1) gk — 1.

En particulier,
or(d) < max(d, 3)"™=F+1) L max(d, 3)* — 1

pour tous les idéaux LIC purs de codimension k.

83 - Notations, résultats auxiliaires et preuves des théorémes

Soit K un corps de caractéristique quelconque, on note A = K[z1,...,x,] et
hA = K]lxg,...,7,]. Si f est un polynome dans A (ou dans "A) on désigne son degré total par d°f; si L
est un idéal homogene de A on note deg L son degré (au sens de
[Z-S], p.236). Pour f € A on appelle homogénéisé de f le polynéme

hf(xo,...,a:n) = xgoff(xl/xo,...,xn/xo);

on définit ’homogénéisé d'un idéal I de A comme 'idéal "I ¢ "A engendré par les polynémes " f lorsque f
parcourt I. Si I C A est un idéal on appelle Ass(A/I) ensemble des idéaux premiers associés au A-module
A/I. Pour f = (f1,...,fm) € A™ on note W¢ le K-espace vectoriel engendré par fi,..., fin-

On dira qu'un idéal I C A est localement intersection compleéte (resp. localement intersection compleéte
au sens faible), en abrégé LIC (resp. LICF), si et seulement si le localisé I, de I en g est intersection
complete pour tout p €Spec(A) (resp. pour tout p €Ass(A/I)). Remarquons que tous les idéaux premiers
p €Spec(A) sont LICF, car A est régulier.
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Remarque - Les coefficient des a; étant solutions d’un systéeme d’équations linéaires defini sur le corps de
coeflicients des f; et f, on peut supposer et on supposera K
algébriquement clos donc infini.

Le deus ex-machina de la preuve des théorémes 2,3 et 4 est le résultat central de [K] que nous énongons
sous la forme raffinée suivante (voir [P2], lemme 2 et théoréme 2):

Théoréme 5

Soit ¢1, ..., ¢, une suite réguliére dans A avec d°¢; < d;, d; > 2, et L I'idéal engendré par ¢q, ..., Pk.
Soit x le nombre de d; (1 <1i < k) égaux a 2. Alors il existe un entier v avec

< (3/2)X -dy---dy —deg "L, sik<n,
TEV(B/2)X dy - dy +dps — 1, sik=n+1,

tel que I'idéal (z) h[ est contenu dans I'idéal engendré par "¢1,..., "éy.

Maintentant, nous allons montrer le théoreme 2:
- Preuve du théoréme 2

Si I = A, on utilise le théoréme des zéros effectif ([K], théoréme 1 si tous les d; sont différents de 2, [P2],
théoreme 2 si d; = 2 pour au moins un 4), donc il suffit de considérer le cas ou I est un idéal de codimension
n et m > n. En utilisant le lemme 2 de [M-W], on peut trouver des polynémes go, ..., g, dans I, avec g;
combinaison linéaire suffisamment générale de f;, ..., fm, tels que f1,gs ..., g, soit une suite réguliere; on a
d°g; < d; (2 <i<mn). Soit J=(f1,92,--.,9n), d’apreés le théoréme 5, il existe un entier v satisfaisant

§ < (3/2)X - (dy -+ dy — deg ") < (3/2)X - (dy -+ dy, — deg "VI) = (3/2)X - (dy - - dy — #V)

tel que l'idéal (z) hJ est contenu dans 'idéal engendré par "fi, "ga,..., "g,. L’idéal J est de codimension
n ([Z-S] lemme 5 p.401) et nous pouvons utiliser le lemme suivant:

Lemme 1

Soit J C A un idéal de codimension n et ¢1,...,d, des polynémes tels que l'idéal (J, ¢1,...,¢,) soit
encore de codimension n. Alors "(J, ¢1,...,¢,) = ("J, "é1,..., "¢,).
Démonstration

11 suffit de démontrer ceci pour r = 1. D’apres le corollaire de p.184 de [Z-S], on sait que
Ln h(Ja (blv) = ( hJa h¢1)

otl tous le premiers associés & L contenant xo. Mais la variété engendrée par *J est contenue dans I'ouvert
affine {z¢ # 0}, donc L = "A.

En utilisant le lemme on trouve:

hfe hI: h(‘]vf27"'afm):(h‘]7 hf27"'7 hfn)a

donc le polynéme z - h f est contenu dans I'idéal engendré par "fi,..., "fm, "ga,....," gn, d’ol1 existence
de polynomes homogenes Ay, ..., A, Bo, ..., B, tels que

zg - "f=Av "+ Anc Mo+ Bz Pga 4 B s

avec les polynomes A; - "f; et Bj- "g; de degrés égaux & v +d°f pouri=1,...,met j=2,...,n. Onen
déduit le théoreme en posant g = 1 et en exprimant go, ..., g, en termes de fi,..., fm.-

3
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Nous revenons a I'etude du case dans lequelle I est pur de codimension k < n. Tout d’abord, il faut

remarquer que, si I est engendré par k polynomes fi,..., fi de degrés respectifs dy,...,d; avec dy < d <
... < dg_1 < ds, alors pour tous f € I il existe a1,...,ar € A avec
maxd®a; f; < d°f + (3/2)X -dy---dy (4)
K3

(o, comme d’habitude, x est le nombre de d; (1 <i < k) égaux a 2) tels que

f=aifi+ -+ amfm.

En effet, comme m’est été suggéré par A. Yger, en utilisant les lemmes 1 et 2 de [M-W], on peut trouver

des polynémes go, ..., g, dans I, avec g; combinaison linéaire suffisamment générale de f;,..., fx, tels que
f1,92 -, gk soit une suite réguliere dans I et I = (f1,92,-..,9x). En utilisant le théoréme 5 on trouve un
entier

TS B/ i
et des polynomes Aq,..., A, € "A tels que

a- "f=A M+ Ay Mg+ Ay My

On en déduit (4) en posant zo = 1 et en exprimant gs, ..., g en termes de f1,..., fk.
Maintenant, considerons les cas LIC et LICF. On utilisera le lemme suivante pour se ramener dans un
certain sens au cas pour lequel il y a une suite réguliere dans Wy qui engendre I:

Lemme 2

Soient I = (f1,..., fm) C A un idéal LICF (resp. LIC) pur de codimension k et A un sous-ensemble de
Ass(A/I) (resp. un sous-ensemble fini de Spec(A)). Alors il existe ¢, ..., gr dans Wg et un idéal Jy C A
tels que:

(7) g1, ., gk Soit une suite réguliére;
(i1) (915 9K) = 1N Ja;
(#i1) JA ¢ p pour tout p € A.

Démonstration

1l suffit de montrer que il existe des ouverts de Zariski non vide U et Uy, (p € A) de K™* tels que:
Al pour (A ;) i=1,...c €U,

J=1,..., m
m m
Y Mifiv o > Mk
j=1 j=1

est une suite réguliere;

B] pour (X; ;) i=1..... €U, (p € A) on a

:L'=1
j=1
O o Aifise > Meili)Ap = I
j=1 j=1
On voit A] en utilisant les lemmes 1 et 2 de [M-W]. Montrons B]. Soit p € A et
L= Mgl > Mnifs)
j=1 j=1

ot (A 5) i=1,.c € WE™ Identifions fi, ..., fm, g1, - -, gk avec leurs images dans Ret p, I, L avec pR, IR, LR.I

i - -
11 suffit de démontrer que I = L. Soient K(p) = R/p, fi,..., fm les images de fi,..., fm dans le K(p)-
espace vectoriel V' = I/pl, g1,...,gx celles de ¢1,...,95. D’apreés le théoreme 158 de [KA], on sait que
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dimg )V = k car I est intersection complete dans R. On en déduit du méme théoréme que, quitte a
changer lordre de fi,..., fm, Uensemble {fi,..., fr} est une base de V sur K(p). Soit

k
=Y apfe  G=k+1l.m a5 K(p).
t=1
Donc

l=k+1

k m
g; = Z <)\i,j + Z /\Llal,j)fj i=1,...,k.
j=1

Soit D le déterminant de la matrice & coefficients dans K (p)[A; ;]

(Ai7j+ Z /\Llal,j) .
i=1,...k

I=k-+1 P

Le polynéme D est non nul, donc pour A; ; dans un ouvert de Zariski non vide U,, de K™ ona D # 0, c’est-
a~dire gp,...,gr engendrent V. D’apres le théoréeme 158 de [KA] on a le fait que I lui-méme est engendré
par gi,..., gk, ce qui achéve la démonstration du B].

On utilisera aussi le lemme suivant:

Lemme 3

Soient L, p C "A respectivement un idéal homogéne pur de codimension k < n et un idéal homogéne
premier de codimension < n tels que L ¢ p. Alors il existe un polynéme homogéne ¢ de degré < deg L dans
Pensemble L\ .
Démonstration

Tout d’abord, supposons L premier. Soit V la variété projective définie par L et notons p, la projection
canonique sur un sosus-espace générique m de P"(K) de dimension n — k + 1. L’image p,(V) est une
hypersurface dans m du méme degré de V et donc

p;l(pw(v)) = {fﬂ = O}

avec fr € L et d°f = deg L. Mais
(pz'p-(V) =V

et donc on peut trouver 7 tel que ¥ = f € L\p.
Enfin, si L n’est pas premier, soit
L=Qin--NQ

une decomposition primaire normal de L et notons g; le radical de Q; et I; sa longueur. En utilisant la
premier partie de la démonstration on trouve des polynomes v¥; € p;\p de degres d°vy; = degp;, donc

t
Y =]]vieL\p
=1
et

t t
d°p = 1;-d°¢; =Y l;-degp; =deg L.

i=1 i=1

- Preuve du théoréme 3
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Soient g1, ...,gx € Wy et J = Jj tels que les assertions du lemme 2 soient satisfaites avec A =Ass(A/I).
Soit p €Ass(A/I),ona’J ¢ "p, donc, en utilisant le lemme 3, on peut trouver un polynéme ¥, appartenant
a "J mais pas & "p, de degré majoré par
deg "J. Soit ¢ une combinaison linéaire générale des Yy, = Ye(l,21,...,2,): on a ¢ € J\p pour tout
p €Ass(A/I) et
d°p < deg"J < d* — deg"I.

En utilisant le théoréme 5 on trouve un entier v borné par d*—deg "I—deg " J tel que le polynome " f "¢x]
est dans I'idéal engendré par "gi,..., "gi. Donc il existe k polynémes homogenes Ay, ..., A satisfaisant

:L'g. hf. hQS:Al. hgl+...+Ak. hgk
avec les A; - "g; de degrés égaux a
y4+df4+d°¢ <d°f+d —deg "I

pour i =1,...; ket j=2,...,n. On en déduit le théoréme en posant o = 1 et en exprimant ¢, ..., gr en
termes de f1,..., fm.
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- Preuve du théoréme 4

Soit f € I. Nous allons montrer qu’il existe une suite réguliere ¢?, ..., g2 dans Wg et des ¢1,..., ¢, € A
de degrés assez petits tels que ¢; f soit dans un idéal engendré par une suite réguliere de Wg pouri=1,...,7
et tels que (¢9,...,9%, é1,...,¢,) = A. Pour celd, on utilisera la proposition suivante:

Proposition 1

Soit I C A un idéal LIC engendré par m polynomes fi,..., f de degré total majoré par d. Alors il
existe un entier r < n+ 1 — k, des polynémes gi,...,qg. (i =0,...,r) dans Wy, des idéaux Jy,...,J, dans
A et des polynomes ¢; € J; tels que:
(a) pour i =1,...,r les assertions du lemme 2 sont vraies avec

A = Az = ASS(A/(Q?, e ,gg, (]51, ey ¢i_1)), JA = J,‘ et gj = g;-,‘

(b) g%, ... 9%, b1, .., &y est une suite régulicre et (¢9,...,9%, ¢1,...,¢r) = A;
(c) d°¢; < deg"J; < d¥ pouri=1,...,r.

Démonstration

En utilisant le lemme 2 de [M-W], on peut trouver une suite réguliere g{, ..., g2 dans Wg; on construit
les polynomes g, ¢; et les idéaux J; (i=1,...,7;7=0,...,k) par récurrence sur i.
i=1. On choisit g1,...,9; € Wg et J; = Ja, tels que les assertions du lemme 2 soient vérifiées avec

A = A;. On majore deg ".J; par d*. Soit p € A;; d’apres la (i) du lemme 2 on a .J; ¢ @, donc, en utilisant
le lemme 3, on peut trouver un polynéme 1, dans "J;\ "o de degré < deg ".J;. Une combinaison linéaire

¢1 des ¥y, = Y (1,71,...,2,) répond aux conditions imposées.
i—1=1. SiA;=Aonchoisitr=i—1:onak+i—1<n+1 carg?,...7gg,¢1,...7¢i,1 est réguliere,
donc r <n 41— k. Sinon on choisit gi, ..., g, et J; tels que les assertions du lemme 1 soient vérifiées pour

A = A;. En utilisant les mémes arguments que dans le cas i = 1 on peut trouver un polynéme ¢; € J; de
degré < deg "J; < (n+1 — k)d* qui n’appartient & aucun des idéaux premiers de A;.

Démonstration du théoréeme 4

Soient gé, #i, J; et r comme dans la proposition 1, notons § = min deg ".J;. D’aprés (a), (b), (c) et le
théoreme 5 on sait qu’il existe deux entiers 71, y2 avec

n <df -6
v < §dk(n7k+1) +dk 1

tels que les polynomes xJ' - "f - "¢, soient dans I'idéal engendré par hgio ., hgi pour i =1,...,r et le
polynome z* soit dans 'idéal engendré par hglooo., hgg, hér, ..., "¢,. Donc
+ h h h he h he h h h
xgl i fE( g?""7 91271'31' f ¢17"')x8/1' f ¢7‘)C( g?v"w gZ)
d’ou Pexistence des polynomes homogenes AY, ..., A% tels que

xglm. hf:AtlJ_ hgﬁ’+~--+A2~ hg;Z

et

do(A;" . hg;) :dof+71 + 79 < d0f+dk(77.—k+l) +dk -1
pour ¢ =0,...,7; 7 =1,...,k. Le théoreme 4 s’en déduit en posant o = 1 et en exprimant les g;- comme
combinaisons linéaires des f1,..., fin.
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