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Sunto / Il contributo presenta i risultati relativi a
uno studio di caso in cui tre studenti universitari
del Master in Informatica interagiscono nella riso-
luzione di un problema. Attraverso lenti interpre-
tative epistemiche e linguistiche (le dimensioni
del ragionamento a ritroso e la prospettiva della
Commognition), si mette in luce il ruolo del ragio-
namento a ritroso e le sue relazioni con quello in
avanti nei processi di spiegazione condotti da una
studentessa che si interfaccia con le difficolta dei
suoi compagni.
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Abstract / The paper presents the results of a
case study in which three undergraduate stu-
dents from the Master’s programme in Comput-
er Science interact in solving a problem. The
role of backward reasoning and its relations to
forward reasoning, in the explanation process-
es carried out by a student who interfaces with
the difficulties of her peers, are highlighted
through epistemic and linguistic interpretative
lenses (the backward reasoning dimensions
and the perspective of Commognition).
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Dinamicita del ragionamento a ritroso nei processi di spiegazione / Marta Barbero

1 Introduzione

In matematica, il solo ragionamento in avanti (forward reasoning), ovvero quel tipo di ragionamen-
to che parte dalle premesse per arrivare alle conclusioni, non & esaustivo per assolvere al compito
di risolvere i problemi. Il modo naturale per affrontare un problema, infatti, richiede diversi tipi di
ragionamento come quello deduttivo, quello induttivo, quello abduttivo, quello a ritroso ecc. (per
approfondire i diversi tipi di ragionamento si vedano, ad esempio, Hintikka, 1999; Lakatos, 1976;
Peirce, 1932), che corrispondono a diversi modi di ragionare e pensare da un punto di vista cognitivo
(Holyoak & Morrison, 2015). L'intreccio tra i tipi di ragionamento viene evidenziato fin dall’antichita
dai grandi matematici come Pappus, Descartes, Leibniz ecc. nelle loro dissertazioni su analisi e sintesi,
i due processi cardine nella risoluzione di problemi. Guardando al metodo dell'analisi, si possono in-
fatti identificare diverse tipologie di passi logici: oltre a quelli in avanti, che permettono di individuare
una conseguenza di “cid che si cerca” (la fine del problema), sono inclusi nel processo tutti quei passi
logici che permettono di avanzare nella risoluzione del problema in direzioni diverse, ad esempio,
quelli all'indietro, verso l'ipotesi del problema (Beaney, 2018; Peckhaus, 2002).

Una delle modalita di pensiero coinvolta nel metodo dell'analisi & proprio il ragionamento a ritroso,
conosciuto in letteratura con diverse denominazioni, quali ad esempio backward reasoning, ragiona-
mento regressivo, analisi regressiva, soluzione a ritroso ecc. Esso viene utilizzato nelle fasi di scoperta
del problem solving e ha un‘importanza fondamentale anche nei metodi di programmazione (Hin-
tikka & Remes, 1974; Maenpaa, 1998). Da un lato, lo studio del ragionamento a ritroso ha un gran-
de potenziale nel campo dell’'educazione matematica: lavorare su questo tipo di ragionamento puo
infatti aiutare gli studenti nello sviluppo dell'largomentazione matematica, dei processi di scoperta e
dei processi di dimostrazione (Tall, 2002). Dallaltro lato, numerosi autori (Barbero, 2015; Byers, 2007,
Corbalan, 1994; Hintikka & Remes, 1974) riscontrano nei diversi livelli scolastici difficolta nell'utilizzo e
nella comprensione del ragionamento a ritroso come procedura generale, sottolineando per esempio
che é piu difficile lavorare all'indietro che in avanti.

Si evidenza quindi la necessita di approfondire I'articolazione tra gli aspetti epistemologici e cognitivi
del ragionamento a ritroso nella risoluzione di problemi per poter efficacemente integrare lo studio
e I'applicazione di questo tipo di ragionamento nell’apprendimento della matematica. Questo e stato
I'obiettivo di un lavoro di tesi di dottorato (Barbero, 2020) che si & innestato all’interno di un progetto
di ricerca pit ampio relativo all'innovazione della didattica della matematica a livello universitario svi-
luppato presso la Universidad Complutense de Madrid (Spagna) a partire dal 2013.

L'obiettivo del presente contributo, tratto dal lavoro di tesi, € di mettere in luce il ruolo del ragionamento
a ritroso nei processi di spiegazione relativi alla risoluzione di un problema. A questo scopo viene presen-
tato un episodio in cui tre studenti universitari del Master in Informatica interagiscono durante una le-
zione dedicata alla programmazione. L'episodio coinvolge una studentessa, Elodie,> con un background
pil avanzato rispetto ai compagni di corso e che ha gia risolto in precedenza il problema proposto, e
due suoi compagni che le chiedono aiuto nella risoluzione. L'analisi fine della trascrizione dell’episodio
(disponibile nell’Allegato 1), che avviene attraverso due lenti interpretative (le dimensioni epistemiche del
ragionamento a ritroso e la prospettiva della Commognition, che verranno approfondite nei par. 2 e 3),
permette di identificare i momenti in cui si sviluppa il ragionamento a ritroso e i dispositivi discorsivi che

1. Per quanto riguarda la caratterizzazione di analisi e sintesi si riportano le parole di Pappus nella traduzione di Hintikka e
Remes (1974): «Nell'analisi, partiamo da cio che e richiesto, come se fosse ammesso; e ne traiamo corrispondenze logiche fino
ad arrivare a qualcosa che possiamo usare come punto di partenza nella sintesi. [...] Nella sintesi, invece, supponiamo che cio
che e stato raggiunto per ultimo nell’analisi sia gia stato ottenuto, e disponendo nel loro ordine naturale, come conseguenze
logiche, le corrispondenze ottenute in precedenza e collegandole le une con le altre, arriviamo alla fine alla costruzione della
cosa cercata» (pp. 8-9, traduzione dell’autrice).

2. Per la tutela della privacy degli studenti coinvolti, i loro nomi sono stati cambiati.
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vengono attivati. Grazie all'analisi, le relazioni tra ragionamento a ritroso e ragionamento in avanti
vengono messe in luce per identificare la struttura della spiegazione di Elodie e il suo legame con le
difficolta che vengono esplicitate dai suoi compagni.

2 Il ragionamento a ritroso

Il ragionamento a ritroso consiste nello sviluppare una serie di passi logici a partire dalla fine del pro-
blema (ovvero cio che viene richiesto o si congettura di trovare, dimostrare, costruire) procedendo per
corrispondenze logiche verso le sue premesse, fino ad ottenere qualcosa di noto, determinando quin-
di le condizioni per la sua soluzione (Hintikka & Remes, 1974). Utilizzato da solo non é sufficiente per
risolvere un problema o per realizzare una dimostrazione, ma ¢ la base fondamentale per sviluppare
altri tipi di ragionamento, necessari per giungere alla soluzione, che vengono coinvolti nel processo
di sintesi. Il ragionamento a ritroso ha una forte componente di creativita e scoperta caratterizzata
dall'inserimento di nuovi elementi nella risoluzione; inoltre, diverse strategie e modi di procedere nella
risoluzione dei problemi si sviluppano incardinandosi in esso (come la strategia del lavorare a ritroso,
la strategia dell’assunzione del problema risolto, la Reductio ad Absurdum, la strategia del partire dal-
la fine del problema ecc.), presentandosi singolarmente o in combinazione tra loro a seconda del tipo di
problema e del percorso di risoluzione o di costruzione scelto dal risolutore (Barbero & Gémez-Chacdn,
2018).

Il ragionamento a ritroso quindi, come la sua controparte in avanti, & coinvolto negli aspetti pragma-
tici della risoluzione dei problemi, ma diversamente da quello in avanti necessita di un alto livello di
astrazione per essere utilizzato; si basa infatti sul guardare le cose in modo nuovo e non routinario e
ha un ruolo centrale nello sviluppo del pensiero matematico avanzato, dove i processi astratti sono
predominanti. Infatti, mentre I'insegnamento del ragionamento in avanti e dei processi deduttivi e
tipico del pensiero matematico in cui & necessario seguire le routine riproduttive, il ragionamento a
ritroso diventa fondamentale quando sono coinvolti processi di dimostrazione pili creativi (Tall, 2002).

2.1 Dimensioni epistemiche del ragionamento a ritroso

Per definire formalmente il concetto di ragionamento a ritroso, & stata condotta una ricerca
storico-filosofica, studiando i lavori di matematici e filosofi, dall’Antica Grecia fino ai giorni nostri,
relativi al tema dell‘analisi (Beaney, 2018).> Questa revisione della letteratura ha permesso di osser-
vare I'evoluzione del tema nel corso della storia e di individuare i tratti comuni che caratterizzano la
sua componente di ragionamento a ritroso, identificando quattro dimensioni epistemiche: ricerca di
relazioni di causa-effetto, breakdown, trasformazione, introduzione di nuovi elementi. Le quattro
dimensioni epistemiche individuate permettono di definire il concetto di ragionamento a ritroso e
risultano fondamentali per la sua identificazione, lettura e interpretazione nei processi di risoluzione.

Ricerca di relazioni di causa-effetto. Gli autori dell’'Eta antica (Aristotele, Platone, Pappus, Proclo
ecc.) sottolineano soprattutto il carattere regressivo dell'analisi, identificandolo come un processo
“in direzione contraria” che ha lo scopo di trovare i principi del problema. Nel corso del XVII e XVIII
secolo, autori come Arnauld e Nicole propongono una interpretazione diversa di questa dimensione,

3. La sezione “Definitions and Descriptions of Analysis” della Stanford Encyclopedia of Philosophy (nella sua versione online)
raccoglie frammenti di testi di 56 autori diversi per un totale di oltre 160 citazioni. Si tratta di una sezione supplementare alla
voce “Analysis” (Beaney, 2018). Per ogni autore, vengono mostrati e ordinati in un elenco numerato diversi estratti delle loro
opere, incentrati sul tema dell’analisi e della sintesi. La sezione é disponibile a questo link: https:/plato.stanford.edu/entries/
analysis/s1.html
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connotandola come la ricerca di relazioni di causa-effetto tra le idee, che permettono di identificare
connessioni tra le nozioni di base e il problema in oggetto; questa concezione verra ripresa nell’Eta
contemporanea da autori come Husserl e Frege (Beaney, 2018; Peckhaus, 2002).

Breakdown.* |l termine breakdown € inteso come scomposizione di qualcosa in parti, in modo da
poterlo analizzare dettagliatamente;® questa caratterizzazione & al centro delle ricerche condotte
nell'Eta moderna (da autori come Descartes, Hegel, Leibniz ecc.), dove viene messo in luce il processo
in cui un concetto viene scomposto nei suoi elementi primari, rendendo evidente la sua struttura lo-
gica. Il ragionamento a ritroso, infatti, comporta azioni che permettono di ridurre il problema alle sue
componenti di base, identificando le proprieta coinvolte e mostrando le relazioni tra gli oggetti piu
complessi e quelli piu semplici; gia Aristotele, ad esempio, sottolineava il fatto che «a volte, per risol-
vere un problema geometrico si pud solo analizzare una figura», ovvero scomporla nei suoi elementi
di base e capire le parti da cui & formata (Beaney, 2018).

Trasformazione. Gli autori dell’Eta contemporanea (Frege, Russell, Moore, Wittgenstein ecc.) focalizza-
no la loro attenzione su quella che Beaney (2018) chiama «dimensione trasformativa e interpretativa
dell'analisi», ovvero sugli enunciati e sulla loro traduzione in forma logica. Gia nel Medioevo, infatti, con
la nascita della geometria analitica, e successivamente con la filosofia analitica, viene studiato il ruolo
di questo tipo di ragionamento nell'interpretazione dei concetti e nelle conversioni tra registri semiotici,
come ad esempio nelle trasformazioni in linguaggio algebrico di entita geometriche (Beaney, 2018).

Introduzione di nuovi elementi. Dallo studio degli autori, si delinea chiaramente che l'introduzione di
nuovi elementi all'interno della risoluzione di un problema é parte fondamentale del ragionamento
a ritroso. Infatti, a differenza dei processi deduttivi e, in generale del ragionamento in avanti, dove si
inizia con tutte le premesse e da queste vengono elaborate le conseguenze, nel ragionamento a ritro-
so le nozioni ausiliarie necessarie alla risoluzione vengono inserite e si sviluppano in base alle esigenze
del risolutore (Beaney, 2018; Hintikka & Remes, 1974; Polya, 1945).

Le quattro dimensioni risultano essere facce diverse dello stesso costrutto; ragionare a ritroso nella
risoluzione di un problema consiste, infatti, nell'interpretare un‘entita, tradurla in linguaggio matema-
tico, identificarne gli elementi rilevanti e trovarne i principi, inserendo dove necessario degli elementi
ausiliari all'interno del processo. Questi processi portano a qualcosa di noto da cui successivamente
Si puo procedere progressivamente. Consideriamo ad esempio la risoluzione di un problema in cui e
presente una costruzione geometrica: la dimensione di breakdown si manifesta quando il risolutore
analizza la costruzione geometrica e la scompone in elementi piu semplici; quando egli, invece, cerca
le premesse per la costruzione considerata concepiamo il ragionamento a ritroso come ricerca di rela-
zioni di causa-effetto; mentre la dimensione di trasformazione emerge quando il risolutore trasforma
il linguaggio geometrico in linguaggio algebrico. Lintroduzione di nuovi elementi si pud riscontrare
quando vengono inseriti elementi ausiliari nel processo di risoluzione che possono essere delle co-
struzioni geometriche pit complesse, ma anche teoremi ausiliari, possibili relazioni tra elementi ecc.
Sono questi elementi aggiuntivi che, entrando in gioco durante il processo, permettono di arrivare ad
un qualcosa di noto da cui poter partire con i processi di sintesi. La possibilita di risolvere il problema,
pero, & concessa solo se i passi all'indietro possono essere invertiti in qualche modo, ovvero solo
quando le premesse possono essere collegate all‘obiettivo con una serie di passaggi logici, cosa che si
verifica solo se gli elementi ausiliari ipotizzati sono reversibili (Hintikka & Remes, 1974).

4. Nel contributo si & scelto di non tradurre il termine “breakdown” poiché si ritiene che racchiuda maggiore significato del
semplice termine “scomposizione” con il quale viene tradotto in italiano.
5. Definizione di “breakdown” tratta dal Cambridge English Dictionary © Cambridge University Press.
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2.2 Ragionamento a ritroso e ragionamento in avanti

Come accennato in precedenza, il ragionamento a ritroso non esiste senza la sua controparte in avan-
ti. | due ragionamenti coesistono e si intrecciano nelle fasi di scoperta della risoluzione contribuendo
entrambi alla creazione dell'oggetto soluzione. La combinazione dei due ragionamenti & ben espressa
nelle parole di Arnauld e Nicole (1662/1964):

«Questo ¢ il modo di capire la natura dell’analisi come usata dai geometri. Ecco in cosa consiste.
Supponiamo che venga presentata loro una domanda, come ad esempio se & vero o falso che
qualcosa e un teorema, o se un problema é possibile o impossibile; essi assumono cio che & in
guestione ed esaminano cid che segue da questa assunzione. Se in questo esame arrivano a
una verita chiara da cui I'ipotesi segue necessariamente, concludono che I'ipotesi e vera. Poi,
ripartendo dal punto di arrivo, lo dimostrano con I'altro metodo che si chiama composizione. Ma
se cadono in qualche assurdita o impossibilita come conseguenza necessaria della loro ipotesi, ne
concludono che l'ipotesi é falsa e impossibile».

(Arnauld & Nicole,1662/1964, p. 238, traduzione dell’autrice)

Questi ragionamenti sono legati a due tipi di interrogativi che emergono durante la risoluzione di
un problema (Ruesga Ramos et al., 2004): utilizzando il ragionamento in avanti la domanda che ci
si pone & «Cosa posso ottenere quando ho ...?», mentre utilizzando il ragionamento a ritroso «Cosa
devo considerare per ottenere ...?».

Ipotizziamo che si conosca A e si voglia dimostrare, o costruire, o ottenere, B. Si potrebbe procedere
da A, qualcosa di noto, e realizzare una serie di passi logici deduttiviA, A , ..., A , utilizzando quindi
il ragionamento in avanti. Effettuando questo processo, ci si pone il primo tipo di domanda: «Cosa
posso ottenere quando ho A?». Ottenendo A, come risposta si puo quindi continuare con «Cosa
posso ottenere quando ho A ?», e cosi via.

Si utilizza un ragionamento a ritroso, invece, quando si parte da B e retrocedendo in una serie di passi
logici siarrivaa B _, chiedendosi in questo caso «Cosa devo considerare per ottenere B?». Se le due af-
fermazioni che si ottengono (A e B ) sono in corrispondenza logica, in particolare B, & conseguenza
di A , ed & possibile invertire il processo della sequenza logica da B a B, con una serie di ragionamenti
in avanti, il problema «Conoscendo A, dimostra (o costruisci, o ottieni) B» & risolto.

Per comprendere meglio le sequenze logiche che mettono in relazione A e B, si considera il seguente
problema discusso in Arzarello (2014), mostrandone un esempio di risoluzione.

Sia f: R—R una funzione continua, e lim f(x) = +oe lim f(X) = -co.
Dimostrare che esiste almeno un punto C tale che f(c) = 0.

Dato il problema, & possibile identificare I'anello iniziale (A) e I'anello finale (B) della catena di ragionamenti:

— A:f:R-R € una funzione continua, e lim f(x) =+ e lim f(X) = -oo;
— B: Esiste almeno un punto c tale che f(c) = 0.

Considerando B, per esempio, possono emergere alcune domande: «Come si fa a dimostrare che
esiste almeno un punto c tale che f(c) = 0?»; oppure «Quali caratteristiche devo considerare per con-
cludere che il punto c esiste?».

Considerando A, invece, si pongono altri tipi di domande: «Quali conseguenze posso trarre dal fatto
che la funzione é continua?»; oppure «Cosa significa che la funzione tende a infinito?».

Un modo per risolvere questo problema & metterlo in relazione con il Teorema dei Valori Intermedi
(TVI). Un ragionamento a ritroso puo consistere nel partire dall’affermazione «esiste almeno un punto
c tale che f(c) = O», e ragionare nel seguente modo: «esiste almeno un punto ¢ in un intervallo [x', x"]
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tale che f(c) = O», conclusione del teorema TVI. A questo punto si potrebbero considerare le ipotesi
del problema e dedurre delle affermazioni per poter applicare il teorema TVI. Si pud quindi risolvere
il problema seguendo i sequenti ragionamenti:

B: Esiste almeno un punto c tale che f(c) = 0;

— B,: Esiste almeno un punto c in un intervallo [x', x"] tale che f(c) = O;

- B,: B, & la conclusione del caso particolare del Teorema dei Valore Intermedi che afferma quanto
segue: se f: [x',x"]>R & una funzione continua con f(x') < 0 < f(x"), allora esiste un valore cin [x', x"
tale che f(c) = 0;

- Al lim f(x) = +oo;

- A,: Per ogni intero positivo M, esiste un valore N tale che per tutti gli x > N, f(x) > M,

- A, Esiste x" tale che f(x"") > M > 0O;

= A lim f(x) = -eo;

— A, Per ogni intero negativo H, esiste un valore Q tale che per tutti gli x < Q, f(x) < H;

- A, Esiste x' tale che f(x') < H < 0;

- A, Considerando A, e A,: f(x) x f(x") < 0;

— A: f: R>R & una funzione continua;

- A, Se f: R—R & una funzione continua allora f: [x',x"]=R e una funzione continua;

- A, Considerando A, e A, & possibile applicare il caso particolare del Teorema dei Valori Intermedi.

A questo punto B, e conseguenza di A,. Poiché i passi B — B, — B, possono essere invertiti, allora il
problema é risolto. Osservando questo piccolo esempio, si pud notare che il ragionamento a ritroso
non ha senso senza la sua controparte in avanti.

E possibile rappresentare il flusso di ragionamenti attraverso quella che Polya (1968) definisce la
rappresentazione geometrica della soluzione, una raffigurazione schematica in cui in alto vengono
rappresentate le premesse/ipotesi del problema, in basso la sua soluzione, e tutto lo spazio tra le
premesse e la soluzione e riempito dalla catena, pit o meno lineare, del ragionamento. Consideran-
do questo tipo di rappresentazione e rappresentando con delle frecce il movimento tra i passi del
ragionamento (verdi per quelli in avanti e rosse per quelli a ritroso), si puo rappresentare |'albero della
risoluzione del problema (Figura 1).

A f:R-R A: lim f(x) =+ A: lim f(x) = —o0
¢ una funzione continua oo l e
Ay VM >0,3N |Vx > N, f(x) > M

Ay3x" | f(x")>M >0

Ay VH < 0,3Q |Vx < Q,f(x) <H

Agax' | f(x)<H<0

Ag f:[x' X" > R A F() X fGXT) <0

¢ una funzione continua

.

A;: Teorema dei Valori Intermedi

]

Bi:3ce[x,x"]|f(c)=0

B:3c€R|f(c)=0

Figura 1. Rappresentazione geometrica della soluzione del problema.
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Non ci si pud aspettare, pero, che un risolutore non esperto, che vede per la prima volta un problema di
questo tipo, riesca a risolverlo in modo cosi lineare. Per esempio, ripercorrendo il protocollo di uno studente
(analizzato in Arzarello, 2014) che riportiamo di seguito, si nota una maggiore alternanza di passi in avanti
e passi a ritroso e un continuo ritornare su affermazioni gia esplicitate in precedenza (indicate con A’ o B'j.):

— B: Esiste almeno un punto c tale che f(c) = 0;

- B,: Sembra che sia possibile utilizzare il Teorema dei Valori Intermedi;

— A/ La tesi del Teorema dei Valori Intermedi e che esiste almeno un punto cin un intervallo [x', x']
tale che f(c) = 0;

- By E necessario trovare [x', x'";

- A Xllrpmf<X) = +oo;

— A, Per ogni intero positivo M, esiste un valore x,, tale che per tutti gli x > x,,, f(x) > M;

- B,: Esiste M,

- A':Per ogni intero positivo M, esiste un valore x,, tale che per tutti gli x > x,, f(x) > M,

- B M>Q;

- A, Esiste x' > x, tale che f(x') > M > 0;

- A lim f(x) = -oo;

- A, Esiste x" < x, in modo che f(x") < N < 0;

- A, Considerando A e A,: f(x") x f(x") < 0;

- B',: lintervallo [a, b] del Teorema dei Valori Intermedi & [x', x"];

- A Esiste x' > x,, tale che f(x') > M > 0;

- A Considerando A, e A: f(x') x f(x") < 0;

— A: f: R>R & una funzione continua;

- A, Se f: R—R & una funzione continua allora f: [x',x"']=R e una funzione continua;

- B',: Ora e possibile utilizzare il Teorema dei Valori Intermedi;

— A Esiste almeno un punto ¢ in un intervallo [x', x"] tale che f(c) = 0.

Visualizzando la risoluzione graficamente, I'albero (Figura 2) risulta essere piu intricato di quello visto
in precedenza (Figura 1) per la presenza di un maggior numero di passi in avanti e a ritroso.

A:f:R->R A: lim f(x) = 4o A: lim f(x) = —o0
¢ una funzione continua Ak e
B;: 3IM ByM>0
I

Ay Axy | Vx > xpy, f(x) > M

By [x,x""]

Ay 3x' > xy| f(X)>M >0

ApIx" <xy| fx<N<0O

Ag f:[x",x"] > R

& una funzione continua

b

B;: Teorema dei Valori Intermedi

l

Apdce[x,x"1| f(c)=0

A fEO X fx) <0

B:3ceER|f(c)=0

Figura 2. Rappresentazione geometrica della soluzione del problema da parte di un risolutore meno esperto.

DdM 2023 (13),9-33 15



Dinamicita del ragionamento a ritroso nei processi di spiegazione / Marta Barbero

Emerge dal confronto tra i due alberi di risoluzione che il processo di scoperta non & lineare, ma pro-
cede attraverso diverse ramificazioni. Nei risolutori meno esperti, inoltre, queste ramificazioni sono
pit complicate rispetto ai risolutori esperti: il ragionamento a ritroso e quello in avanti sono profon-
damente intrecciati.

3 La prospettiva della Commognition

Partendo dall’assunto che il pensiero umano & una forma di comunicazione, e riprendendo da
Vygotskij I'idea dell'apprendimento come frutto delle interazioni sociali, & stata elaborata la prospet-
tiva della Commognition (Sfard, 2008) secondo la quale anche il pensiero si sviluppa attraverso intera-
zioni sociali e in particolare attraverso la comunicazione interpersonale e intrapersonale. Quest'ultima
¢ la forma di comunicazione che permette di definire il pensiero, non & necessario che sia visibile,
ovvero che sia espressa a parole: si sviluppa con sé stessi. Il pensiero e la comunicazione, quindi, sono
intese come due facce della stessa medaglia e la Commognition come «la nozione centrale dell'ap-
proccio all'apprendimento fondato sull’assunto che il pensiero puo essere utilmente concettualizzato
come comunicazione con sé stessi» (Sfard, 2018, p. 13).
Non tutti i tipi di comunicazione sono uguali: le varie tipologie si differenziano sia per le regole sia per
gli oggetti a cui si riferiscono e, a seconda delle proprie conoscenze, sono accessibili a determinate
persone e non ad altre. Il linguaggio nella comunicazione della conoscenza, infatti, comprende un
insieme finito di simboli arbitrari la cui manipolazione é disciplinata da un insieme di regole; se que-
sti simboli o regole non sono noti, & impossibile partecipare al discorso. Secondo Sfard (2009) ogni
discorso, infatti, & caratterizzato da: parole chiave specifiche, utilizzate con determinate regole; me-
diatori visivi, che permettono di identificare gli oggetti della discussione e di coordinare la comunica-
zione; routine, schemi ripetitivi sviluppati da chi comunica; narrazioni, approvate e confermate come
verita dalla comunita che partecipa al discorso. Pensare significa quindi partecipare allo sviluppo di un
certo tipo di discorso che avviene durante un’interazione interpersonale o intrapersonale (per esempio,
pensare in modo matematico equivale a partecipare allo sviluppo di un discorso storico-matematico). |l
discorso matematico, come ogni altro, si basa su: parole chiave relative agli oggetti della matematica,
come linea, punto, insieme, funzione ecc.; mediatori visivi, come rappresentazioni numeriche, grafici,
simboli algebrici; routine caratteristiche del tema, come I'azione del definire, del dimostrare, o del de-
durre; narrazioni, approvate dalla comunita dei matematici nel corso degli anni, come teoremi, defini-
zioni, regole di calcolo (Sfard, 2018, p. 2). Il discorso matematico si discosta dagli altri tipi di discorso in
quanto & un sistema autopoietico, ovvero e generato dai partecipanti al discorso, dai matematici, che
sviluppano gli oggetti del discorso attraverso il discorso stesso; in questo senso, e diverso da qualsiasi
altro discorso scientifico: per esempio, nell'ambito della fisica il discorso si sviluppa su oggetti esistenti
e i loro nomi (come massa, forza ecc.) riguardano essi e le relazioni tra di essi.
L'introduzione di entita matematiche nel discorso ¢ cio che Sfard chiama oggettivazione. Il processo
di oggettivazione puo essere riconosciuto all'interno del discorso matematico perché corrisponde alla
comparsa di almeno uno dei seqguenti dispositivi discorsivi (Sfard, 2018):
— Saming: introduzione di un nome comune a oggetti che all'inizio non erano in relazione, ma che
possono essere equivalenti in certi contesti (per esempio: funzione quadratica, x?, e parabola).
— Encapsulating: sostituzione di un discorso su oggetti separati con uno relativo a un’unica entita
(per esempio: funzione, insieme).
— Reifying: sostituzione di un discorso relativo a un processo con un discorso relativo a un oggetto
(per esempio: da «quando addiziono 5 e 7, ottengo 12» a «la sommadi5e 7 & 12»).
Una volta che I'oggetto é stato introdotto con uno o piu dispositivi, inizia il processo di alienazione,
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che porta all’'uso dell'oggetto in modo impersonale garantendo la sua esistenza indipendentemente
dal discorso stesso.

Dal punto di vista della Commognition (Sfard, 2008, 2009, 2018) ¢ fondamentale considerare cio
che accade durante il processo di acquisizione della conoscenza. L'apprendimento, interpretato come
un fenomeno collettivo, si sviluppa attraverso uno specifico tipo di comunicazione: un determinato
discorso sviluppato con un determinato linguaggio. Una nozione e appresa quando il discente & in
grado di produrre discussioni articolate utilizzando i nuovi costrutti in modo corretto e con il signifi-
cato appropriato. Il passo cruciale del processo di apprendimento ¢ il passaggio dalla comunicazione
interpersonale a quella intrapersonale. Il soggetto elabora le discussioni sviluppate con gli altri e le
trasforma in comunicazione intrapersonale: solo a questo punto puo utilizzarle per interagire con il
mondo esterno in modo attivo per soddisfare i propri bisogni. Pertanto, comprendere la matematica
significa padroneggiare una nozione matematica, una parola chiave, una routine o una narrazione,
in modo da poter gestire un discorso complesso con la comunita dei matematici. Una volta acquisita
una nozione, il discorso cambia e cid corrisponde all'apprendimento di quella nozione (Sfard, 2009);
da cio segue che, per valutare i risultati dell’apprendimento, & necessario esaminare questi cambia-
menti.

Sfard (2008) distingue due livelli di apprendimento: il livello-oggetto e il livello-meta. Lapprendimento
a livello-oggetto si verifica durante le attivita in cui non interviene nessun esperto del discorso ma-
tematico. In questo tipo di apprendimento si costruiscono nuove narrazioni deducendole da quelle
gia approvate. L'apprendimento a livello-meta, invece, si sviluppa quando il discente interagisce con
gli esperti e avviene quando chi apprende incontra un discorso incommensurabile con il suo. Questo
provoca un conflitto commognitivo, una situazione in cui «la comunicazione avviene attraverso di-
scorsi incommensurabili» (Sfard, 2008, p. 296, traduzione dell’autrice). Per superare questo conflitto,
I'allievo inizia a imitare le prestazioni dell’esperto e, cosi facendo, sviluppa una certa routine. In que-
sta fase, lo studente utilizza I'oggetto matematico e sviluppa un discorso, ma non puo giudicare se
la narrazione matematica prodotta sia approvata o meno. In seguito, il processo di apprendimento
procede attraverso una de-ritualizzazione, in cui gradualmente I'allievo inizia a partecipare al discorso
matematico in modo pil consapevole, e trasforma le routine in esplorazioni. Esempi tipici di questa
transizione si verificano quando gli studenti passano dall'aritmetica all‘algebra; dai naturali agli interi,
poi ai razionali e infine ai reali; dagli insiemi finiti a quelli infiniti ecc. Questa transizione avviene non
solo su scala ontogenetica (per uno studente nella sua carriera scolastica), ma anche a livello filogene-
tico: tutte queste transizioni corrispondono a progressi rilevanti nella storia del pensiero matematico
(Sfard, 2008).

3.111 conflitto commognitivo dei ragionamenti in avanti e a ritroso

Come osservato in Barbero (2020), le due forme di ragionamento (a ritroso e in avanti) costituiscono
due forme discorsive contrastanti che esplicitano un conflitto commognitivo tra I'approccio in avanti e
quello a ritroso: vengono utilizzate le stesse parole, ma all'interno di due strutture discorsive diverse,
che dipendono dalle due modalita (forward o backward).

| ragionamenti in avanti e a ritroso, quando si presentano insieme, sono il segno di un conflitto com-
mognitivo (generalmente intrapersonale) che € in via di soluzione. Come si & visto in precedenza, il
ragionamento in avanti non & un’euristica sufficiente per produrre un risultato efficace, sia esso una
nuova conoscenza (ad esempio, I'enunciato di un teorema) o una dimostrazione. E il processo di inver-
sione possibile grazie al ragionamento a ritroso che permette di trovare la prova di un‘affermazione, o
addirittura un nuovo risultato: € una modalita che cambia le relazioni tra le componenti del discorso
e rende accessibile una soluzione che a prima vista era inaccessibile. Il ragionamento a ritroso rende
commensurabile la modalita del discorso in avanti, che altrimenti rimarrebbe solo a una forma ritua-
lizzata di dimostrazione, producendo una transizione verso una modalita esplorativa (Sfard, 2008).
Anche la storia del ragionamento a ritroso mostra il lungo cammino necessario prima che i due
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discorsi incommensurabili possano essere “addomesticati”: si pensi a Descartes, che riusci a ogget-
tivare i discorsi sintetici e analitici nel linguaggio dell'algebra (Beaney, 2018), o ai risultati di Hintikka,
che riusci a oggettivarli a livello logico mostrando la “dualita” della logica dell'indagine con la logica
deduttiva standard (Hintikka, 1999); questi esempi illustrano i grandi sforzi storicamente necessari
per arrivare a questo accordo di oggettivazione. A livello filogenetico, questa complessita & illustrata
dall’enorme quantita di ricerche sulle difficolta incontrate dagli studenti nell'affrontare la varieta di
discorsi matematici incommensurabili che incontrano a scuola, in particolare quando imparano l'alge-
bra o le dimostrazioni (Cai, 2017; van Lambalgen & Stenning, 2008). Naturalmente, questa transizione
richiede generalmente il contributo di un esperto, che affianchi gli studenti in questo delicato compito
(Sfard, 2008).

Rispetto a questo tema, va fatta un’ulteriore osservazione: & proprio la produzione di ragionamenti
a ritroso che pud aiutare a facilitare il superamento dell'incommensurabilita tra le fasi esplorative e
le forme di ragionamento deduttivo, colmando il divario tra le due modalita. Secondo la prospettiva
della Commogpnition, infatti, il passaggio tra due discorsi incommensurabili & segnato da un processo
di oggettivazione che avviene attraverso i dispositivi discorsivi citati nel par. 3 (saming, encapsulating,
reifying). Attraverso la loro identificazione, si riesce a dare una descrizione precisa di una struttura piu
fine del ragionamento a ritroso, che evolve nel tempo all'interno dei diversi contesti (Barbero, 2020).

4 Interrogativi e metodologia della ricerca

4.1 Domanda diricerca

Per approfondire la comprensione del ruolo del ragionamento a ritroso nei processi di spiegazione
relativi alla risoluzione di problemi si e scelto di osservare I'interazione di un gruppo di pari (studenti
universitari) in cui un partecipante del gruppo, piti avanti negli studi accademici, funge da esperto. Si
formula a questo proposito la seguente domanda di ricerca: come si relaziona I'attivazione del ragio-
namento a ritroso nel processo di spiegazione portato avanti dallo studente esperto con le difficolta
messe in luce dai compagni?

4.21giochi di strategia come contesto per esplorare il ruolo del ragionamento a ritroso

| contesti di gioco facilitano il superamento dell'incommensurabilita dei due discorsi, quello della logi-
ca esplorativa e quello della logica deduttiva, infatti, nei processi di risoluzione dei giochi la modalita
esplorativa che e supportata dal ragionamento a ritroso & prodotta dal contesto stesso. Tra le diverse
tipologie di giochi, quelli di strategia sono i piu interessanti per quanto riguarda il tema del ragiona-
mento a ritroso; in questo tipo di attivita le scelte strategiche dei giocatori sono innescate da tipiche
domande spesso implicite come «Cosa posso fare in questa situazione? Cosa € meglio fare?», per
rispondere alle quali i risolutori riflettono sia sulle mosse gia fatte sia su quelle possibili, attivando, in
modo naturale, modi di pensare a ritroso (Barbero, 2015; Gémez-Chacén & Barbero, 2020).

Per approfondire il tema del ragionamento a ritroso si & quindi deciso di far riferimento a recenti ri-
cerche relative all'uso dei giochi nella didattica della matematica (Barbero, 2015; Soldano & Arzarello,
2016) che sottolineano come i giochi di strategia siano un importante strumento metodologico per
I'insegnamento della risoluzione di problemi: possono infatti essere utilizzati per facilitare I'apprendi-
mento di diversi suoi aspetti come i processi, le fasi, le strategie ecc. (Goémez-Chacon, 1992; Koichu,
2010). La relazione tra giochi di strategia e problem solving é radicata nel fatto che le loro fasi di
risoluzione sono strutturalmente simili (Gémez-Chacén, 1992) e che per risolverli € necessario seguire
analoghi processi euristici e di ragionamento; ovvero anche affrontando i giochi di strategia si solle-
citano i processi tipici del pensiero matematico. Alcune ricerche (Barbero, 2015; Soldano & Arzarello,

DdM 2023 (13),9-33 18



Dinamicita del ragionamento a ritroso nei processi di spiegazione / Marta Barbero

2016) hanno anche dimostrato come i processi coinvolti nelle situazioni di gioco matematico influen-
zino e guidino fortemente gli studenti durante le fasi di scoperta e giustificazione della risoluzione,
stimolandoli positivamente.

4.3 Gruppo di studio e presentazione dell’attivita

| dati riportati in questo contributo sono stati raccolti durante una sperimentazione che ha coinvolto i
23 studenti universitari, di eta compresa trai 22 e i 23 anni, del corso “Auditory and Quality Assuran-
ce"” che rappresenta una parte dell'offerta formativa del Master in Informatica della Universidad Com-
plutense de Madrid, a cui si puo accedere possedendo una Laurea in Informatica. Le prestazioni degli
studenti risultavano omogenee eccetto che per una studentessa, Elodie, che grazie a studi precedenti
(doppia Laurea in Matematica e Informatica) aveva conseguito una formazione informatica approfon-
dita, e durante le lezioni dedicate alla programmazione agiva con un ruolo di esperto. Alcune lezioni
del corso, con obbligo di frequenza, consistono nell'implementazione di attivita di programmazione
di complessita crescente utilizzando il software Maude (Clavel et al., 2007). La proposta della terza
lezione dedicata alla programmazione e consistita nell'implementazione del Triangular Peg Solitaire
(Figura 3, Allegato 2) dove agli studenti era richiesto di attivare conoscenze euristiche, mate