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Abstract

Let K be a field of arbitrary characteristic and let I be an ideal in the ring
R = K[x1,...,z,] generated by polynomials fi,..., f,, of total degree < d. This
paper deals with the following conjecture:
“there exists a small positive integer e, independent of d, such that for any f € I of

total degree dy we can find an expression of the type
fCf=afit+ - +amfm

where the total degrees of the a;’s are bounded by e - dy + d" + O(d)”.
We give a positive answer if the rank k of I is n or n — 1: in the first case we can take

e = 1, in the second one e = n. Other weaker results are given if £ <n — 2.



§1 - Introduction et énoncés des résultats

Soit K un corps et R = K[x1,...,z,] son anneau des polynémes en n variables.
Etant donné un idéal I C R engendré par des polynomes de degré < d; et deux entiers
d > dy et e > 1, on note ¢y(e,d) le plus petit entier D tel que pour tout systeme de

générateurs fi,..., fi, de I avec maxdegf; < d et pour tout f € I on ait

f€:a1f1_|_..._|_amfm

avec a; € R et maxdega; < e-degf + D. La suite {¢;(e,d)}cen est décroissante et on
note ¢(d) = ¢;(1,d) son maximum. La croissance de la fonction ¢;(d) est tres liée a la
géométrie de I'idéal I: par exemple, si I est intersection complete ou bien de dimension
zéro, on peut majorer ¢;(d) par un polynéme P(d) de degré égal a la codimension
ht(I) =n —dimR/I de I (voir [BY] théoremes 1 et 2 et [A] théoreme 1). Par contre,
E. Mayr et A. Meyer (cf [MM]) ont construit une famille d’idéaux pour lesquels ¢;(d)
a une croissance doublement-exponentielle en d (i.e. log log ¢;(d) > n + log log d):
et donc le résultat classique ¢;(d) < 2(2d)2" " de G. Hermann (cf [H]) n’est pas
améliorable dans le cas général. Par ailleurs, les résultats sur le Nullstellensatz effectif

(cf [B] et [K]) impliquent la majoration
¢r(e,d) <d® pour d>3 et e>d".

De plus, on arrive a “bien écrire” sur un systeme de générateurs de degrés < d de [
toute puissance f¢  d’un polynéme f € v/I. Et on peut conjecturer que la fonction
d — ¢1(e,d) soit de l'ordre de d™ pour e > ey ou eg ne dépend que de n.

Nous arrivons & montrer le résultat suivant:

Théoréme 1

Soient f1,..., fm € R de degrés respectifs d; > dy > --- > d,, > 3 et supposons
que l'idéal I engendré par fi,..., fin soit propre et de codimension n — D. Posons

ensuite
dl"'dn+d1—1, SjDZO;

ND(dlg---7dn—D): dl(dl"'dn_1)+d1—1, SjDzl;
Pp(dy -+ dn-p), siD > 2,



ot Pp(t) est le polynéme de degré 3 - 2P~2 définie par

{g@:ﬁ+%—h
Pp(t)=Pp_1(t*)+t (D >3).

Notons encore e l'entier 1 + D[n — (D + 1)/2]. Alors, si f € (f1,..., fm), il existe des

polynémes aq,...,a, € R tels que

avec

deg(a;f;) < e-degf + Np(di,...,dn-—p).

FEn particulier, on a

d"+d -1, siD<1;
¢](6,d) S {d3(n—D)2D2 + O(d(n—D)2D72), S_i D 2 2

pour

D+1
621+D(n—T+) et d>3.

Nous utiliserons pour cette démonstration un théoreme de J. Kollar autour du
Nullstellensatz effectif (cf [K]), la théorie de la réduction des idéaux développée par
D.G. Nortchott et D. Rees (cf [NR]) et enfin un théoréme de J. Lipman et B. Tessier

sur la cloture intégrale d’'un idéal dans un anneau local régulier (cf [LT]).

Remarque - Les coefficients des polynomes a; étant solutions d’un systeme
d’équations linéaires défini sur le corps de coefficients des f; et f, on peut supposer K
algébriquement clos donc infini. De plus, on peut supposer n > 2, car le cas n = 1 est

banal.

Dans le §6 nous démontrerons notre résultat principal par récurrence sur la
dimension D = n — k de I. Le premier pas est constitué par I’étude des idéaux zéro-
dimensionels. Nous avons déja démontré un test d’appartenance pour ces idéaux (cf [A]

théoreme 2); malheureusement, dans cette démonstration il y a quelques inexactitudes.



Pour une meilleure compréhension de ’ensemble de la théorie, nous donnerons dans le
84 une nouvelle démonstration de ce théoreme. Le cas d’une courbe sera aussi traité a
part dans le §5 ou nous utiliserons un résultat de régularité pour la fonction de Hilbert

d’un idéal homogene réduit de dimension 1 (voir [GPL]).

§2 - Notations et rappels

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque, on note
R =K]|z1,...,z,] et A =K][zg,...,z,]. Si f est un polynéme dans R (ou dans .A) on
désigne son degré total par degf; si L est un idéal homogene de A, on note deg L son

degré (au sens de [ZS], p.236). Pour f € R on appelle homogénéisé de f le polynéme

hf(xo, ey Ty) = xgegff(xl/:vo, ey X [ T0);

on définit ’homogénéisé d’un idéal I de R comme l'idéal "I C A engendré par les
polynomes " f lorsque f parcourt I.
Pour un idéal L contenu dans un anneau R, on note L la fermeture intégrale de

L dans R, i.e. 'ensemble des éléments f € R vérifiant une relation de la forme
ffraf ™+ +a=0

avec a; € L' pour i = 1,...,t. On sait que L est un idéal de R et que L C L. Si
I’anneau R est “pseudo-rationnel” de dimension de Krull k, il résulte du paragraphe 4
de [LT] que I c L.

Si I est un idéal contenu dans un anneau local (R, M) de corps résiduel k, on sait
(cf [NR] §3 théoréeme 1, p.148) que, pour s assez grand, dim ,I°/M1I° est un polynéme
en s de degré 0: on appelle “analytic spread” et on note [(I) I'entier § + 1. On connait
I’encadrement suivant:

ht(1) < I(I) < dimy I/IM

(loc. cit. §4 lemme 4, p.151) et on sait que [(I) éléments “suffisamment génériques”

de I engendrent un idéal J C I tel que I = J (loc. cit. §7, corollaire de p.155).



Soient fi,..., fimn € R; nous dirons qu’une certaine propriété P = P(¢g1,..., gk)
est satisfaite par des combinaisons génériques ¢g1,...,9r € W =K f1 +--- + Kf,,, s’il
existe un ouvert de Zariski non vide U C K™* tel que pour tout ()\ihj)ji::llj ........ k€ U la
propriété P soit satisfaite par les polynémes g; = X\i1fi + -+ Ximfm (1 =1,...,k).
On dira aussi dans ce cas que P est une condition ouverte.

Pour la preuve du théoreme 1, nous utilisons le résultat central de [K] que nous

énongons sous la forme raffinée suivante (voir [Ph], lemme 2 et théoreme 2):

Théoréme K

Soit g1, ..., gk (k < n) une suite réguliere dans R avec degc; < d;, d; > 2, et L
l'idéal engendré par ¢y, ..., gk. Soit x le nombre de d; (1 < i < k) égaux a 2. Alors il
existe un entier y avec

v < (3/2)X-dy---d —deg "L

tel que I'idéal (x}) hL est contenu dans I'idéal engendré par "g¢i,..., "gs.
§3 - Résultats auxiliaires

Nous avons besoin de la proposition suivante:
Proposition 1

Soit I C R un idéal de codimension k engendré par des polynémes fi,..., fm
de degrés respectifs d1 > dy > --- > d,,. Pour gq,...,qgr € Wg, écrivons

(glu7gk):I*mJ

ot I* est I'intersection de toutes les composantes primaires de (g1, . .., gy) contenant I
et J est I'intersection des autres. Alors on peut choisir g1,...,gr € Wg de telle sorte

que les assertions suivantes soient satisfaites:
a) ¢i,...,0r est une suite réguliére;
b) J est réduit (ie. V.J = J);

c) pour tout p € Ass(R/I*) ona IR, C IR, C I*R,, ;



d) degg; <d; pouri=1,... k.

Démonstration
Montrons que les conditions a,b et c, sont ouverts.
a) voir les lemmes 1 et 2 pp 438-439 de [MW].

b) A l'aide d’un théoreme de Bertini (voir pour exemple [J] corollaire 6.7 avec X =
Spec S; 'R et f: X s AF7 ! définie par f = (fifi ... ficifi S i S S fn ) ),
on montre sans difficulté que Si_l(gl, ooy k) C Si_lR est réduit pour ¢g1,...,g9r € Wg
suffisamment génériques. Soit J l'intersection de toutes les composantes primaires de

(g1,...,gx) ne contenant pas I et montrons que J est réduit. Si g € v/.J alors

%GSflﬁ:S;lx/(gl,...,gk):Si_l(gl,...,gk), i=1,...,m;

on en déduit qu’il existe un entier [; tel que g - le € (g1,...,9x) C J. Pour tout
premier @ associé a J, il existe un indice i tel que f; € @, et donc on déduit de la

dernier inclusion que g € J.

c) Etant I'idéal I* génériquement pur de codimension k (cf a), il suffit de montrer que

la condition

3g1,...,9x € Wg tels que (915, 98)Rp C IR, C (91,---,98) R

est ouverte pour tout premier p € Ass(R/I) de codimension k. Tout d’abord, si
@ est un idéal premier associé¢ a I de codimension k, 'idéal IR, est R -primaire,
donc ([NR], §6 théoreme 1, p.154) on a [(IR,) = ht(IR,) = k. On déduit alors du
théoreme 1 du §5 du méme texte que 'idéal engendré par k£ combinaisons génériques

gi,---,9x € Wy est une réduction de I dans R,,. Le corollaire de p.155 (loc. cit.)

entraine alors (g1,...,9%x)Ry C IR, C (g1, ..,95)Re, ce qui montre c.
Enfin, quitte a remplager g; (i > 2) par une combinaison linéaire de g1, ..., ¢g;-1,
on peut supposer que g; est une combinaison linéaire de f;,..., f,, pour i =1,... k;

donc degg; < d;. La proposition est prouvée.



On utilisera aussi le lemme suivant:

Lemme 1

Soient L, o C A respectivement un idéal homogéne pur de codimension k < n
et un idéal homogene premier de codimension < n tels que L ¢ ¢. Alors, il existe un
polynéme homogeéne ¢ de degré < deg L dans I’ensemble L\ p.

Démonstration

Soit V' la variété projective définie par L. C’est bien connue que V peut étre
définie par des polynoémes homogenes de degré < deg L (voir pour exemple [F] propo-
sition 2.1). Et donc, si L est premier, on peut trouver ¥ € L\p avec degy < deg L.
Enfin, si L n’est pas premier, soit L = Q1 N---NQ; une décomposition primaire normal
de L et notons p; le radical de Q); et [; sa longueur. En utilisant la premier partie de

la démonstration, on trouve des polynémes ¢; € @;\p de degrés degy; < deggp;; donc

t t t
¢:H¢§i €L\p et degd}:Zli-degqm SZli-deg@-:degL.

84 - Le cas discret

Lemme 2

Soit L. C A un idéal homogéne pur de dimension zéro. Alors
dim [A/L], = deg L

pour tout entier v > deg L — 1.

Démonstration (voir aussi [Ph] lemme 3)

L’idéal L étant pur de dimension zéro, il existe une forme linéaire [ € A non

diviseur de zéro dans A/L. On déduit de la suite exacte

0 — [A/L],—1 =5 [A/L], — [A/(L,D)], — 0O



que

dim [A/L], > dim [A/L],_4

si et seulement si dim [A/(L,1)], # 0. Mais
dim [A/(L,1)], = 0 implique dim [A/(L,1)],+1 = 0 et donc la suite {dim [A/L], },en
est strictement croissante avant de devenir stationnaire égale a deg L. En utilisant

dim [A/L]; > 1, on en déduit:
dim [A/L], = deg L

pour v > deg L — 1.

Lemme 3

Soit J C R un idéal définissant une variété discrete et soit ¢ € R un polynome

de degré total d. Alors, on a deg "(J,¢) < deg "J et

("J, "¢), = "(J,$), pour v>deg "J4+d—1.

Démonstration

Si J =R on n’a rien & prouver. Supposons J de dimension 0 et notons L = "J,

V= Tgpet Ly = "(J ¢). Alors

(L,¢) =LiNQ (1)

ou () est un idéal homogene (xo, ..., x,)-primaire ([ZS] corollaire de p.184). Donc il

existe 19 € N tel que
dim[L,/(L,¥)], =0 pour v > vyp;
notre but est de majorer vy. De la suite exacte

0 — [A/L: ¢]y—q =5 [A/L], — [A/(L,9)], — 0



on déduit

dim [A/(L, )], = dim [A/L], — dim [A/L : ¢],_a. (2)

Les idéaux L et L : 1 sont purs de dimension zéro, car Ass (A/(L : 1)) CAss (A/L),
et deg (L : ¢) < deg L. Au moyen de ces assertions et de la ligne (2), on déduit du
lemme 2:

dim [A/(L,v)], = deg(L,v) pour v >degL+d—1. (3)

De plus on déduit des lignes (1) et (2) la relation suivante:
deg L1 = deg (L, ) < deg L.

Donc le lemme 1 donne encore

dim [A/L1], =deg(L,v) pour v >deglL — 1.
En utilisant la ligne ci-dessus, la (3) et la suite exacte

0 — [Ly/(L, )]y — [A/(L, )], — [A/ L], — 0,

nous trouvons la relation

dim [L1/(L,¢)], =0 pour v >degL+d—1

que nous voulions démontrer.

Lemme 4

Soit J C R un idéal définissant une variété discréte et soient f1,..., fm € R des

polynémes de degrés majorés par d. Alors, on a deg "(J, f1,..., fm) < deg "J et

(" T " M)y = " s fm)y pour v >deg MJ 4+d—1.



Démonstration

Pour m = 1 on applique le lemme 3. Supposons I’énoncé vrai pour m — 1: I'idéal

J = (J, fi,- .., fm—1) est de dimension zéro, deg hJ < deg "J et
(" Do = "] frse ooy Fm)
pour v > deg "J +d— 1. Le lemme 3 donne
("T, ")y = "(J, fm), pour v>deg "J+d—1

et

deg "(J, fn) < deg "J.

Donc

(" T " ) = (T f1y o fm)y pour v >deg MJ4+d—1.

Théoréme 2

Soient f1, ..., fm € R de degrés respectitsdy,...,d,, avecd; < dp, < dpm_1... <
< dy. On suppose que la variété V définie par f1,..., f,, est discrete. Alors, si

fe(fiy.- s fm), il existe ay,...,a, € R tels que

f=aifi+- - +anfm

et

deg(a; f;) < max(degf,ds — 1)+ (3/2)X - dy - --d,,, i=1,...,m

ot u = min(m,n) et x est le nombre de d; (1 < i < p) égaux a 2.

En particulier, pour d > 3, on a

dr(d) <d"+d—1

pour tous les idéaux de codimension n.



Démonstration

En utilisant le lemme 2 de [MW], on peut trouver des polynémes go,..., gy
dans I, avec g; combinaison linéaire suffisamment générale de f;,..., fn,, tels que
fi,92 ..., gn soit une suite réguliere; on a degg; < d; (2 < i < n). Soit J l'idéal
engendré par f1,gs,...,gn; d’apres le théoreme K, il existe un entier g satisfaisant

Yo < (3/2)X - (dy -+ - dy, — deg "J)
h

tel que l'idéal (z°) "J est contenu dans I'idéal engendré par "fi, "gs,..., "g,. En

utilisant le lemme 4 on trouve:

l,glaX(O,deg hJ4do—1—degf) h e ( hy by . hfn)'
Posons
v =9 + max(0,deg "J + dy — 1 — degf) + degf

< (3/2)X-dy---d, +max(degf, (1 — (3/2)X) -deg "J +dy — 1)

< (3/2)%-dy---d, +max(degf,dy —1).
Le polynome a:g*degf -7 f est contenu dans I'idéal homogene engendré par " fi,....," fm,

hgo, ..., gn, d’onl lexistence de polynémes homogenes Ai,..., Ay, Bo,..., B, tels

que

py B M= A P+ A " f 4 B "ga -+ By g,

avec les polynoémes A; - "f; et B; - "g; de degrés égaux a4 v pour i = 1,...,m et
J =2,...,n. On en déduit le théoreme en posant rg = 1 et en exprimant go,..., g,
comme combinaisons linéaires des f1,..., fn.

§5 - Le cas d’une courbe

Lemme 5

Soit J C R un idéal réduit de codimension n — 1 et posons § = deg "J. Alors,

pour tout polynéme g de degré d > 1 non diviseur de zéro sur R/J, on a

$8’1 h(‘Lg)u - ( hJ, hg) pour v Z 1



avec v, = dd — deg "(J, g) et vy = deg "(J,g) + 1.
Démonstration

Posons Iy = "J et G = "¢. L’idéal I, étant réduit de codimension n — 1 et
degré §, la remarque 1, p.497, de [GPL] entraine que I est d-régulier (voir la définition
de p.494, loc. cit.). En utilisant le théoreme 1.2 de [G], p.62, (Iy est engendré en
degré > 4 par ses éléments homogenes de degré 0: cf [GPL] p.494), on en déduit que

la fonction de Hilbert Hj,(v) coincide avec le polynome de Hilbert pour v > §. Donc
H1y.0)(v) = Hpy(v) — Hp (v — d) = deg (Ip,G) = dé pour v >d+4. (4)
En suivant les notations dans [Ph] p.5, écrivons
(Ip,G)=INKNL

ott I = "(J,g) est I'intersection de toutes les composantes primaires isolées de (I, G)
ne contenant pas xg, K est I'intersection des composantes isolées contenant xy et L
est l'intersection des composantes immergées. Notons que L est (xg, ..., x,)-primaire.

On déduit de la suite exacte
00— INK/(1y,G) — A/(1y,G) — A/INK — 0

que

= H(1y,0)(v) — Hink (v).

v

dim [1 NEK/(Iy, G)

D’apres (4) et le lemme 2 (avec L remplagé par I N K) on en déduit:

dim[IﬂK/(IO,G) =deg (lp,G) —degINK =0 pour v > v,

v

avec v, = max(dd —1,d+6) < dd + 1. Par ailleurs, on déduit du théoréme de Bezout

que z2°79°8 1 ¢ K et donc

xglé—deg IIV C (I N K)y+d57deg1 C (I(), G)



pour v > degl + 1.

Théoréme 3

Soient fi,..., fin € R de degrés respectifs dy > dy > ... > d,, > 3. On suppose
que l'idéal engendré par les polynémes f1,..., f,, est de dimension 1. Alors, si

fe€(fi, .., fm), il existe des polynémes ay, ..., a,, € R tels que

fn:alfl+...+amfm

et

deg(a; fi) < (n—1)degf + max(degf,dy — 1) + di(dy -+ - dp—1).

Démonstration

Soient g1, ...,9n_1 € W¢ satisfaisant les conditions de la proposition 1 et notons
I* et J les idéaux y définies. Soit fy € W¢ non diviseur de zéro sur R/J et posons

§=deg "J <di---dp_1. On déduit du lemme 5 que
ad (" fo), M M) O Mo ML T )
pour y; = di6 — deg "(J, fo) et v > vy = deg "(J, fo). Le lemme 4 donne
("L fo)s "frsees "fmdw = (I froe e )y
pour v > vy = deg "(J, fo) + d; — 1. Donc
adt " S fm)e €O o, P T )
pour v > max(vy,ve) = vo. En particulier

zy "fe (" "o, "oy " fim)



pour v = v1 + max(vy — degf,0) < d15 + max(d; — 1 — degf,0), d’ou I'existence de
polynomes by, ...,b,, € R et ¢ € J tels que

f=0o+bifi+ - +bnfm

dego, deg(b; f;) < max(degf,d; — 1) + di6.

Par ailleurs, 'assertion ¢ de la proposition 1 et le théoreme 2.1 de [LT] montrent
que f"~! € I*R,, pour tout premier p € Ass(A/I*), et donc, en utilisant le fait que
M nJ)= "0 "J (cf [ZS] théoréme 17 p 180),

hfn_l h¢ € h(gb v 7971—1)-

On en déduit, a 'aide du théoreme K, I'existence de polynomes cq,...,c,_1 tels que

fn_1¢ =cC191+ '+ Ch-19n—-1

deg(cigi) < (n — 1)degf + deg¢ +di -+ dp—1 — deg "(I* N J)
< (n—1)degf + max(degf,dy — 1)+ (dy — 1)0 +dy---dp—1

< (n—1)degf + max(degf,dy — 1) +di(dy - dn_1).

En utilisant (5) et (6) on trouve

=+ (o) i (7 o) fn

=191+ Cn1gn1 + (S0 fr A+ (7 om)

:a1f1+"'+amfm
avec

deg(a; fi) = max(deg(c;g;), deg(f"'b; f;))

< (n —1)degf + max(degf,dy — 1) + dy(dy -+ - dn—1),

ce qu’il fallait montrer.



§6 - Démonstration du théoréeme 1

Soit D la dimension de la variété V définie par fi,..., f;, et posons k =n — D.
Si D =0ouD =1, on utilise les théoremes 2 et 3 respectivement. Supposons donc
D > 2 et le théoreme vrai en D — 1. En utilisant la proposition 1 on trouve une suite
réguliere ¢g1,...,gr dans Wy avec degg; < d;, telles que les assertions b, c de cette
proposition soient satisfaites. Pour tout idéal premier p de codimension k associé a
I, on aJ ¢ @, donc on peut trouver, en utilisant le lemme 1, un polynéme ¢ € J
de degré majoré par dy ---d,_p, tel que la variété V'’ définie par ¢, f1,..., f, soit de
dimension D — 1. Par ’hypothese inductive, avec

f/_ 0, sii=1; d = di---d,_p, sit=1;
e fi—l, Sii:Z;---7m+1, t dz’—l; SiiZZ,...,m+1,

pour tout f € (f1,...,fm)ona f¢=a1fi+---amfmtapoune=14+(D—-1)(n—D/2)
et

deg(aifi)a deg(a¢) <e- degf + ND—l(dl T dn—D, d17 s ,an)'

Par ailleurs, le théoreme de [LT] déja cité montre que f*~P € I*R,, pour tout
o € Ass(R/I*) et donc

hfn—D h¢€ h(gl,--wgk)‘

Maintenant, on déduit du théoreme K I’existence de polynomes by, ..., by tels que

" Pé=0bigi + - brgs

avec
deg(b;g;) < (n — D)degf +degdp+dy---dn_p.
Donc )
FE=(arf" PV i+ A+ (@S P) fn + (ab1)gr + - - - (abr)gx
:a/1f1—|—_|_a;nfm
avec

D D+1
e':e+n—D:1+(D—1)(n—5)+n—D:1+D(n—T+)



et
deg(a;f;) < (e4+mn—D)degf + Np_1(d1---dn_p,d1,...,dn_p) +d1--dn_p

=¢€' -degf + Np(dy,...dn_p).
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