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ABSTRACT 1In this paper an optimization model is considered: the objective
function is a discounted sum of stationary one-period utilities and the dynamic
constraints are stationary. By some qualifications for one-period utilities, the original
Blackwell contraction theorem is generalized to the cases of unboundless utilities.
Moreover, a few economic applications of achieved results are developed.

KEYWORDS Dynamic optimization programming — Control theory — Blackwell
contraction theorem — strong concavity.

1. INTRODUZIONE

E ben nota la stretta relazione tra il problema di controllo ottimo a tempo discreto
e ad orizzonte infinito

* Ricerca parzialmente finanziata con fondi MURST-40%, Gruppo nazionale Dinamiche non li-
neari e applicazioni alle scienze economiche e sociali. 11 contenuto della presente nota & frutto dell’ela-
borazione congiunta degli autori. In particolare, i paragrafi 2 e 3 sono stati curati da M. Uberti mentre i
paragrafi 4 ¢ 5 da L. Montrucchio.
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w(zo) = sup Zu(xt,.’vm)/‘?t (1

@S D
Ty € I'(ay) t=0,1,2,...
dato zp€ X

e ’equazione funzionale di Bellman

v(x) = sup [ul(z,y)+ B vyl 2
yel()

dove X & l'insieme degli stati, [ : X — X una corrispondenza!, la funzione
v : I' — % & la funzione di guadagno uniperiodale, zo € X rappresenta la condizione
iniziale del sistema, il numero § € (0, 1) ¢ il fattore di sconto intertemporale, mentre
v(z) ¢ la funzione valore definita sull’insieme delle scelte X. Si sa infatti che,
sotto condizioni estremamente generali, la funzione valore v(z) del problema (1) &
una soluzione dell’equazione di Bellman (2). Su questi aspetti che costituiscono il
fondamento della Programmazione Dinamica rimandiamo, per esempio, a Stokey-
Lucas [14] e Montrucchio [11], [13] (si vedano anche [1], [2], [5]).

Un altro risultato importante, dovuto a Blackwell [3] e che sara I’argomento
centrale della presente indagine, riguarda il fatto che la funzione valore di (1) pud
essere vista come il punto fisso di un operatore contrattivo. Preso infatti lo spazio di
Banach B(X) di tutte le funzioni limitate su X, dotato della norma del sup, i.e., se
f € BX).|| f||=sup,ex |f(2)], € considerato I’operatore di Bellman T associato
alla (2):

TH)e)= sup [u(z,y)+ B f(y)] (3)
yel'@
se la funzione uniperiodale u(x,y) & limitata su I, allora Poperatore T' : B(X) —
B(X) & una contrazione di modulo 8. Ovvero vale:

N\ Tf=Toll<B I f=gll. Vf.ge B

! Con abuso di notazione, nel seguito identificheremo sempre la corrispondenza ' : X — X con
il proprio grafico. Ovvero, indicheremo con I' € X x X I'insieme costituito dalle coppie (z, y) per cui
y € [{=).
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Come conseguenza immediata di questo teorema di Blackwell si ha che la
funzione valore v(x) di (1) & I'unico punto fisso di T, ovvero & I’unica soluzione
dell’equazione di Bellman (2) nell’ambito delle funzioni limitate. Inoltre, presa una
qualsiasi funzione limitata 1o € B(Y), il sistema iterativo v,.; = Tv,, con condi-
zione iniziale v converge uniformente alla v(x). Precisamente si ha la convergenza
geometrica:

| T — v [[<B™ |lvo—v]], n=0,1,2,...

ove si & posto T"v = T (T™ 'ug) e T = vo.

Le conseguenze di questo elegante teorema di Blackwell, che ha anche esten-
sioni nel caso stocastico (si vedano [2], [6] e [9]), sono innumerevoli e non potranno
essere analizzate a fondo in questa sede. Menzioniamo solamente le pilt immediate.

i) La convergenza uniforme permette di approssimare la funzione valore v(z)
che non potrebbe calcolarsi altrimenti.

ii) Le iterate successive di v, = T v,, a partire da una fissata condizione
iniziale vo, hanno una ovvia interpretazione come funzioni valore di problemi
ad orizzonte finito. Non & infatti difficile stabilire che la iterata n-esima v ()
¢ la funzione valore del problema

n-—1

vn(20) = sup > u(@, 2esr) B + B" vo(2n) (4)

@i 120

.'L'H.]EF(.L]), i=012n——1

dato zp € X

In quest’ottica, il teorema di Blackwell ci assicura che il problema (1) ad
orizzonte infinito pud essere concepito come limite dei troncamenti finiti.
iii) La proprieta discussa al punto (ii) permette di risolvere parecchie questioni
teoriche concernenti il problema (1). Parecchi teoremi di regolarita delle
policy functions sono appunto ottenuti sfruttando questa proprieta (si vedano
(41, [11], [12], [13], [14]).
E importante sottolineare come nel teorema di Blackwell sia essenziale che
P'utilitd istantanea u(x,y) sia limitata, ovvero che esista un M tale che si abbia
| w(z,y) |< M,V(z,y) € . Sinoti come in buona parte dei modelli di interesse in

economia la u(z, y) non soddisfi questa proprieta di limitatezza. Per vedere questo,
interpretiamo il modello astratto (1) come modello di accumulazione del capitale.
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In questo caso X C R} e @ in X rappresenta il vettore degli stock dei beni capitali,
la corrispondenza z;41 € ['(2;) riassume I’insieme delle tecnologie dell’economia e
241 & il vettore degli stock di capitale che I’economia pud ottenere all’epocat+1 a
partire dal livello di stock z; all’epoca t. La u(xs, z;4+) rappresenta I’utilita indiretta
(in genere di un consumo) ottenibile nel periodo (¢, ¢ + 1) come funzione del livello
iniziale e terminale dello stock di capitali (per una discussione piil dettagliata si
vedano [4], {10}, [13], [14]). E ovvio che, senza forti restrizioni sulle funzioni di
utilita, la u(z,y) non & limitata su I'. A questo inconveniente si ripara ponendo
una condizione di non sostenibilitd della tecnologia per alti livelli degli stock. Una
versione, anche se non I'unica, & la seguente proposta da McKenzie [10]: vi & uno
¢(>O0talecheda|z|>Ce(x,y) € segueche |y|<y|x]|, ovey< 1.

Questa assunzione permette di ridurre il problema iniziale (1) limitando la
condizione iniziale ad un sottoinsieme Xo C X che & costituito dagli stati “rilevanti”
del sistema. Con I'ipotesi di McKenzie potrebbe porsi Xo = {z € X;| z |< ¢} in
modo da rendere pini ragionevole 1’assunzione di limitatezza della u(z, y) sul domi-
nio [ N(Xp x R"). Per esempio cid sard vero se u(z,y) & continua e T’ & chiuso.

Nonostante questo artificio, & facile dare esempi di modelli di crescita ottima
ove questa riduzione non & possibile (tale caso verra esaminato nell’esempio 4.1 del
§ 4 di questa nota). Per di pill vi sono altri modelli economici di natura diversa dai
modelli di accumulazione che possono facilmente tradursi in problemi del tipo (1)
ma nei quali I’ipotesi di limitatezza & certamente violata (a tal proposito, si veda il
problema consumo/risparmio di un consumatore che verra trattato nel § 4).

Nel presente lavoro intendiamo dare qualche risultato simile al teorema di
Blackwell nel caso in cui sia violata I’ipotesi di limitatezza per la u(z, y).

Nel § 2 affronteremo il caso contemplato dalla teoria della crescita ottima.
L’ipotesi che faremo & sostanzialmente un’ipotesi debole di non sostenibilita del
capitale per alti livelli dello stock di capitale. Mostreremo come si possa fare a
meno di ricorrere alla riduzione degli stati in un sottoinsieme rilevante.

Nel § 3 presenteremo un caso pitt complesso che & di interesse, ad esem-
pio, nella teoria dinamica del consumatore. Imponendo delle condizioni di crescita
alla utilita illimitata u(z,y), dimostreremo anche in questo caso che I’operatore di
Bellman risulta essere una contrazione in un opportuno spazio funzionale.

Nel § 4 raccoglieremo, come preannunciato, alcuni esempi e controesempi
che permetteranno di apprezzare i risultati qui ottenuti.
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Nel paragrafo conclusivo 5 affronteremo il caso in cui la funzione uniperio-
dale illimitata & fortemente concava. Sebbene sia difficile dare una esplicita proprieta
di contrazione, dimostreremo tuttavia ’uniciti e la proprieta di attrattivita della fun-
zione valore. Questo sara possibile utilizzando alcuni risultati stabiliti da Ekeland e
Scheinkman [7].

2. IPOTESI DI NON SOSTENIBILITA

Facciamo le seguenti ipotesi.
(A.1) Esista una successione di insiemi “incapsulati” X; taliche X, C X» C ... C

o0
X; C ... con UX,; = X, e per la quale si abbia che se ¢ € X, allora

T(2) C X;, per ogni i.

(A.2) L'utilita uniperiodale u(z, y) sia limitata sugli X;. Ovvero, per ogni i esista

una costante L; tale che | u(z,y) |< L; per ogni z € X; e y € I'(x).

Si indichi con F(X) lo spazio vettoriale delle funzioni f : X — % tali che le
restrizioni f; = f /X; siano limitate in valore assoluto per ogni 7. Si indichi ancora
con I'; 1a restrizione della corrispondenza I" sull’insieme X;. Per I’ipotesi A.1 si ha
ovviamente che I'; : X; — X|.

Sussiste allora il seguente

Teorema 1. Sotto le ipotesi A.1 - A.2, Ia funzione valore v di (1) appartiene a
F(X). L’equazione funzionale di Bellman (2) ha una e una sola soluzione in F(X).
Inoltre, la successione v,+; = T v, converge puntualmente alla funzione valore v
per ogni condizione iniziale v € F(X) e tale convergenza & uniforme su ogni X;.

Dimostrazione. Che la funzione valore v(z) sia limitata su ogni X; & ovvio, valendo
la | v(z) |< Li(1 — B)~" per ogni z € X;. Cosi & pure immediato il fatto che
T:FX)— F(X).

Indichiamo con T; : B(X;) — B(X;) I’operatore di Bellman definito sullo
spazio B(X;) delle funzioni limitate su ;. Ovvero poniamo:

(Tig)x)= sup [u(x,y)+ B g(y)],
yeli)

dove z € X;.
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Per ogni f € F(X) si ha che f; € B(X;) per ogni 1. E immediato verificare
che per ogni f € F(X) ed ogni i vale la relazione T; f; = (T f);. Pertanto, poiché
la funzione valore v € F(X) si hache T'v = v e (T v); = T; v; = v;. Dunque v; &
un punto fisso dell’operatore 7;. Dimostriamo ora per assurdo che v & I'unico punto
fisso di T. Sia allora T'w = w un altro punto fisso e sia x un generico punto di
X. Per le nostre ipotesi, esistera un 7 tale che ¢ € X; e, nuovamente, T} w; = w;.
Dunque w; & un punto fisso di 7; come lo & v;. D’ altra parte T} & una contrazione
e dunque w; = v; che porge w(z) = v(x).

Per quanto riguarda la convergenza alla soluzione v, sia vo € F(X) una
qualsiasi condizione iniziale e si ponga tp+; = T vn. Siha (vpe1)i = (T v,) =
Ti(vp)i, con (vg); € B(X;),Vi. La successione (v,); convergera uniformemente a
v;, Vi, e dunque resta provato il nostro teorema. u

3. IPOTESI DI CRESCITA

Nel corso del paragrafo assumeremo che )
(A.1’) esista una successione di insiemi “incapsulati” X; di X, con U2\ X; =X e

con la proprieta che per ogni x € X; si abbia I'(z) C X4, per ogni i.
(A.2") Per ogni i esiste una costante L; per cui valga | u(z,y) |< L; perogni z € X;

ed ogni y € I'(x).

Si noti che, essendo X; C X1, potremo sempre supporre L; < L;.. Cid
accade, ad esempio, se si prende L; = sup{| w(z,y) ;2 € X; ey € [(z)}. Nel
seguito converremo sempre che le costanti L; siano scelte in questo modo.

Definiamo ora

limsup(Liy1/L;) =9 (5)
i—00
Si noti che nelle nostre ipotesi ¥ > 1.

Vale allora la seguente

Proposizione 1. Per ogni fattore di sconto § < 1/9, la funzione valore v(z)
del problema (1) & limitata in valore assoluto su ogni Xj, ossia v € F(X). Pit
precisamente

oo
| 0@} [ Y Lise B <400, V€ X;
t=0
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che se x = (29, ), 23,...) & un cammino
ammissibile uscente da zg € X; si ha z; € X;4; e quindi, dall’ipotesi A.2’, che

I u(xt:a:t+l) IS Li+t'
[ae]

Considerata ora la serie U(z) = »_ u(z¢, 2141) f & immediato stabilime la

t=0
convergenza. Infatti da

| Uz) |< Z | u(zy, 1) | B < ZLHt g
t=0

t=0

segue che la serie U(z) & maggiorata in valore assoluto da una serie che converge

in base al criterio del rapporto. Si ha poi ovviamente che Vz € X, lv(@)] <
oo

Z L B < +oc, € cid completa la dimostrazione. ]
=0

oo
Si considerino ora i numeri o; = ZL"” B e in F(X) la famiglia di se-

t=
, ove f; indica, come al solito, la restrizione

minorme || f ||;= sup [f@)| =|| fi |
reX;

della funzione f € F(X) al sottoinsieme X;. Tali seminorme definiscono in F(X)

la topologia della convergenza uniforme sugli X;2. Si consideri ora in F(X) il sot-

toinsieme F,(X') cosi definito: f € F,(X) se e solo se esiste una costante M >1
tale che || f |i< M o;,Vi.

Proposizione 2. La funzione valore v € F,(X) e inoltre per I'operatore T di
Bellman si ha che T : F(X) — F,(X).

Dimostrazione. La prima affermazione & stata provata nella Proposizione 1. Per
quanto riguarda 1’operatore T di Bellman (3) si ha che

[TH@) IS sup |u(z, )+ B fW)|< sup |uz,y) |+8 sup |f()].
vel@ vel@ vel@

Se ora prendiamo un ¢ € X;, allora y € I'(z) C X;.y. Percid, per una
qualsiasi f € Fo(X),segueche | T f |;< Li+BM o = (1 - M)L;+M o < Mo
e da questo Ia tesi. n

2 S tratta di una topologia metrizzabile di Fréchet.



282 L. MONTRUCCHIO - M. UBERTI

Introdotta ora nell’insieme F,(X) la metrica cosi definita

d(f,g)= Sup (”—f;"’—”) VF, g € FulX)

i=1,2,...
Fo(X) risulta essere uno spazio metrico completo®. Sussiste il seguente:

Teorema 2. Per ogni fattore di sconto 3 < 1/4¥, I’equazione funzionale di Bellman
(2) ha una e una sola soluzione in F,(X). Inoltre la successione vpy = T vp
converge uniformemente sugli X; per ogni condizione iniziale vy € Fo(X).

Dimostrazione. Usando la stessa tecnica utilizzata nel teorema di Blackwell segue
facilmente che si ha ||T'f — Tgll; < B||f — glli+1.Vf. g € FalX),Vi.

Per stabilire che T' & una contrazione su F,(X), osserviamo innanzitutto che
per ogni 7 si ha

”Tf—Tg”,; < ﬁ”f"'g”iﬂ - ﬂai+l (”f_guiﬂ)

oy o; Q;

(6)
(6729

Ora, poiché, fai/a; = (i — Li)/oi = 1 — (Li/ew) e L; < a; segue,
ovviamente, B a4 /a; < 1,Vi.

Non ¢ difficile stabilire che tali rapporti risultano uniformemente minori di 1.
Infatti, poiché, per ipotesi 49 < 1, esiste un numero reale ¥, > ¥ tale che 89, < 1
e, dalla (5), esiste un intero N tale che Vi > N si abbia (L;41/L;) < 9.

Si avra allora che per ¢ > N, i rapporti

ﬁai+l=1_ 1 <1 _1___
a;

S Lin/Lo B S0 By
t=0 t=0

=’01ﬁ<1.

Cosicché, indicato con ) = max{Kr.rle}\),( l[(ﬂ @i+1)/ ], 91 B} < 1, risulta
-—z._ -
Baifo; <A< 1,Vi.
Riprendendo ora la (6), si ha ||T'f — Tg|l;/ci < X(||f ~ gllir1/ i), Vi, che

sup ”Tf — Tg”l < )\ sup ,B”f _ g““" < A sup ”f _ g”i
i (s 4] - i o 78] - i

porge

a;

3 la completezza pud essere verificata direttamente, oppure si pud osservare che Fo(X) & un
chiuso dello spazio di Fréchet F(X).
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da cui segue la tesi perché, Vf g € F,(X) esiste un numero reale A € (0, 1) tale
che d(Tf, Tg) < A d(f.9). .

Osservazione. La condizione limsup(L;y;/L;) < 1/ & ovviamente soltanto suffi-
i—co
ciente. E comunque possibile generalizzare i risultati precedenti sotto ipotesi meno
restrittive, anche se esse portano a condizioni pilr difficilmente verificabili. Un’ul-
teriore estensione & anche ottenibile, per esempio, se si considera la contrazione di
una iterata di 1. Infatti, & apparente dalla prova che vale la seguente proprieta:
I'operatore T ha !’iterata h-esima che & una contrazione se 3 soddisfa la condizione
lim sup(8* Lisn/L;) < 1 (anche per h =1 questa & pill generale di quella enunciata

1=+ 00

nel Teorema 2).

4,  ALCUNI ESEMPI
4.1 Modello di crescita ottima unisettoriale

Si consideri un modello di crescita ottima unisettoriale ove la tecnologia & descritta
dalla funzione di produzione CES y = [az” + (1 — a)¢”1'/?, ove a € (0, 11,p €
(—oc, 1],z & I'input del capitale, £ & I’input del fattore non riproducibile (lavoro). E
immediato verificare che, nell’ipotesi in cui il lavoro sia offerto anelasticamente in
ogni periodo al livello £ =1 e il capitale si deprezzi al tasso costante y, il vincolo
dinamico risulta essere y € T(z) & 0 < y < (1 — p) z + [ax” + (1 — a)]'/7.

Per deprezzamenti sufficientemente piccoli, ovvero per 0 < u < a'/, si pud
osservare che il vincolo viola I’ipotesi di McKenzie e cosi pure 1'assunzione A.l.
Invece per yu > a'/* possiamo utilizzare, sotto ipotesi ragionevoli per la u(z,y),
il Teorema 1. Se al contrario 0 < u < a'/# possiamo agevolmente costruire la
successione X; descritta in A.1°. Per esempio, possiamo prendere X; = [0, z;] ove
zr=1¢ezi =1 — p)z; + [az! + (1 — a)]'/?.

4.2 Molteplicita di soluzioni dell’ equazione di Bellman

E poco noto il fatto che semplici problemi del tipo (1) possono condurre ad una
molteplicita di soluzioni dell’equazione di Bellman. Si ponga ad esempio u(z,y) =
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—2-Y(z— Ay +z—~Ay,con 0 < A < 1 e I'(z) =R, per ogni z € R. La funzione
u & concava ma non strettamente su R>. E facile verificare che se il fattore di sconto
B € uguale ad A, I’equazione di Bellman (2) ha infinite soluzioni nell’ambito delle
funzioni concave. Tra queste visono: v1(z) = &, va(x) = =2~ (1=A4) m2+;u, v3(x) =
vi(x) per z > 0 e v3(x) = va(x) per x < 0, v4(z) = va(2) per & > 0 € v4(2) = v;(x)
perz <0, vs(@)=az+27' (1 —a)(l — 4)~", con a € R

Si pud poi facilmente dimostrare che u(x) = 2= (1 ~ A)~! & la funzione
valore (che corrisponde a vs per « = 0). Questo esempio, che viola tutte le ipotesi
incontrate in questa nota, conferma come non sia facile estendere i nostri teoremi
senza porre qualche restrizione sui vincoli oppure qualche specificazione sull’utilita.
A questo proposito si veda il § 5.

4.3  Modello consumolrisparmio senza prestiti [14]

Consideriamo un consumatore che viva eternamente con preferenze uniperiodali
espresse mediante una funzione di utilita v : ®7 — K. In ambito statico il problema
di ottimizzazione & V(w, p) = Sup u(c), sub p.c < w.

Se in tale modello si supgone che il vettore dei prezzi p dei beni sia costante
nel tempo, I'utilita indiretta della ricchezza w diventa V(w,p) = V(w). Si assuma
ora che il consumatore percepisca un reddito costante I > O in ogni periodo e
possieda una ricchezza iniziale 2o > 0. Egli pud risparmiare ma non pud indebitarsi.
Il tasso di interesse r & costante nel tempo. Indicato con z; il livello dei risparmi
all’epoca ¢, il problema di scelta intertemporale assume allora 1’aspetto

v(zo) =Sup YV (w¢ + I — zpa(1+1)7") pt

=0
O0< 1 <A +7)zy + D), xo fissato.

Il vincolo I'(x) di questo problema viola I'ipotesi A.1 mentre soddisfa I’ipotesi
A.1". Bastera infatti porre X; = [0, 2;] con z; = R*~' h+r~! RI(R=' = 1), ove si
¢ posto R=(1+r)ed h & un arbitrario numero positivo.

L’esempio & utile per comprendere la portata del Teorema 2. Vediamo come,
sotto ragionevoli ipotesi, sia particolarmente semplice determinare le quantitd L;
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e come nella determinazione dei fattori di sconto 8, per cui valga il Teorema 2,
concorrano sia il tasso di crescita del vincolo sia il comportamento all’infinito della
funzione di utilita.

Nell’ipotesi di insaziabilita dell’agente, ovvero nel caso in cui V sia monotona
crescente, & facile verificare che L; = V (z; + I). Pertanto:

limsup Liyi /L; = limsup V(@i + D/ V(i + 1)

i— 00 i— 00

= lim sup V(Ra; + RI + 1)/ V (z; + I)

1—00
= limsup V(Ry; + I)/V (y:)

1 — 00

ove si & posto y; = x; + 1.
Una stima sul tasso di crescita limsup V (Ry; + I)/V (y;) & facilmente otte-
1— 00

nibile qualora la V(w) risulti concava. Si ha infatti la seguente proposizione.
Proposizione 3. Se I'utilita indiretta V (w) soddisfa le condizioni: V limitata infe-

riormente, V' crescente e concava per w > 0, allora limsup L;+i/L; < R, ovvero, il
F—+ 00
Teorema 2 & vero per fattori di sconto 3 < (1 +7)~".

Dimostrazione. Si ponga per comodita R+ Iy, ' = R;. Pertanto avremo

lim sup V(Ry; + I)/V (yi) = limsup V (y; R:)/V (ys),
i— 00 =+ O
ove R; — R per i tendente ad infinito. Sia p; un qualsiasi sopradifferenziale di V/
in y;. Potremo scrivere V(y; R;) < V(y;)+p: (vi Ri — y;) da cui, con ovvi passaggi,
segue che

V(i R)/V(y) < 1+(pi i)/ V(y)l (R — 1).

Draltra parte, essendo V' limitata inferiormente, non & restrittivo porre V(0) =
0. Applicando nuovamente la proprieta di sopradifferenziabilita, si ha 0 = V(0) <
V(yi) = pi yi- Da questo si deduce che (p; y;)/V (y;) < 1, ovvero V(y; R;)/V (y;) <
R; che porge la tesi perché, passando al limite, si ottiene ]im sup V(y; Ri)/V(y) <

1=+ 00

R. (]

La condizione limsup V(y; R;)/V(y;) < R vale per ogni funzione concava

1—00
e monotona. E degno di nota osservare come la stima precedente possa essere
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migliorata se la funzione concava ¢& sufficientemente regolare. Diamo la seguente
definizione che risulta una versione leggermente modificata rispetto a quella rintrac-
ciabile in Loeve [8], Cap. VIL

Definizione. Data una funzione f()) concava sul semiasse A > 0, diremo che essa
varia regolarmente all’infinito con esponente 0 < o < 1 se, per ogni successione
t, — t > 1 ed ogni successione A, — +oc, si ha che f(A,t,)/ f(A,) — 17

Si noti come nella precedente definizione « sia stato posto < 1 per quanto
visto nella Proposizione 3. L’altro caso estremo, & = 0, ovvero il caso in cui
FOntn)/ f(An) — 1, & pure interessante. In tal caso si dice che la f ha variazione
lenta all’infinito.

Buona parte delle funzioni concave usualmente utilizzate sono a variazione
regolare all’infinito. Cosi entrambe le funzioni V =1 — (1 +w)~' e V = log(l + w)
sono a variazione lenta all’infinito. Le funzioni V' = w®™ sono regolari all’infinito
con esponente « € le funzioni lineari hanno esponente 1.

Possiamo dunque formulare la seguente

Proposizione 4. Se I'utilitad indiretta V' (w) varia regolarmente all’infinito con espo-
nente ¢, allora il Teorema 2 ¢ valido per fattori di sconto 8 < (1 +r)~%*. In
particolare, per funzioni lentamente variabili all’infinito il teorema sussiste per ogni
0<p<l.

5. CONCAVITA FORTE

Terminiamo questo lavoro presentando ancora un risultato non contemplato dai Teo-
remi | e 2. Nell’esempio 4.2 del § 4 abbiamo visto come da semplici funzionali qua-
dratici derivino equazioni di Bellman con infinite soluzioni cosicché I’operatore non
presenta alcuna proprieta contrattiva. Vale ancora la pena di ricordare che, sempre
nello stesso esempio, la funzione di utilitd pur essendo concava non risulta fortemente
concava. Il risultato che diamo ora sfrutta in modo essenziale quest’ultima proprieta.

Nel seguito assumeremo che ’insieme X sia un sottoinsieme convesso di
®"™. Ricordiamo innanzitutto la seguente (si veda [12]):

Definizione. La funzione u : I' — R & detta («, y)-concava sul convesso I’ C X x X
se u(z, y) + (@/2) |z|* + (7/2) |y|? risulta concava su T
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Teorema 3. Si supponga che il problema (1) soddisfi le seguenti proprieta:

i) u(z,y) & (a,y)-concava su T, con a,y >0
ii) esistono due numeri A e B tali che

u(zy) > A= B (le* +|y*) per (z.9) € T;

iii) 0 € I'(z) per ogni z e T & un sottoinsieme chiuso e convesso di X chiuso;
iv) u(z,y) & semicontinua superiormente su T';
allora I'equazione di Bellman (2) ha una ed una sola soluzione nella classe delle

funzioni concave ¢ semicontinue superiormente. Tale soluzione, che risulta essere
la funzione valore di (1), risulta a-concava.

Dimostrazione. Una soluzione esiste in quanto la funzione valore v(z) & concava
e semicontinua superiormente. Sia dunque w(z) una qualsiasi soluzione concava di
(2).

Poiché u(z,y) & (o, v)-concava, la u(x,y) + Sw(y) & certamente (o, 7y)-
concava su I'. E facile verificare (si veda [12]) che la funzione marginale w(z) =
Sup[u(z, y) + B w(y)] & a-concava su X.

Vediamo ora cosa discende dalla proprietd (ii). Se w(z) & una soluzione di
(2), allora w(z) > u(z, y)+p w(y) per ogni (2,y) € I'. Dunque w(z) > A— Blz|*—
Blyl* + B w(y). Ancora: w(z) > A — Blz|? + Bw(0), essendo 0 € I'(z). Pertanto,
possiamo concludere che

w(z) > A; — Bz’ )
dove A; = A+ B w(0).

Dimostriamo ora che necessariamente w(z) coincide con la funzione valore
v(z). Per ipotesi, w(z) & semicontinua superiormente sul chiuso X. Essendo w(z)
fortemente concava, sappiamo che w ha massimo su X (si veda [12]). Ovvero,
esiste un z* € X per cui w(z) < w(z*)= L per ogni z in X,

Iterando I’equazione di Bellman, segue facilmente che:

N-1
w(@o) > Y ul@e, wen) B + O wizn),

t=0

per ogni N ed ogni traiettoria ammissibile x uscente da z;. Consideriamo ora lo
oo

spazio delle sequenze £,(8), ciot I'insieme delle sequenze x per cui Z[:c, 26! < oc.
=0
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Se supponiamo che la traiettoria x non appartenga a £,(3) allora, come dimostrato

o0
in [13], st ha Zu(w,,, Zy41) Bt = —oc. In altri termini si ha che se x ¢ £2(B) allora
£=0

o0
w(zo) 2 Z'U(wt,wm)ﬂt = —oc,
=0
Supponiamo ora che x € £2(f). Allora len]? Y — 0. Dalla (7) segue
che L3N > BN w(zn) > BN (41 — Blan[?), ovvero BN w(zy) — 0 e dunque
oo

w(zg) > Z u(Zs, Te41) B°. Da cid si pud concludere che w(z) > v(z) per ogni z.
£=0
Sempre per ipotesi sappiamo che la funzione u(xzg,.) + B w(.) & semiconti-
nua superiormente e fortemente concava sul chiuso ¢ convesso I'(zg). Pertanto il
massimo € raggiunto in un punto z;. Avremo cosi w(zo) = u(xo, 1) + B w(z).

Iterando questa procedura, otteniamo un cammino ammissibile X per cui w(zo) =
N-|

Z (@, e41) B + BN wizn), per ogni N. Tale traiettoria risulterd appartenere
t=0
a {(B) perché, per ipotesi, w(z) > —oc. Dunque BN w(zy) — 0 e w(zg) =
[o,]

Zu(zt, z:41) 3. Deduciamo che w(zo) < v(zp) che unita alla precedente, forni-

t=0
sce w(zo) = v(xo) ed il teorema resta provato. u

L’unicita della soluzione, dimostrata nel Teorema 3, risulta essere un re-
quisito minimale affinché I’operatore sia contrattivo. Pur essendo difficile stabilire
quest’ultima proprieta, € tuttavia possibile dimostrare come valga una proprieta di
attrattivita.

Teorema 4. Nelle condizioni (i)-(iv) del Teorema 3, per ogni condizione iniziale v
soddisfacente le condizioni:
a) vo(x) concava e limitata superiormente su X,
b) vale la condizione di crescita all’infinito: esiste un A; ed un B; per cui
vo(z) > Ay — By [zf,
allora le iterate successive vn4; = T'v,, convergono uniformemente sui compatti alla
funzione valore v(z) di (1).

La dimostrazione del Teorema 4 richiede alcuni lemmi e si basa su un metodo
suggerito da Ekeland e Scheinkman [7]. Si noti ancora che, nelle nostre ipotesi,
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u(z, y) risulta limitata superiormente su I'. Pertanto non & restrittivo porre u(z,y) <
0. Nel seguito ipotizzeremo sempre che valga tale condizione.

Lemma 1. Sia f: X xY — R U (—oc) una funzione (a, 0)-concava sul convesso
AxY, X eY sottoinsiemi convessi di spazi euclidei, f(z,y) < L per ogni (z,y) €
A'xY e f(0,0) > —oc. Preso un qualsiasi ), se la sezione superiore S()) = {z,y) €
A XY f(2,y)> A} non & vuota, allora I'insieme 7; S()\) = {z € X esiste un y per
cui (z,y) € S(M)} & limitato in norma. Precisamente vale:

[z]* < o' [8L — 4l — 4£(0,0)] (8)

per ogni z € m; S(\).

Dimostrazione. Sia (z,y) € S()\). Avremo

zy z 0Oy O 1 1
L> - == —+ =, 4= = . -~ (0,
> £(3.%) f(2+2,2+2)22f<x.y>+2f(0,0>+
1 1 1 1 2
+8a|3,| 22A+2f(0,0)+§a|zi
Da cui segue facilmente la (8). ]

Lemmla 2. Si consideri la famiglia (4) di problemi ad orizzonte finito v,(zg) =

n—

sup Z u(zy, T441) B + 8™ vo(z,), con condizione iniziale zo fissata. Per ogni intero

h 2t=? ed ogni ) esiste una costante a(h, ) tale che per tutti gli n > h e per
n—-1

tutte le traiettorie ammissibili con Zu(mt,mm)ﬂt + 8" vo(z,) > A, st ha che

t=0
lzn| < a(h, M)

Dimostrazione. E una diretta applicazione del Lemma 1. Se si isola la componente
n—1

h-esima del cammino ammissibile nel funzionale Z u(zy, Tye1) B+ " vo(z,,) st ha
) =0
u(xh—i, zp) B + u(es, zp+1) B + F, ove la funzione concava F non contiene la

componente z,. E immediato verificare che il funzionale risulta (B a+ " v, 0)-
concavo. Applicando la (8), si ottiene

28 ]* < [Bun(zo) — 44 — 4u(0,0)(1 — B)~} — 45o(0)]] (B "o+ B .r)" ,
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Si noti che nella precedente maggiorazione abbiamo utilizzato il fatto che u(z, y) <
0. Per finire, osserviamo che nella stima ottenuta 1’unico elemento dipendente dalla
lunghezza n dell’orizzonte & v, (o). D’altra parte, utilizzando I’equazione di Bell-
man ed il fatto che u(z,y) < 0, deduciamo che v,(xg) < BSupv,_(z). Essendo
vo(z) limitata superiormente, ovvero, ug(z) < ¢, si ricava che v, (z) < |4] e cosi
resta provato che |z, | < a(h, A). =

Dimostrazione. Teorema 4. Sia v(z) la funzione valore € sia o un punto fissato in
X. Sappiamo che per ipotesi esiste un cammino ammissibile x = (o, z;, Z3,...) €
{>(3) tale che

[o] n—1
v(zo) = Z u(zy, 1) B = Jim Z u(zy, 2441) B
t=0 1=0

Dalla definizione di v,(x) segue che

n—1

> w@y @) B < vnlzo) — B” volzn).

t=0
Inoltre, come & stato visto nella prova del Teorema 3, dalle condizioni (a) e (b)
segue che ™ vo(z,) — O per n — oc. Pertanto,

n—1

lim w(@s, T141) B < llmmf@n(zo)— llm 8™ volzy,)

n—00
t=0

che porta alla condizione
v(zg) < liminfu,(xg). 9)
n—0o0

Consideriamo ora il lim sup v,,(zg). Per definizione esiste una sequenza di
n—oo

indici ny — oc tale che vy, (x0) > lim sup v, (zo) — 1/k.
n-—+0o
Per definizione di v, (acb) sappiamo che per ogni indice k esisterd un cam-
mino ammissibile x* = (zo, 2%, 25,..., 28 k) per cui vale
nk—l
> u@f zh) B+ B vk, ) > lim sup vn (o) — 1/k (10)
t=0 n—00

Utilizziamo ora il Lemma 2, ponendo X = lim sup v,,(xg) — 1. Deduciamo che per
N—00

ogni indice ¢ fissato, I'insieme degli (z¥) & limitato (il limite dipende da t). Usando
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il metodo diagonale di Cantor possiamo determinare una sottosequenza (:c " seen)
convergente ad un elemento z} per ogni t. Per comodita chiameremo questa sotto-
sequenza nuovamente (z¥). Dalla chiusura di T si deduce che la sequenza (x}) &
ancora ammissibile. Inoltre, essendo u(z, y) semicontinua superionnente si ha che

Ilkm supu(zr, z¥, ) < u(z; , x3,,). Per comodita scriviamo u} = u(z¥, z%,)).
— 00

Usando il lemma di Fatou;

llmsupZu Bt < Zu(xt zy.) 6"

k—co 1=0

Riscrivendo il primo membro di questa diseguaglianza, otteniamo:
ng—1

lim sup Z ub gt < Zu(fo zi) B

k—co 1=0

Se ora facciamo tendere k all’infinito nella (10), otteniamo

oo
Z u(zy, z3,) B + lim sup g+ z,o(xnk) > lim sup v, (o).
1=0 k—ca n.— 00

Draltra parte, dalla limitatezza superiore di vp(z) segue che

lim sup g™+ 1,0(;1: ) <0

k—oo0
[e0]
e dunque si ottiene v(zg) > Z u(zy, zy,,) B > limsup v, (20).
_0 n— 00

Questa accompagnata con la relazione (9) porge hm Un(2g) = v(xp). Poiché
¢ ben noto che la convergenza puntuale per funzioni concave implica la convergenza
uniforme sui compatti, la nostra prova & conclusa. =
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