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Sia X una varietà proiettiva complessa liscia. Dato un divisore primo D ⊂ X,
consideriamo l’applicazione di restrizione

rD : H2(X,R) −→ H2(D,R).
In generale rD non è né iniettiva né suriettiva; d’altronde rD non può essere l’appli-
cazione nulla, perché è sempre non nulla sulla classe di un divisore ampio.

Definiamo il seguente invariante di X:
cX := max{dimker rD |D ⊂ X divisore primo}.

Abbiamo cX ∈ {0, . . . , b2(X) − 1} e cX ≥ b2(X) − b2(D) per ogni divisore primo
D ⊂ X (dove b2 è il secondo numero di Betti).

L’invariante cX è significativo quando X è una varietà di Fano, cioè il divisore
anticanonico −KX è ampio. Infatti vale il seguente risultato, mostrato in [1].

Teorema 1. Se X è una varietà di Fano, allora cX ≤ 8.
Inoltre, se cX ≥ 4, allora X ∼= S × Y , dove S è una superficie di Del Pezzo con

b2(S) = cX + 1, e Y è una varietà di Fano con cY ≤ cX .
Infine, se cX = 3, allora esiste un morfismo suriettivo, piatto e a fibre connesse

X → Y , dove Y è una varietà di Fano liscia con dimY = dimX − 2, b2(Y ) =
b2(X)− 4 e cY ≤ 3.

Consideriamo ora una varietà di Fano X di dimensione 4. Dato che X ha un
numero finito di possibili tipi topologici, b2(X) è limitato, tuttavia non se ne conosce
il massimo valore. Se X è un prodotto di superfici di Del Pezzo, abbiamo b2(X) ≤
18, mentre tutti gli esempi noti che non siano prodotti di superfici hanno b2 ≤ 6.
Utilizzando il risultato precedente, si può dare una stima di b2(X) quando cX ≥ 2.

Teorema 2. Sia X una varietà di Fano di dimensione 4, e supponiamo che X non
sia un prodotto di superfici di Del Pezzo. Allora cX ≤ 3, e inoltre:

• se cX = 3 si ha b2(X) ≤ 6;
• se cX = 2 si ha b2(X) ≤ 12.

Bibliografia
[1] C. Casagrande: “On the Picard number of divisors in Fano manifolds”, preprint

arxiv:0905.3239v3, 2009.

E–mail: cinzia.casagrande@unito.it.
Sezione 20: Geometria algebrica.


