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LEIBNIZ E I PIONIERI DEL CALCOLO o
DIFFERENZIALE: .
LO STUDIO DEI PUNTI DI FLESSO

Erika Luciano P
Dipartimento di Matematica, Universita di Torino A

Clara Silvia Roero
Dipartimento di Matematica, Universita di Torino i

Sommario. Dopo una breve panoramica sulle origini e la diffusione in
Europa del calcolo differenziale, ci si sofferma sulle procedure per 14
determinazione dei punti di flesso, illustrando gli approcci di G.W. Leibni
dei fratelli Jacob e Johann Bernoulli e di G.F. de L'Hopital. Ne emerg
I'affresco di una teoria iniziale che, prendendo le mosse dalla trartazio
leibniziana inserita nella  Nova Methodus (1684), si arricchisc
gradualmente, grazie ai dibattiti epistolari e a vari articoli apparsi sugll
Acta Eruditorum, per compendiarsi infine nella lucida esposizione didattica .|
di L'Hépital nell Analyse des infiniment petits (1696). LR

1. 1l decollo e la diffusione del calcolo differenziale e “

Numerosi studi hanno analizzato la storia del calcolo differenziale sul continente,
evidenziandone il decollo e la ricezione a livello internazionale, oltre alle strategie di
diffusione di quest’ultimo, concertate da Leibniz e dai suoi piu stretti sostenitori, fra cui i
fratelli Jacob e Johann Bernoulli.** 11 calcolo leibniziano nasce nell’ultimo scorcio del
XVII secolo, un’epoca segnata dall’avvio di nuovi e importanti settori della matematica
modemna - fra cui la geometria analitica, la teoria dei numeri, il calcolo delle probabilita, il
calcolo delle variazioni e la geometria differenziale - che, implicando I’emergere di nuove
problematiche, contribuiscono a rendere la matematica barocca una delle piu eclettiche e
feconde.

In ltalia, la prima meta del Seicento vede il sorgere e I'affermarsi del metodo degli
indivisibili, soprattutto ad opera della cerchia di Galileo. Tale procedimento, di grande
fecondita euristica, serve per affrontare problemi di integrazione, relativi al calcolo di aree
e volumi di figure, le quali vengono pensate come costituite dalla totalita delle corde (o
dei piani) parallele ad una giacitura data. [’applicazione del metodo degli indivisibili
comporta di superare due salti concettuali: 1’uno connesso all’appello alla “totalita”,
sottintendendo il ricorso all’infinito attuale, che era stato bandito, a partire da Aristotele,
in quanto non inquadrabile nell’ambito della teoria euclidea delle grandezze, ’altro insito
nella difficolta di pensare un continuo come costituito dalla totalitd di continui — gli
indivisibili di cui si compone — di dimensione ad esso inferiore. Procedure di carattere
infinitesimale erano affiorate nelle opere di vari autori, fra cui L. Valerio e J. Kepler che
avevano utilizzato gli indivisibili per lo studio dei solidi di rotazione, tuttavia esse
acquisiscono per la prima volta la dignita di metodo nell’opera di B. Cavalieri, Geometria
indivisibilibus nova quadam ratione promota (1635). L’utilizzo costante, in questo
trattato, del principio secondo cui, per confrontare due figure, si possono confrontare i

N Cfr Boyer 1968; Baron 1969; Bos 1974; Pepe 1981; Giusti 1984 e 1988; Dupont, Roero 1991,
Panza, Roero (a cura di) 1995; Kline 1996; Hairer, Wanner 1996. e Mazzone, Roero 1997.
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loro indivisibili e il correlato ricorso alle omnes lineae figurae m:.wn:m obiezioni e od:.nWm
nei settori piu tradizionalisti della comunita matematica: oﬂww:. fra EA:m., D.:m.:,a.& w
Guldin. Nonostante 1 vivaci dibattiti sulla liceita mouamﬁnnm._m am.m: .EPS.m_gF L
successo di questo metodo ¢ sancito dalla folta messe di risultati oszmr che si
determinano per suo tramite e, ad esempio, Jmo:omo‘no grande mvﬁnmN.NmEmEo i .Amoﬂmﬂz
sul solido iperbolico acutissimo avente area infinita e volume finito, dedotti da E.

Torricell ricorrendo ad indivisibili curviliner.

Pressoché in contemporanea, in Francia R. Descartes getta F basi della geometria
analitica, pubblicando il saggio Géomérrie (1637), om.ﬂmnwzﬁmﬁo amA una m.woo.zam
interazione fra la semplicita del linguaggio algebrico e il ricco Ummmm:o.mmoawﬁwo_
retaggio precipuo della matematica greca. Grazie a un <9mmE,@ m@ﬁmaﬁo di moﬁmﬁ.oa.: e
all’uso del metodo dell’analisi, introdotti in apertura alla Géomeérrie, Ummomn.mm,mo@w:maom
la capacita di esplicitare, sotto forma di m@:mﬁomr le curve € le loro Eom:oﬁm - fino ma
allora espresse nel linguaggio delle proporzioni - e cio gli mo.mmmam. di accrescere il
numero di curve oggetto di studio e di estendere la generalita dei risultati stabiliti per esse.

Fra i problemi di maggior rilevanza spicca, per le sue ripercussioni sull’origine del

calcolo differenziale, quello della determinazione della retta Mmmmmmﬁ., risolto per
opportune classi di curve da Descartes e dai suoi commentatori olandesi con metodo
algebrico, da P. Fermat e J. Wallis con un approccio analitico e da G. Roberval, 1. Barrow

¢ I. Newton con un procedimento cinematico.

11 metodo degli indivisibili ¢ la geometria analitica costituiscono il contesto europeo della
ricerca in cui si inserisce la svolta operata da Leibniz con I'introduzione del wEooE
differenziale.’’ Per individuare le origini di questa scoperta occorre  esaminare i
manoscritti degli anni 1672-76. Questo periodo, durante il n:&w il Emﬁﬁm:oo tedesco
soggiorna a Parigi, compiendo intensi studi non mo%o mi. omyo‘owo Emu:m.m:.sm_ﬁ.am w:orm
sull’ Analysis situs, sul simbolismo logico e sull’aritmetica binaria, oOch_mom EW:: una
tappa fondamentale nella sua biografia scientifica. La mm:.@ am:,mmoom € una citta la cui
vita intellettuale ¢ in pieno fermento grazie all’Académie des mo‘_m:omm_ nﬁm H.m,ooom:m
attorno a sé le figure piu brillanti nei diversi campi della scienza, w_:dmn.g dibattiti e crea
feconde occasiont di incontro. Al suo arrivo nella capitale Leibniz entra in contatto con il
matematico olandese C. Huygens, che lo esorta allo studio delle opere di Descartes, w”
Pascal, G. de S. Vincent e Cavalieri, e lo indirizza nelle prime ricerche, Emno.:mzaomr
alcuni problemi, fra cui trovare la somma dei reciproci dei numeri Hwnmoymp .m, tratta di
un risultato gia noto all’epoca, ma ¢ interessante il modo con o.E rm&.EN lo ::.o<P con
un approccio aritmetico e operatoriale, caratterizzato da una mEMoBm:o.m mnmaﬁom@ m:o.
proprieta delle somme e delle differenze, che prefigurano i m:ﬁ:.._ nOdom.E E.Ewmmﬁtm edi
differenziale. Fra le letture matematiche del soggiorno parigino spicca in particolare
quella del Traité des sinus du quart de cercle di Pascal: leggendo questo Qmﬁmﬁ:n
Leibniz ha infatti la folgorante intuizione del triangolo caratteristico, di lati infinitesimi
dx, dv, ds, destinato a rivestire un ruolo primario nell’impalcatura concettuale del suo
metodo. Alla Iuce dell’analisi dei manoscritti parigini emerge con oEmeNm o?w
I'invenzione del calcolo leibniziano risale interamente a questi anni. I problemi in essi

4 Oggetto, come & noto, di un’aspra polemica per questioni di priorita, il om_.oo_o w 54388 mm HH
202(8: nel biennio 1666-1667, durante il quale egli elabora i due metodi “dei primi ¢ ultimi
rapporti” e delle “fluenti ¢ flussioni”. La priorita spetta invece a C&c:n.nﬂ quanto concerne E
pubblicazione della prima memoria di calcolo &mq@awmﬁm_,m. Cfr. ad esempio R.A. Hall, Filosofi in
guerra: la polemica tra Newton e Leibniz, Bologna, Il Mulino, 1982 e Roero 1993,
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affrontati spaziano dall’introduzione del differenziale alla dimostrazione delle regole di
differenziazione per la somma, il prodotto, il quoziente, le potenze, le radici ¢ le funzioni
composte, dalla risoluzione del problema della retta tangente, mediante il ricorso al
triangolo caratteristico, fino alla caratterizzazione della derivazione e dell’integrazione
come operazioni inverse 1’una dell’altra. )

Tornato in patria nel 1676, Leibniz si stabilisce ad Hannover, al servizio dei duchi di
Brunswik, con mansioni di bibliotecario, diplomatico e storico della casata, rallentando il
ritmo della sua produzione matematica ed & nell’ottobre del 1684 che pubblica sugli @mmB
Eruditorum di Lipsia il “manifesto” del suo calcolo differenziale, la memoria intitolata
Nova methodus pro maximis et minimis, itemgue tangentibus, quae nec fractas, nec
irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus. L articolo, reda to in
uno stile estremarmente conciso, risulta a tratti disorganico nella successione espositiva. Si
apre Infatti con un’enumerazione di curve e relative tangenti - peraltro senza fornitne la
preventiva definizione - cui segue I'introduzione dei concetti di ascissa, ordinata e
differenziale dx definito, non senza ambiguita, come “un certo segmento ﬂwmmo ad
arbitrio”. Risulta analogamente duplice la caratterizzazione di dy, introdotto" come
differenza delle ordinate corrispondenti a due ascisse infinitamente vicine e per mezzo
della nota proporzione legata alla retta tangente.” Leibniz enuncia lei regole di
differenziazione senza darne la dimostrazione, analizza il comportamento;, mmosm_m e
puntuale delle curve (crescenza, decrescenza, massimi e minimi), definisce i a«.mﬂmwmﬁﬁ,m:
secondi ¢ ne illustra ’applicazione allo studio dei flessi. Lo zibaldone di risultati ingeriti
nella Nova Methodus comprende poi [’enunciato delle ulteriori regole  per la
differenziazione di potenze e radici e di funzioni composte. Infine, Leibniz mo:,orbmm
lefficacia e la generalita dell’algoritmo differenziale attraverso alcuni ‘gsémpi
accuratamente scelti delle sue possibili applicazioni. Egli mostra come determinare le
rette tangenti a curve le cui equazioni presentano quozienti, potenze e radici; :,oo.m 1ce
poi il problema della rifrazione della luce, affrontato da Descartes e Fermat: ialla
determinazione di un minimo e fornisce i primo esempio di integrazione di :n.,mnc ione
differenziale, risolvendo il celebre problema proposto da F. De Beaune a Desca ks, di
determinare la curva di sottotangente costante. [

A causa della condensazione dei contenuti, della frammentarieta dell’esposiziong,e della
presenza di numerosi errori di stampa, la ricezione del manifesto del calcolo Em&ﬂmmmmmmm
avviene lentamente, per cui non stupisce che, ancora nel 1693, Huygens mBEm:m di
incontrare delle difficolta nella comprensione dell’analisi leibniziana: .

Apprezzo sempre di pili la bellezza della geometria, per i nuovi ?omam,mm_m
che si fanno giornalmente, nei quali voi avete cosi grande parte, Signore, se
non altro grazie al vostro meraviglioso calcolo. Eccomi ora mediocremente
addentro in quello, ma non capisco ancora nulla del ddx, e vorrei sapere se
avete incontrato dei problemi importanti dove occorre usarlo, poiché questo
mi darebbe il desiderio di studiarlo.*®

2 - - L . .
Sia P(x,y) un punto appartenente ad una curva nel semipiano positivo delle v e si tracci la

tangente alla curva in tale punto. Siano dr e dy gli incrementi delle coordinate di P e si indichi con ¢
la sottotangente alla curva, cio¢ il segmento staccato sull’asse v dall’ordinata di P e dalla retta
tangente alla curva in P stesso. Essendo il triangolo caratteristico simile al triangolo rettangolo i cui
cateti sono ’ordinata di P e la sottotangente, vale la proporzione 7 : y = dx : dv.

* C. Huygens a G.W. Leibniz, 17.9.1693, Gerhardt 1850, p. 162 ¢ Dupont. Roero 1991 n 10
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Sono i due fratelli Johann e Jacob Bernoulli, a Basilea, i primi a comprendere in
profondita 1 contenuti della Nova Methodus. Convinto della validita e della potenza ,aﬂ
calcolo differenziale, nel 1687, appena ottenuta la cattedra di Matematica all’Universita di
Basilea, Jacob Bernoulli scrive a Leibniz per chiedere alcuni chiarimenti e, a partire da
questa data, diviene un acceso promotore del nuovo algoritmo. Zo: avendo ricevuto
risposta da parte di Leibniz - che sara assente da Hannover fino al 1690 - umooc prosegue
da autodidatta gli studi di analisi e vi introduce il fratello Johann. Animati da autentico
entusiasmo, 1 matematici svizzeri oltrepassano in breve la fase dell’apprendimento
autonomo e iniziano ad applicare con successo il calcolo differenziale a problemi di
punta, pubblicando 1 loro risultati sugli dcra Eruditorum. Grazie al Moﬂ.o Eﬁmmmo
nell’estendere la portata del metodo leibniziano e nel promuovere la sua E.B_Eosm in
Europa, esso registra, dalla fine del XVII secolo, una rapida e continua espansione.

Per atfermarsi, I'analisi differenziale doveva dar prova di saper affrontare con eleganza e
semplicita questioni insolute in vari ambiti della scienza: da qui I’esigenza, per i pionieri
del calcolo, di sfidare 1 contemporanei sulle riviste scientifiche pil prestigiose, mostrando
di riuscire a risolvere problemi, su cui si erano arenate personalita del calibro di Galileo,
Descartes e Fermat. Fra il 1690 e il 1710 "oggetto precipuo di studio € costituito dai
problemi connessi con le curve trascendenti, /n primis I’isocrona, la catenaria, la :mﬁodm,
la lintearia, la velaria, la brachistocrona, la spirale logaritmica e ’elastica. L’obiettivo &
quello di individuare correttamente la natura di queste curve attraverso una Emﬁoaow.ommm
di studio uniforme. Ricorrendo alle leggi della fisica, e tenendo conto delle condizioni del
problema, si scrive I’equazione differenziale della curva e si procede quindi a :dm.mamlm
con il metodo differenziale, per lo pil servendosi della separazione delle variabili. Ben
presto, inoltre, 1 letbniziani ampliano ['orizzonte dei loro studi verso temi di teoria
dell’integrazione e di geometria differenziale, determinando, ad esempio nel caso della
nmﬂw:u:.m(, la rettificazione di un suo arco, la legge di variazione della tangente, 1'evoluta,
I’ordinata del baricentro, la quadratura e il baricentro di un suo segmento, il raggio di
curvatura, la superficie e il volume del catenoide di rivoluzione. Gli studi su mcamﬁ curve
permettono di elaborare nuovi metodi per I'integrazione delle equazioni differenziali e G
ottenere importanti risultati sia per la fisica matematica, sia per I’analisi. Dallo studio
della curva elastica scaturiscono, ad esempio, riflessioni sulla lunghezza delle curve che
precorrono lo studio degli integrali ellittici, mentre un’aspra guerra Bﬁwﬂmgnm.@m i
fratelli Bernoulli negli anni 1697-1700 sancisce il decollo del calcolo delle variazioni.

Fra le sfide che vedono impegnati i leibniziani nell’ultimo decennio del secolo si puo
citare, per la risonanza avuta in [talia, quella lanciata nel 1692 da V. Viviani, sotto E
pseudonimo di “D. Pio Lisci pusillo Geometra”, anagramma di “Postremo Galilei
Discipulo”. Per salvare il buon nome del maestro, Viviani sfida i cultori della Scienza
segreta degli illustri Analisti del tempo a trovare 'arte di forare una volta emisferica con
quattro finesire in modo che la parte restante della volta sia equivalente ad un quadrato. il
problema, che conosce un’ampia diffusione. grazie ai canali diplomatici del Granducato
di Toscana, € prontamente risolto da Leibniz, dai Bernoulli e da L'Hépital. 1l clamore
suscitato dalla facilita con cui i leibniziani sono intervenuti ha come effetto la messa in
discussione det metodi impiegati nella ricerca e insegnati nelle Universita italiane, e
induce la nuova generazione di scienziati a studiare gli articoli apparsi sugli Acta
Eruditorum e 1 trattati pitt moderni, come 1" Analvse di L'Hopital.™

* Sul problema di Viviani cfr. Roero 1990 & 1991.
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A partire dall’ultima decade del secolo i leibniziani attuano una strategia congiunta di
promozione del calcolo sul continente, destinata a rivelarsi di estrema efficacia. In
Germania e Svizzera sono Leibniz stesso e i Bernoulli a far conoscere il nuovo algoritmo
grazie alla fitta rete di corrispondenze epistolari, mentre in Russia la sua diffusione
avviene nell’entourage dell’Accademia di S. Pietroburgo, patrocinata da Caterina 1, che
coopta come membri J. Hermann, L. Euler e i giovani Bernoulli, Daniel ¢ Nicolaus II. In
Francia i principali sostenitori del metodo leibniziano sono L’Hoépital e P. Varignon,
supportati da altri membri del circolo dell’Oratoire di N. Malebranche. Quest’ultimo
esorta L'Hopital a redigere I’ 4nalyse des infiniment petits (1696), destinato a divenire il
manuale di riferimento per il calcolo differenziale, almeno nella prima meta del XVIII
secolo. In quest’opera, frutto delle lezioni impartite da Johann Bernoulli al marchese a
partire dal 1691, compaiono gli assiomi alla base del calcolo ¢ le regole di
differenziazione con le relative dimostrazioni, sono trattati con chiarezza i temi della retta
tangente, le evolute, le caustiche e gli inviluppi e sono stabilite le condizioni sufficienti
per la determinazione di massimi, minimi e {lessi. Parallelamente Varignon traduce nel
linguaggio leibniziano i contenuti della fisica newtoniana, avviando in Francia la nascita
della meccanica analitica, mentre L. Carré (1700) e C.R. Reyneau (1708), anch’essi su
sollecitazione di Malebranche, redigono trattati di calcolo integrale che, seppure di esile
originalita, non sono privi di risonanza. La promozione del calcolo leibniziano non ¢
tuttavia scevra di critiche e attriti e, in particolare, la validita dei metodi infinitesimali &
osteggiata da M. Rolle, all’inizio del Settecento, in seno all’Académie des mgm:nww. Ne
scaturisce un acceso dibattito, in cui intervengono Varignon e J. Saurin a difesa dei
metodi differenziali, che si conclude nel 1706 con la vittoria dei sostenitori di rm&m_.w. In
Italia la ricezione del calcolo & contraddistinta da tre fasi: il periodo dell’apprendimiento
indipendente dei metodi e dei risultati dei leibniziani, cui segue, fra il 1708 e il .MNmWwV la
fase dell’applicazione delle nuove tecniche a vari settori della scienza, fino a givhgere,
nella seconda meta del secolo, con I'opera di J.L. Lagrange, all'apice della ricerca
curopea. Grazie alle accademie e ai circoli privati, e soprattutto tramite la pubblicazione
di riviste scientifiche che ospitano articoli originali, recensioni e repertori bibliografici, gli
studiosi italiani recepiscono via via le tematiche dibattute e i metodi utilizzati nella‘ricerca
analitica. D. Guglielmini a Bologna, B. Ramazzini a Modena e A. me:w@mm? a Firenze
per primi acquisiscono notizie sul calcolo differenziale durante il soggiorno dj Leibniz in
ltalia nel 1689-90. ma & Hermann il principale promotore dell’analisi ;m_.mgﬁ,mmw nel
nostro paese, grazie al suo insegnamento sulla cattedra di Matematica dell’Universita di
Padova (1707-1713) e alla sua disponibilita a pubblicare in italiano alcuniiartigoli sul
Giornale de’ letterati d'ltalia. Nel volgere di pochi anni, J. Riccati e G. Poleni in ,<mumﬁo,
i fratelli G. ed E. Manfredi, V.F. Stancari e G. Verzaglia a Bologna, G. Grandi a'Pisa, C.
Galiani e Roma e C.G. Fagnani a Senigallia si accostano alle riviste estere e acquisiséono
dimestichezza con le tecniche del nuovo calcolo. Questi matematici si sforzano di stugiare
sistematicamente ¢ in dettaglio i contenuti delle memorie apparse sugli Acta @H% Tum,
applicano 1 procedimenti differenziali a problemi di meccanica, fisica, ottica eiidtaulica,
frovano generalizzazioni ed estensioni nell’ambito degli studi sull’integraziong ‘delle
equazioni differenziali e sulla rettificazione delle curve e affrontano | analisi di
problematiche fondazionali, per esempio occupandosi delle gerarchie di infinitesimi e di
infiniti. Nello stesso tempo, I"incremento degli insegnamenti pubblici e privati i calcolo
nelle Universita e nei collegi religiosi promuove la pubblicazione di dispense, {rattati e
opere divulgative. A questo proposito, una menzione particolare meritano le /istituzioni
Analitiche ad uso della Gioventir Italiana (1748) di M.G. Agnesi, frutto del sodalizio
scientifico fra la scuola di Jacopo Riccati e quella del monaco olivetano R. Rampinelli,
maestro dell’Agnesi a Milano. Le /nstituzioni sono infatti il trattato di analisi in lingua
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italiana piu diffuso e studiato nel nostro paese (fra i matematici pin illustri che lo
utilizzano ricordiamo J.L. Lagrange e P. Frisi) e ricevono caldi elogi sia in Italia che
all’estero, con traduzioni in francese e in inglese.

2. I punti di flesso

Le ricerche concernenti la determinazione dei punti di flesso rappresentano un
interessante esempio del travaglio che ’elaborazione di alcuni concetti e metodi ha avuto
alle origini della teoria leibniziana, in quanto consentono di percepire la dialettica fra i
procedimenti geometrici e la loro riformulazione nei termini del nuovo linguaggio.
Numerosi sono 1 matematici che affrontano lo studio dei punti di flesso in epoca barocca.
Fra questi possiamo citare F. van Schooten, che richiama le riflessioni di J. Hudde, H. van
Heuraet ¢ C. Huygens nell’edizione latina della Géomérrie (1659) di Descartes, Fermat,
Roberval e soprattutto Leibniz, Johann e Jacob wmﬁo:_: e L’Hopital che ricorrono
all’algoritmo differenziale per sviluppare tale tematica.*

Fra il 1636 e il 1640 Fermat e Roberval intrattengono un fitto carteggio, interrogandosi
sulla determinazione dei flessi della concoide di Nicomede, la quartica razionale di
equazione (x-a)’(x” +y*)—c’x* =0. Nell’ottobre del 1636 Roberval, mostrando di aver
piena comprensione dell’andamento della curva, vi individua due punti di flesso,
omam:m:.NNmznoEm:m:z:wm:@zm::o:mmUOmmosoooza:qmanmoma:&w::Emomc:m

proprieta degli angoli opposti al vertice, formati fra la retta in tali punti ¢ la concoide.”’

 Cfr. F. van Schooten, /n Geomeiriam Renati Des Cartes Commentarii, in R. Descartes,
Geomerria, vol. 1, Amsterdam, 1659, pp. 258-259; G.W. Leibniz, Meditatio nova de Natura Anguli
contactus et osculi ..., Acta Eruditorum, Junii 1686, Gerhardt 1863, pp. 326-329; Specimen
Geometriae luciferae, Gerhardt 1863, pp. 260-299; Generalia de Natura Linearum, anguloque
contactus et osculi, provolutionibus ..., Acta Eruditorum, Septembris 1692, Gerhardt 1863, pp. 331-
337; Jacob Beroulli, Specimen Calculi differentialis in dimensione Parabolae helicoidis, ubi de
Slexuris curvarum in genere ..., Acta Eruditorum, Januarii 1691, Opera, pp. 431-442; Additamentum
ad Solutionem Curvae Causticae ..., Acta Eruditorum, Martii 1692, Opera, pp. 473-481 (in
particolare pp. 478-481); Curvae Dia-Causticae, earum relatio ad Evolutas ..., Acta Eruditorum,
Junit 1693, Opera, pp. 549-573 (in particolare pp. 559-561); Notae et Animadversiones
tumultuariae in Universum Opus: Descartes, Geometria ..., Nota VII, De circulo curvam osculante,
simulque tangente ac secante, Opera, pp. 684-685; Solutio difficultatis cujusdam circa naturam
Flexus contrarii, Acta Eruditorum, Septembris 1697, Opera, pp. 779-782; L’ Hopital 1696, pp. 55-
70. Cfr. anche i carteggi di P. Fermat con G. Roberval e con M. Mersenne e di Johann Bernoulli con
G.F. de L'Hépital: G. Roberval a P. Fermat, 11.10.1636, Oeuvres vol. 2, lettera 14, pp. 75-83; P.
Fermat a G. Roberval, 4.11.1636, Oeuvres vol. 2, lettera 15, pp. 83-87; G. Roberval a P. Fermat,
22.11.1636, Oeuvres Suppl. 1922, p. 45; P. Fermat a G. Roberval, 7.12.1636, Oeuvres vol. 2, lettera
17, pp. 91-92; Cfr. anche P. Fermat a M. Mersenne, 20.4.1638, Oeuvres vol. 2, lettera 26, pp. 137-
138; G.F. de L’Hopital a Johann Bernoulli, 7.4.1694, Spiess 1955, p. 204; Johann Bernoulli a G.F.
de L’Hopital, 22.4.1694, Spiess 1955, pp. 206-207 ¢ Dupont, Roero 1991, pp. 89-97.

% G. Roberval a P. Fermat, 11.10.1636, Oeuvres vol. 2, lettera 14, p. 82. Sia Fermat che Roberval
considerano 1l solo ramo superiore della concoide e, inoltre, Roberval utilizza la definizione classica
di retta tangente, secondo cui la tangente ¢ quella che lascia la curva tutta da una stessa parte. Con
tale definizione, ¢ chiaro che egli non puo accettare una retta tangente che attraversi la curva data,
come avviene per la concoide nei punti di flesso.

*7 G. Roberval a P. Fermat, 22.11.1636, Oeuvres Suppl. 1922, p. 45: “Sia ABC la concoide, voi
troverete che in essa ¢’& un punto [...] B, tale per cui, da A fino a B, essa & convessa all’infuori, ¢ da
B verso C ¢ fino all’infinito, ¢ convessa all’indentro, cosa veramente notevole. E ancora di pit: nel
punto B, non si puo condurre alcuna retta tangente, ma una come OBY, che formera gli angoli al
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Fermat si mostra, invece, sicuro che il suo metodo per determinare le tangenti, basato
sull’adequazione, non ammetta eccezioni neppure in tali punti. La acmm:.o(:a risultava
nma.%gomm se, ancora due anni pill tardi, nel 1638, egli rifletteva su come inglobare i
flessi D.Q suo metodo per trovare la tangente ¢ solo nel 1640 giungeva ad esporre come
determinarli in modo operativo, asserendo:*®

succede spesso che la curvatura cambi, come
nel caso della concoide di Nicomede; per
poter disegnare bene la curva occorre quindi
determinare matematicamente i punti di flesso,
dove la curvatura da convessa diviene
concava o viceversa. Questo problema si
risolve ugualmente col metodo dei massimi e
dei minimi, grazie al seguente lemma
generale: sia AHFG la curva la cui curvatura
cambi per esempio nel punto H. Tracciate la
tangente HB, PPordinata HC,. I’angolo HBC sara il minimo tra tutti quelli
che la tangente forma con I’asse ACD, sia che essa si trovi sopra o sotto al
punto H, come ¢& facile dimostrare. [...] Per determinare dunque, per
mmmﬁumo,.: punto H nella figura, si cerchera dapprima la proprieta della
tangente in un punto qualunque della curva. Poi, con il metodo dei massimi
¢ minimi si determinerd il punto H in modo che conducendo la
perpendicolare HC e la tangente HB, il rapporto mwm sia minimo. Perché

cosi P'angolo in B sara minimo. Il punto H cosi trovato sara quello dove
mizia il cambiamento della curvatura.*

Il procedimento di Fermat, seppure contraddistinto da un approccio moderno, consente tra

altro di trovare solo flessi obliqui o orizzontali, mentre ignora i flessi verticali: in

quest’ultimo caso, infatti, non ¢ verificata la condizione che ’angolo in B sia minimo o,
. . H . ..

equivalentemente, che il rapporto m.m sia minimo.

|
Leibniz riprende la questione nella Nova Methodus, recepisce le metodologie dell’epoca
per la ricerca dei punti di flesso e ne fa il punto di partenza per elaborame uno studio
mﬁn.aomo:a:o e complesso, con le sue tecniche differenziali. Proseguendo il nwammﬂmwo
am@ﬁ:o all’analisi della concavita e della convessita delle curve, la trattazione leibniziana
dei m.mma si apre con una duplice caratterizzazione di questo concetto. Il punto diflesso &
definito come un punto di massimo o di minimo dell’incremento dy , Oppure € un punto in
cul concavitd e convessita della curva (tispeito all’asse delle ascisse) si scambiand fra-

loro, in un intervallo su cui la curva & supposta sempre crescente o sempre decrescente.

<m3:,o.m OBA, YBC, ciascuno minore di qualsiasi angolo dato. Sara lo stesso am:.w:& ﬁuﬂ% ¢ sono
m,wcmm: a:w punti & cui vi sto parlando per cui non si possono condurre tangenti.” § v i

A partire dal dicembre del 1636, Fermat osserva che il suo metodo di determinazione della retta
tangente ¢ applicabile anche ai punti di flesso, dal momento che la proprieta della nm:mm:ﬂm alla base
@m_ metodo (e cio¢ quella di formare con la curva I"angolo minimo tra gli angoli che ogni altra'retta
wo:dm con la curva in quel punto), ¢ ivi verificata. Fermat non aveva quindi ooanmmmo cHe tale
condizione non ¢ sufficiente. w {
¥ Oeuvres vol. 1, pp. 166-167 ¢ Dupont, Roero 1991, pp- 90-91.
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\\\ In particolare, nel caso di uma curva
/ crescente che presenti nel punto £, un

/ U cambio da convessa a concava, Leibniz
d osserva che dv ¢ crescente a sinistra di 7,
k € questo avviene se e solo se ddv>0;
\ \ v viceversa, a destra di £y, dv & decrescente,
a % A« \/um«a
A B, B, 8, =x

il che equivale ad asserire che ddv>0. Ne
3 discende che dv presenta un massimo in
=0. In “un’ottica grafico-intuitiva” - sottolineano P. Dupont e C.S.

Xy, Ovvero [ddv],,

Roero - & chiaro che in P, vi & un flesso.” Infatti, tracciando le tangenti alla curva in due
punti A e P, , rispettivamente a sinistra e a destra di 7, , e la tangente nel punto stesso
Py, e confrontando gli angoli che esse formano con ’asse delle ascisse, immediatamente
si deduce che «, ¢ il massimo fra gli angoli «, formati dalle tangenti alla curva nei punti
P,i#0 e ’asse stesso. Leibniz non considera i casi delle cuspidi e dei punti di flesso a

tangente orizzontale, escludendo esplicitamente che sia v =0 pei punti di flesso. In tal
modo egli giunge alla conclusione che la curva considerata ha in £, = P(x,,v,) un flesso

se 1(xy)#0. ¢ se [dv], =0 ha in v, un massimo o un minimo. Invertendo poi, con

eccessiva disinvoltura, questa implicazione, Leibniz commette un errore asserendo che si
tratta di una condizione non solo sufficiente, ma anche necessaria:

Non puo invece accadere che gli incrementi continuino a crescere o a
decrescere, mentre le ordinate da crescenti diventano decrescenti o
viceversa. Pertanto il punto di flesso ha luogo quando non essendo né v né
dv uguali a zero, tuttavia & ddv uguale a zero.”

L errore di Leibniz discende chiaramente dal legame che sussiste fra la determinazione
det punti di flesso e la precedente trattazione dei punti di massimo e di minimo: per il
matematico tedesco, infatti, "annullarsi del differenziale primo ¢ condizione necessaria e
sufficiente per I'esistenza di punti di massimo o di minimo, cosi come I’annullarsi del
differenziale secondo ¢ condizione necessaria e sufficiente per I’esistenza di punti di
flesso, mentre - come la moderna analisi insegna - entrambe le condizioni sono sufficienti,
ma non necessarie.

La trattazione si conclude con 1’osservazione secondo cui “il wﬂo_u_mam di flesso non ha,
come il problema di massimo, due radici uguali, bensi tre”.* Il significato di questa
laconica chiusa — congetturano Dupont e Roero — puo essere ricostruito tenendo conto del
retaggio della teoria dei flessi confluita nell’edizione latina della Géomeétrie e alla luce di
alcuni manoscritti leibniziani, in special modo dello Specimen geometriae luciferae
(1686). Qui infatti Leibniz studia la molteplicita dell’intersezione fra una curva e la retta

ad essa tangente nel punto di flesso, concludendo:

La retta tangente in L la linea dotata di flesso, interseca la stessa altrove in
M, e poiché L e M possono muoversi [’uno verso "altro sempre di piu con

continuita, accade che infine coincidano in N, dove non vi & alcuna

o Dupont, Roero 1991, p. 9
ww Dupout, Roero 1991, pp.
*? Dupont, Roero 1991, pp.

* Dupont, Roero 1991, pp. 94
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tangente, o meglio, per un verso, vi ¢, simultaneamente, tangente e s Caite,
per cul nel punio di flesso tre punti della curva, per di pit distinti,
coincidono in uno stesso punto, due a causa della tangente (infatfi. ogni
tangente viene considerata tagliare la linea in due punti coincidenti)., wﬁy,m a
causa della secante.” RN |
Ulteriori progressi nell’analisi dei flessi si hanno ad opera di Jacob Bernoulli che,
nell’articolo Specimen calculi differentialis, in dimensione parabolae helicoidis, ubi de
Sexuris curvarum in genere, earundem  evolutionibus, aliisque, apparso! sugli. Acta
Eruditorum nel 1691, |i determina per la parabola elicoide, o spirale parabolica. Tale
curva ¢ ottenuta considerando una semiparabola /x =y, v > 0 e “incurvando” il suo asse v
lungo una circonferenza di raggio r e centro A, in modo da misurare le ascisse lungo
questa circonferenza e le ordinate lungo i suoi raggi (per semplificare i calcoli porremo,

nel seguito, il parametro NNW ed r=x).

" G.W. Leibniz, Specimen geometriae luciferae, 1686 cit.. Gerhardt 1863, p. 296 ¢ Dupont. Roero
1991, pp. 95-96. Leibniz torna ad occuparsi di questo tema in pill circostanze. In un lavoro del
medesimo anno (Mediiatio nova .., 1686 cit., Gerhardt 1863, pp. 326-329), egli amplia il concetto
di tangenza, stabilendo un parallelismo tra retta tangente ¢ cerchio osculatore ad una curva e da una
caratterizzazione dei vari tipi di contatto che si possono presentare, ribadendo che nel contatto si
hanno 2 intersezioni retta-curva coincidenti, nel flesso 3, nell’osculo di primo grado 4, o 2 contatti,
nell’osculo di secondo grado sei, o tre contatti, ecc. Nel 1692 Jacob Bemoulli interviene
criticamente sul medesimo problema (ddditamentum ad solutionem . 1692 cit., Opera. pp. 478-
481). Dopo aver spiegato come costruire I'evoluta di una curva data. Bernoulli fornisce una
spiegazione sulla generazione degli osculi e, a differenza di quanto ritiene Leibniz, osserva che il
flesso ¢ un caso particolare di osculo di primo grado, corrispondente al caso in cui il cérchio
osculatore degenera in linea retta ¢ il suo raggio diventa infinito. Leibniz risponde con un ulteriore
schediasma (Generalia de Nutura Linearum ... 1692 cit., Gerhardt 1863, pp. 331-337) in cui
ribadisce che in un flesso si hanno tre intersezioni coincidenti. La differenza fra i due autori riposa,
fttavia, su un mero equivoco di nomenclatura, dal momento che, al contrario di Leibniz. Jacob
Bernoulli include i flessi nella denominazione pit generale di osculi. Su questo tema cfri C.S.
Roero, Sul retaggio della rradizione geomerrica nel calcolo infinitesimule leibniziano, in' Panza
Roero 1995, pp. 368-376.

™ Jacob Bemoulli, Specimen calculi differentialis .. 1691 cit.. Opera, pp. 431442,
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Bernoulli indica con G il punto di flesso della curva, valutandone intuitivamente la
posizione.*® Indicato poi con AO il segmento sul raggio AB, delimitato dal centro A della
circonferenza BCDM e dalla tangente HGOL alla curva medesima nel punto G, Bernoulli
osserva che la lunghezza AO ¢ minima rispetto a quelle degli analoghi segmenti relativi a
punti appartenenti alle porzioni di curva GA e GB. Si tratta, percid, di esprimere
analiticamente questo minimo, che egli “indica’ con M. Determinato dunque

i 2
(r°s = 2rsy + sy~ )dx

M= , lo differenzia, ponendo poi @M =0. L’equazione che si ottiene

T

(r~ = rv)dx = rtdy
presenta 16 termini ma, esplicitando df e ds, grazie a opportune similitudini di triangoli, si
5 . 5 3 5 1 . .
2t w7y e 2Py ——4312 =0, la cui radice

giunge all’equazione di quinto grado v yegrhyeg

b m
et

A detta dello stesso Bernoulli, il procedimento qui compendiato risulta perd troppo
laborioso, per cui egli suggerisce I'utilizzo di un “'secondo metodo™ per la determinazione

det punti di flesso, situati in un tratto di curva, dove due parti contigue infinitesime sono
allineate su una medesima retta.”

Le porzioni della curva a sinistra ¢ a destra del tratto considerato sono, rispettivamente,
sovrastanti e sottostanti il suo prolungamento e si possono presentare due casi. Se la curva
€ espressa in coordinate cartesiane, come in figura, si deduce che nei punti di flesso deve

- dv - - iy - . . -
essere massimo ——. Riprendendo un nisultato stabilito da Leibniz, Bernoulli sa inoltre

dt
che, se dr = dx ¢ costante, allora dy &

{lesso. Se la curva & invece rappresentata in coordinate radiali (come avviene per la

anch’esso costante, ¢ quindi ddv = 0 in un punto di

*® Al contrario di quanto avviene oggi in analisi, sovente nel Seicento ¢ Settecento | matematici
partivano da una curva di cui conoscevano I'andamento (e non sempre si trattava, tra 'altro, del
grafico di una funzione). Di conseguenza, i metodi per la determinazione dei punti di flesso
servivano loro per stabilire le coordinate di punti di cui, a priori, avevano stimato la posizione.

%’ Le notazioni adottate da Bernoulli sono le seguenti: 4B = AC = AD = r, BC=x, CF=y,

de=arcoCD, dv =EF. 5 ¢& la secante trigonometrica dell’arco BD e ¢ & la tangente geometrica
all’arco BD in D.

¥ Con questo metodo sarebbero sfuggiti a Jacob Bernoulli eventuali punti di flesso a tangente
o:NNo:S_m e verticale.

* Jacob Bernoulli, come Leibniz, pensa la curva come un poligono infinitangolo: essendo un punto
di flesso un punto in cui la curva cambia curvatura. esso deve giacere su un lato infinitesimo di
curva contemporaneamente concavo ¢ convesso. Tale tratto deve essere percid necessariamente
rettilineo.
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t-dx

spirale parabolica vista sopra) si ricava dr=dx+ che, con le dovuté sostituzioni,
j 7

y

consente di ricavare 1 flessi. .

Nonostante I’eleganza e il rigore dei procedimenti adottati da Jacob mm_dm:E nel suoi
lavori sui flessi, occorre rilevare che 1’attenzione di questo matematico € 9@&98598
rivolta'a semplificare ed estendere 1 procedimenti per la loro determinazione; senza
I’intenzione di valutare la validita dei teoremi stabiliti da Leibniz nella Nova \&mN\S&E
La discussione sulla biimplicazione (ddv =0 < (xq,v(x,)) flesso) o@m:::mom :?wow uno
m,m con

J

QQ :w:: su rE s mEucEm _m:mzwazm ai ?mﬁ:o gormzs in aomS:o mm_mﬂo

mandatemi il vostro bm_mam%

e, a distanza di pochi giorni, Johann risponde, confermando che in un punto ¢ {lesso non
¢ necessariamente ddy =0, potendosi presentare anche il caso ddyv = . .Www%r:: e
L’Hépital sono quindi giunti ad ampliare 1l criterio per i punti di flesso, a:cugm,:ao n
modo rigoroso la proprieta secondo cui, se la curva presenta in G un punto di flesso,
allora in G ¢ ddv=0, oppure ddy=2. Nel volgere di poco tempo i due éEmBm:Q
riescono a correggere l'imprecisione commessa da Leibniz, elaborando una am:mo:mmm
teoria, corredata da un’ampia esemplificazione, comprendente i casi di cuspidi e di flessi a
tangente orizzontale e verticale, che confluisce nell’ dnalvse des infiniment petits. Nelle
Lectiones calculi differentialis, elaborate, come si € detto, per L Hoépital nel 1691, Johann
Bernoulli riprende la seconda caratterizzazione leibniziana dei punti di flesso, definendoli
come punti in cui si assiste ad un cambiamento di curvatura, e fornisce tre metodi per la
loro determinazione. ! primi due - ancorati, rispettivamente, al procedimento per la
determinazione dei massimi e dei minimi ¢ alle considerazioni geometriche sulla curva,
pensata come poligono infinitangolo - sono essenzialmente conformi all’approccio
leibniziano illustrato nella Nova Methodus e alle procedure utilizzate da Jacob Bernoulli
nell’articolo del 1691. mmemd: di maggior novita presenta invece il terzo metodo, per
I’applicazione del quale non ¢ indispensabile conoscere 'equazione della curva. In esso
Johann Bernoulli concepisce la curva come un poligono infinitangolo e osserva che,
tracciata la tangente alla curva in un dato punto, essa sara esterna o interna alla curva, a
seconda che quest’ultima ¢ convessa o concava nel punto in questione. 1l flesso, pertanto,
sussiste laddove la tangente di un segmento infinitesimo coincide con quella del segmento
infinitesimo immediatamente precedente, cioé appartiene ad un tratto di curva in cui due
lati infinitesimi consecutivi si trovano in linea retta.

L'Hépital precisa ulteriormente queste
riflessioni bernoulliane nella Section IV
dell’dnalyse. Dopo aver esposto alcune
considerazioni sui differenziali di ordine
superiore al primo, illustrando. ad
esempio come “prendere il differenziale
di una quantita composta da differenziali

L T A P E ¢ B
 G.F. de L'Hopital a Johann Bernoulli, 7.4.1694, Spiess 1935, p. 204 ¢ Dupont, Roero 1991, p. 96.
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qualsiasi”, egli introduce la definizione di flesso e quella di cuspide per una curva nel
semipiano cartesiano positivo.?! Segue la Proposizione I, in cui & esposta una duplice
metodologia per determinare i punti di flesso: il procedimento iniziale ricalca da vicino il
primo fra quelli esposti da Johann Bernoulli nelle sue Lectiones, mentre il secondo amplia
le precedenti riflessioni del matematico svizzero con 1’ulteriore condizione ddy = .
L’Hopital considera una curva AFK crescente, come in figura, concava a sinistra di un
punto F e convessa alla sua destra; conduce la retta FL ad essa tangente in F, la retta MT
tangente in un punto M generico della porzione AF e le ordinate relative FE ed MP e

afferma:

E chiaro che nelle curve che hanno un punto di flesso, se ’ascissa AP
cresce con continuita, la parte AT di diametro, intercettata tra I’origine delle
x e lintersezione della tangente, cresce finché il punto P cade in E;
dopodiché essa va decrescendo, AT deve diventare un massimo AL,
allorché il punto P cade sul punto cercato E.*?

- A
Posto quindi AE=x, EF=y siha AL= %l x. Per trovare il massimo di AT, supposto
fy
dx costante, L Hopital considera la quantita AHAL) <kﬁ. Si presentano dunque due
d(AE) (dv)?
. Iy
casi: se - vt =0, allora ddv=0, mentre se r(<|§k =, Sl ricava ddy=w

(dy)’® (dv)?
sottointendendo in entrambi i casi dy = 0 e dv = o, e cioé escludendo dalla ricerca i flessi
a tangente orizzontale e verticale. Superata ’esigenza teorica di giustificare le formule

generali, L’Hopital affronta perd anche lo studio di questi flessi particolari negli esempi e,
nel secondo di questi, ricava correttamente che la curva di equazione

Ul

y—a=(x-a)

ha in r=a un flesso (a tangente verticale). Egli aggiunge inoltre un secondo metodo.

m

-
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Considerata una curva crescente, concava ¢ convessa, & supposto dx costante, nella
porzione concava € Sn<SH, o Sn<Rm, mentre nella porzione convessa ¢ Sn>SH, o

ol Cfr. L'Hopital 1696, p. 59: “Allorché una curva AFK ¢ in parte concava e in parte convessa
rispetto ad una retta o ad un punto fisso B, il punto F che separa la parte concava dalla convessa, e
che di conseguenza ¢ la fine dell’una e I'inizio dell’altra, & detto punto di flesso, se la curva,
essendo giunta in F, continua il suo cammino nello stesso verso, e punto di cuspide se essa torna
indietro dalla parte della sua origine.”

2 1 "Hépital 1696, p. 60.

Sn>Rm. Nel punto di flesso, percio, il valore di Hn deve diventare da negativo, positivo,
0 viceversa. Pertanto il valore di Hn =ddv deve essere zero, o infinito.*

In conclusione,* da un lato Leibniz e Jacob Bernoulli contribuiscono a spiegare come si
genera il punto di flesso, qual ¢ la sua natura e quale ¢ I’interpretazione geometrica dei
risultati ottenuti, dall’altro Johann Bernoulli ¢ T"Hépital rivolgono la loro attenzione ai
risvolti analitici di questa ricerca, cercando di salvaguardare, almeno a livello ﬁmo&oo le

istanze del rigore. Questa duplicita di approccio & testimoniata anche dal lessico
matematico adoperato in tali ricerche: si tratta di un ginepraio di Endmdw W(point
d’inflexion, point de rebroussement, point de recourbement, punto di regresso. ésflesso
contrario, per citarne solo alcuni), il cui significato, spesso labile dal @:Eow | vista
strettamente analitico, assume rilevanza in un’ottica geometrico-intuitiva. Uono aver
acquisito i criteri operativi per determinare 1 flessi, si raggiunge la oonmwnm,\onNNw teorica
delle proprieta da essi soddisfatte e grazie a tali studi si conseguiranno nuoVi strumenti di
indagine per stabilire I’andamento delle curve e, da ultimo, per mEan,m m:o studio dei

grafici di funzioni. .
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UN APPROCCIO INTUITIVO ALLE GEOMETRIE
NON EUCLIDEE

Giorgio Pidello
Liceo Scientifico “Marie Curie”, Grugliasco (To)
SIS Piemonte

Sommario. Le geometrie non euclidee vengono presentate a partire da una
serie di anivita concrete sul concetto di geodetica e su due modelli di
superfici, la sfera e la pseudosfera. Successivamente viene introdotto il
concetto di curvatura che permette, tra l'altro, di caratterizzare le
superfici a curvatura costante.

Nella seconda parte si delinea il percorso storico che ha portato alla
scoperta delle geomeirie non euclicdee e si prende in esame un modello
completo di geometria iperbolica, il disco di Poincaré.

1. Introduzione .

La scoperta delle geometrie non euclidee costituisce, nella storia della Bmﬁm:&:ow il
momento di rottura epistemologica di un paradigma geometrico universalmente mosm:mﬁo
per pitt di duemila anni. Sino a quel momento infatti la geometria euclidea era :35:8
'unica geometria possibile ed era di conseguenza stata posta alla base délla! fisica
newtoniana e della teoria della percezione di Kant. La scoperta di “altre cmoEQ:m mise
in crisi numerose certezze e prepard il terreno per futuri sviluppi 5 molti S?? del

[

sapere. P

In questa conferenza presento un percorso didattico che permette di avvicinare c: studenti
del quarto o del quinto anno di scuola secondaria superiore alla ooaﬁqm:vﬂo:m delle
geometrie non euclidee.
Le caratteristiche fondamentali del percorso sono le seguenti:
—privilegiare I’esperienza manipolativa diretta dei modelli di omoBQDm som m;oramu (in
particolare la sfera e la pseudosfera); A ‘
—anteporre le attivita concrete sui modelli alla riflessione teorica ‘ed’ all’approccio

storico; I
—utilizzare un approccio sperimentale che non richieda il calcolo 9@0855_@ '
L’obiettivo & quello di trasmettere alcuni concetti di base delle geometrie non’ m:oramm e
della geometria differenziale mediante un apprendimento percettivo- -motorio or solo in
un secondo momento diventi apprendimento simbolico-ricostruttivo.
Per realizzare tale obiettivo si effettuano senza dubbio approssimazioni e sempl
didattiche che non alterano tuttavia la correttezza di fondo dei oo.:omx E mmﬁmzﬁ

affrontati.

I] percorso didattico ¢ stato sviluppato nell’ambito delle attivita per le r_mvm acu:m svolte
allo Stage di Matematica a partire dall’anno 2000 ed ¢ stato messo a puntd jnioccasione
della Settimana della G::Em Scientifica del Liceo “Marie Curie” di Grugliasdo..
La proposta presentata ¢ [rutto del lavoro in gruppo amm: insegnanti deilo m:mcm di
Matematica, di miei contributi originali (in particolare ["approccio al ‘concetto di
curvatura) e di conversazioni con il prof. F.Arzarello dell’Universita di Toring.




