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NOTA INTRODUTTIVA
AGLI ELEMENTI DEI SOLIDI

1] testo originale degli Elementi dei solidi, compreso nell'Inventario di
Stoccolma alla lettera M («Pressappoco sedici ff. in ottavo con il titolo:
Progymnasmata de solidorum elementis»!), ¢ perduto. Ci é pervenuta unica-
mente la copia manoscritta eseguita da Leibniz a Parigi nel 1672-1676, oggi
conservata ad Hannover presso la Niedersichsiche Landesbibliothek (gza
Koenigliche Oeffentliche Bibliothek), con segnatura LHI1V 1, 4b, ff. 1r-v, 15¢
e con lo stesso titolo con il guale figura nell'Inventario di Stoccolma.

AT X 257-263, nell’ Avertissement, che é del 21 febbraio 1906 ed ¢ firmato
da Charles Adam, faceva il punto sulle varie interpretazioni di questo scritto
mettendo in evidenza come esse avessero due elementi comuni: il fatto d esse-
re state tutte condotte non sul Ms. di Hannover, ma solo sulla trascrizione in
Foucher de Careil; la presenza, per conseguenza, di intervent: sul testo nati
dalla necessita di dare un senso allo scritto, altrimenti incomprensibile in talu-
ni punti, a motivo della trascrizione scorretta e fuorviante in Foucher de
Careil.

Nel 1860 il testo fu al centro degli interventi dei matematici E. Probuet e
C. Mallet sulla «Revue de ['Instruction publique»?.

In un articolo che AT X 258 non esitava a definire «capitale», Probuet pro-
poneva una vera e propria interpretazione degli Elementi dei solidi: nella
prima parte dello scritto Descartes anticiperebbe Leonbard Euler, mentre, nella
seconda, relativa ai numeri poliedrici, egli si richiamerebbe al matematico di
Ulm, Jobann Faulbaber. Questa interpretazione si appoggiava su una serie di
interventi su punteggiatura e testo. Per limitarci ad un solo esempio, Proubet
leggeva i tre segni della radice, del quadrato e del cubo %, § e ¢, che nel
manoscritto sono in carattere cossico, come se si trattasse, rispettivamente, dei
numeri 4, 3, 4. Probuet, con felice intuizione, sostituiva i numeri con la nota-
zione moderna, n, n2 e 0, ma non procedeva che per congetture, se pure inge-
gnose e «il pial spesso felici» (AT X 258).

L Cfr. Inventario di Stoccolma, B Op 11 19 (AT X 10, 1I. 15-17).

2 E. Prohuet, Notice sur la partie mathématique des (Euvres inédites de Descartes, deuxié-
me partie, publiées par le Comte Foucher de Careil, in «Revue de I'Instruction Publique», 1
novembre 1860, pp. 484-487. Prouhet era gia intervenuto sulla questione con una lettera a
Michel Chasles (Remarques sur un passage des ceuvres inédites de Descartes) subito inserita
nei «Comptes rendus des Séances de I’Académie des Sciences», L (1860), 23 aprile, pp. 779-
781. C. Mallet, Compte rendu di Foucher de Careil, in «Revue de 'Instruction Publique», 27
sept. 1860, pp. 407-410. Mallet interverra anche nel numero del 6 dicembre del 1860, pp.
571-572. Poco dopo, nel numero del 6 dicembre 1860, pp. 571-572, la rivista pubblica anche
due lettere, una di Prohuet e 'altra di Mallet in cui ciascuno ribadisce le proprie argomen-
tazioni.

o
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Anche i due interventi di Mallet mettevano in primo luogo in evidenza gli
errori presenti nel testo pubblicato da Foucher de Careil, emenendandone sei
passaggi e rendendoli intelligibili; anche in tal caso, tuttavia, ancora sulla base
di congetture.

Trent’anni dopo, nel 1890, Ernst de Jongquiéres, in tre note apparse il 10, 17
febbraio e 31 marzo 1890 sui «Comptes rendus des Séances de I'Académie des
Sciences» (pp. 261, 315, 677), attribuiva a Descartes la paternitd di una scoper-
ta nella teoria det poliedri e presentava all’Académie des Sciences (che poi la
pubblicherd) una edizione/traduzione di questo scritto: Ecrit posthume de
Descartes. De solidorum elementis. Texte latin (original et revu) suivi d’une
traduction francaise avec notes (Paris, Firmin-Didot, 1890)°. Jonquicres, che
peraltro non era al corrente dell articolo di Probuet*, non comprendeva pero
che le formule utilizzavano segni cossici e usava i numeri 4, 3, 4 di Foucher de
Careil interpretandoli, quando e necessario, come segni di radice, quadrato e
cubo. «Descartes — scrive — volendo escludere gli indiscreti dai segreti della sua
analisi, ha lasciato al lettore del suo Ms. la cura di indovinare che le cifre 4 ¢ 3
di cui si serve rappresentano, rispettivamente, la prima e la seconda potenza del
numero intero e indeterminato m»’.

AT, per primo, avvia il necessario lavoro di revisione a partire dal Ms. di
Hannover. Esso sard iniziato da Charles ed Henri Adam, perfezionato da A.
Meillereux e completato da Jules Sire nel febbraio 1906: Sire chiarisce defini-
tivamente che Descartes ha fatto uso nelle formule di caratteri cossici (peraltro
diffusi all’epoca, come mostra ['Algebra di Christophorus Clavius): lo confer-
ma la lettera a Isaac Beeckman del 26 marzo 1619°.

I/ testo pubblicato in AT X 265-276 sara poi ulteriormente corretto in AT
XI 690-692 (Additions) e pia tardi, nel 1966 (Nouvelle présentation di AT),
in AT X 276 e 687-689, da Pierre Costabel (Note de Pierre Costabel e Ap-
pendice).

Seguiranno nel 1982, ['edizione di Pasquale Joseph Federico, Descartes on
Polyhedra. A Study of the De Solidorum elementis, New York, Springer,
1982, pp. 22-29) e, soprattutto, nel 1987, quella dello stesso Pierre Costabel
(Co), che, corredata delle foto del Ms. di Hannover, mette fine alla possibilita
di ulteriori manipolazioni sul testo.

Co presenta, nell ordine: foto del Ms. (pp. XVII-XIX) e trascrizione dello
stesso (pp. 1-9) con note essenziali; traduzione francese annotata della I parte
(pp. 13-31) e della II parte (pp. 33-42); Commentaires, pp. 43-102; Conclu-
sion générale, pp. 103-109; Bibliographie, pp. 111-116.

Co non esegue la collazione con le edizioni precedenti. Di questa scelta c’é
una ragione precisa, vale a dire il fatto che il problema posto dagli Elementi

? Per i dettagli, cfr. AT X 259-260.

4 Per i dettagli, cfr. AT X 261-262.

> E. de Jonquieres, Ecrit posthume de Descartes, cit., p. 38, n, cit. in AT X 260.
¢ A Beeckman, 26 marzo 1619, B 2, pp. 4-7 (AT X 155-156).

o



0320.8va.gxd 20-07-2009 8:55 Pagina 122%

ELEMENTI DEI SOLIDI. NOTA INTRODUTTIVA 1223

dei solidi cartesiano nasca nel momento stesso in cui Letbniz lo trascrive: il
filosofo tedesco si trova, infatti, davanti ad un testo lacunoso e confuso, cosi
che la sua trascrizione diventa immediatamente una interpolazione. A partire
dall osservazione minuziosa del testo manoscritto, Co avanza altresi ipotesi
plausibili a riguardo degli errori nei quali e incappato Leibniz e, a seguire, tutti
coloro che alla sua trascrizione si sono attenuti: «Effettuando noi stessi la ne-
cessaria lettura in vista della pubblicazione, abbiamo potuto rilevare cio che é
sfuggito all’attenzione di Leibniz. Abbiamo anche visto dove hanno sbagliato
¢ primi editort» (Introduction, p. XII) che, da Foucher de Careil a Ernest de
Jonguieres, hanno dato dei testi pieni di errori, aggiungendo i loro a quelli di
Letbniz. Del resto, Co ammette che egli stesso, nello spiegare quali siano stati
i ragionamenti e i conseguenti interventi di Leibniz nella sua trascrizione, non
ha potuto evitare di ricorrere a congetture. Queste appaiono, per lo scritto in
questione, come inevitabili.

Come testo di riferimento si & si optato qui per Co a motivo della maggior
fedelta all’ originale, rispetto ad AT, segnalando in nota alcune varianti riscon-
trate sul manoscritto di Hannover.

GB, JRA, CSR
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PROGYMNASMATA
DE SOLIDORUM ELEMENTIS

EXCERPTA EX MANUSCRIPTO CARTESII
[Costabel 1987 1-9; AT X 265-276; AT XI 690]

Angulus solidus rectus est qui octavam spherae partem complectitur,
etiamsi non constet ex tribus angulis planis rectis. Omnes autem anguli
plani, ex quibus circumscribitur, simul sumti, aequales sunt tribus rectis.

Sicut in figura plana omnes anguli externi, simul sumti, aequales sunt
quatuor rectis: ita in corpore solido omnes anguli solidi externi, simul
sumti, aequales sunt octo solidis rectis. Per angulum externum intelligo
curvaturam et inclinationem planorum ad invicem, quam metiri oportet
ex angulis planis angulum solidum comprehendentibus. Nam illa pars
qua aggregatum ex omnibus angulis planis unum angulum solidum
facientibus minus est quam quatuor anguli recti planum, designat angu-
lum externum solidum.

Si quatuor anguli plani recti ducantur per numerum | angulorum soli-
dorum et ex producto tollantur 8 anguli recti plani, remanet aggregatum
ex omnibus angulis planis qui in superficie talis corporis solidi existunt.

In pyramide, sunt semper tot facies quot anguli. In columna, media
pars numeri angulorum solidorum minor est binario quam numerus
facierum. In pyramide duplicata, media pars numeri facierum minor est
binario quam numerus angulorum. Sunt et alia corpora, in quibus licet
duo extrema imaginari et plures zonas. Sunt ad minimum triplo plures
anguli plani quam solidi in uno corpore. Si tollatur binarius ex numero
angulorum solidorum | qui in corpore aliquo continetur, et residuum
ducatur per binarium, fit maximus numerus facierum. Si vero dividatur
numerus angulorum per binarium si quidem sit numerus par; sin minus,

* Curatela, traduzione e note di ErL, CSR; revisione di GB, MS.

1 Con il termine di angoli piani Descartes intende i diedri che formano un angoloide
nello spazio tridimensionale, ovvero una superficie poliedrica convessa. Nel caso dell’an-
golo solido retto si ha un triedro trirettangolo, i cui piani si intersecano ad angoli retti e il
cui vertice & nel centro della sfera.

2 L'angolo solido esterno ¢ il supplementare dell’angolo solido considerato.

3 Leibniz (secondo Costabel, p. 1 nota *) annota in margine: «Tetraedrum, cubicum,
octaedrum / Tetraedro, cubico, ottaedro».

4Se o ¢ il numero degli angoli solidi, 7 I'angolo retto nel piano e S(p) ¢ la somma degli
angoli piani sulla superficie totale del poliedro, vale la seguente relazione: 40— 8 = S12,
Ad esempio, per la piramide a base esagonale & S(p) = 20, a=7 ¢4 -7 -8 =S¥,

o
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X265

266
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INTRODUZIONE
AGLI ELEMENTI DEI SOLIDI

DAL MS. DI DESCARTES
[Costabel 1987 1-9; AT X 265-276; AT XI 690]

Angolo solido retto & I'angolo che comprende I'ottava parte di una
sfera, anche se non ¢ formato da tre angoli piani retti. Tutti gli angoli
piani da cui ¢ circoscritto, presi insieme, sono invece uguali a tre angoli
rettil.

Come in una figura piana tutti gli angoli esterni, presi insieme, sono
uguali a quattro angoli retti, cosi in un corpo solido tutti gli angoli soli-
di esterni, presi insieme, sono uguali a otto angoli solidi retti. Per ango-
lo esterno intendo la curvatura e I'inclinazione di piani 'uno rispetto
all’altro, che occorre misurare mediante gli angoli piani che comprendo-
no I'angolo solido?. Infatti quella parte per cui I'aggregato di tutti gli
angoli piani costituenti un unico angolo solido & minore di quattro ango-
li retti che formano un piano, designa I’angolo solido esterno.

Se si moltiplicano quattro angoli piani retti per il numero | degli ango-
li solidi e se dal prodotto si tolgono 8 angoli piani retti, resta 'aggregato
di tutti gli angoli piani che stanno’ sulla superficie di tale corpo solido®.

In una piramide vi sono sempre tante facce, quanti angoli. In un pri-
sma, la meta del numero degli angoli solidi & minore di due rispetto al
numero delle facce. In una piramide raddoppiata la meta del numero
delle facce & minore di due rispetto al numero degli angoli’. Vi sono
anche altri corpi in cui si possono immaginare due estremi e piti zone. In
uno stesso corpo gli angoli piani sono almeno tre volte di pit di quelli
solidi®. Se si sottrae due dal numero degli angoli solidi | che ¢ contenuto
in un corpo, e se si moltiplica per 2 il resto, si ottiene un numero mag-
giore di quello delle facce’. Se poi si divide per due il numero degli ango-
li, naturalmente se ¢ un numero pari, altrimenti si sarebbe dovuta ag-

> Se ¢ il numero degli angoli solidi della piramide raddoppiata e ¢ ¢ il numero delle
facce, risulta § +2 = o

6 Se o ¢ il numero degli angoli solidi e p il numero degli angoli piani sulla superficie
totale del poliedro & sempre p >3 Il caso dell’'uguaglianza si verifica, ad esempio, nei
seguenti poliedri regolari: tetraedro, cubo e dodecaedro.

7 Se a ¢ il numero degli angoli solidi e ¢ il numero delle facce si ha 2(a—2) > .
Luguaglianza si verifica ad esempio nel tetraedro, nell’ottaedro e nell’icosaedro.

o
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illi prius addenda erat unitas, ut dividi possit ac postea quotienti adda-
tur binarius, eritque numerus minor facierum. Est maxima reciprocatio
inter facies et angulos solidos.

Pyramides omnes aequilaterae in sphera describuntur. Coni rectangu-
li, cuius cuius scilicet altitudo aequatur semi-diametro basis, superficies
convexa se habet ad basin ut v/2 ad unitatem quemadmodum lineae sim-
plices.

Sic demonstratur non plura esse quam 5 corpora regularia: quia, si
ponatur o pro numero angulorum solidorum, et 1¢ pro numero facie-
rum debet dividi posse 2%+ et 2%* | ita ut nulla occurrat fractio; | alio-
quin enim certum et evidens est, corpus regulare esse non posse. Hoc
autem inveniri tantum potest, si o sit 4./.6./8./12./20. et pariter 1¢ sit
4/8/6/20/12; unde generantur 5 corpora regularia.

Rhomboeides omnes et pyramides sphaeram circumscribunt.

Ut cognoscamus utrum aliquod corpus solidum possit in sphera des-
cribi, primo sciendum est omnes ejus facies necessario in circulo descri-
bi posse. Quo posito, si tres anguli unius faciei aequaliter distent a cen-
tro sphaerae, certum erit etiam alios omnes ejusdem faciei aequaliter a
centro sphaerae distare; ac insuper ex consequenti, angulos omnes vici-
narum facierum, qui simul concurrunt cum illis prioris faciei in iisdem
angulis solidis.

Dato aggregato ex omnibus angulis planis qui in superficie alicujus
corporis solidi existunt, invenire quot in eodem corpore solidi anguli
existant. Addantur 8 numero dato, et productum dividatur per 4: resi-
duum erit numerus quaesitus, ubi si fractio occurrat, certum est nullum
tale corpus esse posse.

Dato aggregato ex omnibus angulis planis et numero facierum, nume-
rum angulorum planorum invenire. Ducatur numerus facierum per 4 et
productum addatur aggregato ex omnibus angulis planis: et totius media

8 Con le notazioni precedenti risulta % +2 < .

9 La reciprocita ¢ evidente dalle precedenti relazioni 2(or—2) < ¢, 2(p—2) < cx.

10 Costabel (p. 2 nota *) osserva che il termine «cuius/il cui» si ripete due volte. Dalla
fotoriproduzione del Ms. pubblicata in Costabel ci risulta: «cuius axis, scilicet altitudo / il
cui asse, ossia altezzas.

I Descartes usa qui il segno cossico % per indicare il numero delle facce, mentre noi
utilizziamo il segno ¢ in quanto poco dopo questa notazione ¢ adottata dal filosofo.

12 Per dimostrare 'esistenza e I'unicita dei 5 poliedri regolari Descartes osserva che, se
o ¢ il numero degli angoli solidi e ¢ il numero delle facce, le quantita, desunte dalle pre-
cedenti relazioni, 20‘74,‘4 e l%_i , devono essere intere, cioé (2a—4) e (2¢ — 4) sono mul-

tipli di ¢ e di ¢, rispettivamente. Per tetraedro, ottaedro, cubo, dodecaedro e icosaedro
risulta infatti rispettivamente 1, 1, 2, 3, 1 per la primae 1, 2, 1, 1, 3 per la seconda. In ogni
vertice si hanno solo 3, 4 o 5 spigoli e le facce sono solo triangoli equilateri, quadrati e
pentagoni regolari.

o
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giungere prima I'unita, perché si possa dividere, e se successivamente si
aggiunge due al quoziente, si otterra un numero minore di quello delle
facce®. E massima la reciprocita fra facce ed angoli solidi’.

Tutte le piramidi equilatere si possono inscrivere nella sfera. La super-
ficie convessa di un cono rettangolo, ossia di un cono la cui'” altezza sia
uguale al semidiametro della base, sta alla base come v/2 sta ad 1, come
avviene per le linee semplici.

Che i corpi regolari non siano pit di 5 si dimostra cosi: indicando con
a il numero degli angoli solidi e con 1¢ il numero delle facce!!, devono
potersi eseguire le divisioni 25* ¢ 295, in modo che non rimanga nes-
suna frazione; | in caso contrario, infatti, & certo ed evidente che il corpo
non pud essere regolare!?, Questo d’altronde puo verificarsi soltanto se
ae4,6,8,12,20 e allo stesso modo se 19 & 4, 8, 6, 20, 12; di qui si otten-
gono i 5 corpi regolari.

Tutti i romboidi e le piramidi possono circoscrivere una sfera.

Per conoscere se un corpo solido si puo inscrivere in una sfera, biso-
gna innanzitutto conoscere se tutte le sue facce possono essere inscritte
necessariamente!® in un cerchio. Cid posto, se tre angoli di una sola fac-
cia sono ugualmente distanti dal centro di una sfera, sara certo che anche
tutti gli altri angoli della medesima faccia distano ugualmente dal centro
della sfera; e inoltre, per conseguenza, distano ugualmente dal centro
tutti gli angoli delle facce vicine, che concorrono insieme con quelli della
precedente faccia, nei medesimi angoli solidi.

Dato 'aggregato di tutti gli angoli piani che si trovano sulla superficie
di un corpo solido, trovare il numero degli angoli solidi esistenti sul
medesimo corpo®. Si aggiunga 8 al numero dato e si divida questa
somma per 4: il risultato sara il numero cercato, e nel caso si presenti una
frazione, & certo che un tale corpo non puo esistere.

Dato 'aggregato di tutti gli angoli piani e dato il numero delle facce,
trovare il numero degli angoli piani'®. Si moltiplichi per 4 il numero
delle facce e si sommi il prodotto all’aggregato di tutti gli angoli piani: la

13 Descartes elenca qui i valori di ove di ¢ relativi ai detti poliedri: per il tetraedro o = 4,
@ =4; per Pottaedro =6, ¢=38; per il cubo a=8, ¢ =6; per il dodecaedro =20,
¢ =12, e per l'icosaedro a =12, ¢ = 20.

14 La «necessita» cui Descartes allude & quella geometrica, sancita dalla costruibilita
con riga e compasso.

15 Descartes esprime qui in altro modo la formula citata in nota 4: se S(p) ¢ la somma

50,4
degli angoli piani e « & il numero degli angoli solidi, si ha —* =

16 Se S(p) & la somma degli angoli piani e ¢ il numero delle facce, si deve trovare il
numero p degli angoli piani sulla superficie poliedrica considerata, che risulta essere
Sp)
40 +——
;

proprio ——"—=»

o
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pars erit numerus angulorum planorum. V.g., aggregatum ex omnibus
angulis planis est 72, numerus facierum 12, cujus quadruplum 48 addi-
tum cum 72 facit 120, cujus media pars est 60: ergo in tali corpore sunt
60 anguli plani.

Sunt semper duplo plures anguli plani in superficie | corporis solidi,
quam latera; unum enim latus semper commune est duobus faciebus. Si
omnes facies dicantur aequalem numerum planorum continere, ergo
numerus angulorum dividi poterit per numerum facierum sine fractione,
et quotiens erit numerus angulorum unius faciei. Hinc facile cognosce-
tur, ex numero angulorum planorum et numero facierum solum cogni-
tis, quot anguli in una facie esse debeant. V.g., si sint 5 facies et 18 angu-
li plani, ergo ex illis faciebus vel 2 erunt triangulares et 3 quadratae, vel
3 triangulares, una quadrata et altera pentagona, vel denique una hexa-
gona et 4 triangulares. Sed quia in eodem corpore sunt 6 anguli solidi,
hinc non potest ullum tale corpus existere, nisi cujus sint ...

Triplicem adverto in angulis solidis aequalitatem aut inaequalitatem:
aequales dicuntur quae aequali numero angulorum planorum compre-
henduntur; aequales item, quae aequalem inclinationem continent, quo
casu dicemus angulos externos sive inclinationis, et priores dicemus
aequales arithmetice; ac denique maxime proprie aequales dicuntur, qui
eamdem partem sphaerae comprehendunt, et dicentur capacitate
aequales. |

Angulorum solidorum inclinatione aequalium ille capacitate major
est, qui arithmetice exuperat; et omnium capacissimus est angulus coni.

Ponam semper pro numero angulorum solidorum 1 et pro numero
facierum @. Aggregatum ex omnibus angulis planis est 4o — 8 et nume-
rus @ est 20— 4, si numerentur tot facies quot possunt esse triangula.
Numerus item angulorum planorum est 6a— 12, numerando scilicet
unum angulum pro tertia parte duorum rectorum. Nunc si ponam 3«
pro tribus angulis planis qui ad minimum requiruntur ut componant
unum angulum angulorum solidorum, supersunt 3 — 12, quae summa
addi debet singulis angulis solidis juxta tenorem quaestionis, ita ut
aequaliter omni ex parte diffundantur. Numerus verorum angulorum
planorum est 2¢ + 2o — 4, qui non debet esse major quam 60 — 12; sed
si minor est, excessus erit + 40— 8 — 2¢.

17 Descartes trova qui la nota relazione, di solito attribuita a L. Euler, v + f =5+ 2,
dove v & il numero dei vertici, £il numero delle facce e s il numero degli spigoli di un polie-
dro. Vedi su questo il Commentaire V in Costabel, pp. 93-102.

18 Dopo aver enumerato tutte le possibili combinazioni di 5 poligoni, la cui somma
degli angoli piani sia 18, Descartes trova che I'unica soluzione accettabile per ottenere un
poliedro fra le tre ipotizzate & quella del prisma a base triangolare, con 5 facce e 6 angoli
solidi.

19 Descartes qui sostituisce ¢ alla lettera cossica precedentemente adottata, cfr. nota 11.

o

268

269



0330.8vbc.gxd

268

269

19-07-2009 11:37 Pagina 1%i§

ELEMENTI DEI SOLIDI 1229

meta del totale sara il numero degli angoli piani. Per esempio: I'aggrega-
to di tutti gli angoli piani & 72, il numero delle facce & 12, e il suo qua-
druplo 48, che sommato con 72, da 120; la sua meta ¢ 60, pertanto su
tale corpo vi sono 60 angoli piani. |

Gli angoli piani sulla superficie | di un corpo solido sono sempre il
doppio dei lati'’; un singolo lato, infatti, ¢ sempre comune a due facce.
Se si pone che tutte le facce contengano un ugual numero di piani, allo-
ra il numero degli angoli si potra dividere esattamente per il numero
delle facce, e il quoziente sara il numero degli angoli della singola faccia.
Di qui si puo facilmente determinare, noti soltanto il numero degli ango-
li piani e il numero delle facce, quanti angoli vi devono essere su una sin-
gola faccia. Per esempio, se si hanno 5 facce e 18 angoli piani, allora, fra
quelle facce, ce ne saranno o 2 triangolari e 3 quadrate, oppure 3 trian-
golari, una quadrata e una pentagonale o, infine, una esagonale e 4 trian-
golari. Ma poiche in questo corpo vi sono 6 angoli solidi, di qui si dedu-
ce che non pud esistere un simile corpo, a meno che non sia tale...!®

Osservo che negli angoli solidi vi ¢ una uguaglianza o disuguaglianza
di tre tipi: si dicono uguali quelli che sono compresi da un ugual nume-
ro di angoli piani; parimenti, si dicono uguali quelli che contengono
un’uguale inclinazione, e in questo caso li diremo angoli esterni o di
inclinazione e i precedenti li diremo uguali aritmeticamente; e infine, si
dicono uguali, nel senso pit proprio, gli angoli solidi che racchiudono la
medesima parte di sfera, e si diranno uguali in capacita. |

Fra gli angoli solidi uguali per inclinazione, I'angolo maggiore per ca-
pacita ¢ quello che li supera aritmeticamente, e quello pit capace fra
tutti ¢ I’angolo del cono.

Denoterd sempre con 1o il numero degli angoli solidi e con!® @ il nu-
mero delle facce. L'aggregato di tutti gli angoli piani &€ 4o — 8 e il nume-
ro @ & 200—4, se vengono contate tante facce quanti possono essere i
triangoli?®. Parimenti, il numero degli angoli piani ¢ 6a — 12, contando
cioé un singolo angolo come un terzo di due angoli retti. Ora, se pongo
3a per i tre angoli piani che sono il minimo che si richiede per compor-
re uno solo degli angoli solidi, resta?! 3a — 12, e questa somma deve esse-
re aggiunta ai singoli angoli solidi, secondo il tenore della questione, in
modo da ripartire uniformemente in ogni parte. Il numero dei veri ango-
li piani & 2¢ + 20— 4, ed esso non deve essere maggiore di 60— 12; ma
se fosse minore, lo scarto sara + 400 — 8 — 2¢.

Sip}

20 Utilizzando il simbolismo delle note precedenti, da 3% = 4q-8 ¢ ¢ = T s

Jp-d0+8 23-p-da+8 .
deduce ¢ = L=F= =202 da cui discende ¢ = 20— 4.

21 Ossia il numero degli angoli piani sulla superficie del poliedro soddisfa le limitazio-
ni3a<p<b6o-12.

o
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Describi possunt Rhomboeides in sphaera cujuscumque quantitatis,

sed non aequilaterae.

Omnium optime formabuntur solida per gnomones superadditos uno

4 semper angulo vacuo existente, ac deinde totam figuram | resolvi posse
in triangula. Unde facile agnoscitur omnium polygonalium pondera
haberi ex multiplicatione trigonalium per numeros 2/3/4/5/6 etc., et ex
producto si tollantur 1/2/3/4 radices, etc. |

. - 150 2 52

Ut tetragonalium pondus fit ex 272+ 27 per 2 fit 272 + 2n unde
sublato 17 fit 1#?; item per 3 ex producto tollendo 2, fit pondus penta-

gonalium, etc.

Quinque corpora regularia, simpliciter ut per se spectantur, forman-
tur per additamentum gnomonis, ut superficies fuerant formatae.

Tetraedronali Ottaedronali Icosaedron.

F-R+AO F-R+A O F-R+A O
1-0+0,1 4-4+1,1 15-20+6,1
3-0+0,4 12-8+1,6 45-40+6, 12

6-0+0,10 24-12+1,19 90 - 60 + 6,48
10-0+0,20 40-16 + 1, 44 150-80+6,124

Cubici
F-R+A O

3-3+1,1
12-6+1,8

27-9+1,27
48-12+1,64

Ita etiam polygonales regulariter fieri debent:

R - A O|R - A O|R -
1 - 0 12 -1 1|3 -
2 -0, 3|4 - 1, 4|6 -
3 -0, 616 - 1, 99 -
4 - 0, 1018 - 1, 16]12 -

>

3

A
2
2
2
2

3

(@]
1

[ N,

5
12 112
22|16

O P P

Dodecaedron.
F-R+AO
9-18+10,1
45 -36 + 10, 20
108 - 54 + 10, 84
198 - 72 + 10, 220

—

15
28

22 Con il termine «gnomone» si indica ogni grandezza geometrica, come la cornice a
squadra per i quadrati, che pud aggiungersi o togliersi a determinate figure, mantenendo-

ne inalterata la forma.

211 termine «peso» indica la formula che esprime I'z-esimo numero figurato di p lati.

24 Cioe ogni numero poligonale di p lati si pud esprimere con la formula

F,,= R@ —An,doveR=p-2eA=p-3.

2 Cioe dei numeri quadrati.

26 Nel caso dei numeri quadrati, p =4, R=2, A =1 e, utilizzando la formula sopra

n(n+1)

enunciata in notan. 24, siha F,4=2- — - 1n=

o

n.
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Possono essere inscritti in una sfera romboidi di qualsiasi quantita, ma
non equilateri.

I corpi solidi saranno formati nel modo migliore tramite gnomoni®?
aggiunti in modo che vi sia sempre un angolo vuoto e che quindi la figu-
ra intera | possa essere scomposta in triangoli. Di qui si riconoscera facil-
mente che i pesi?® di tutti i poligonali sono ottenuti dalla moltiplicazio-
ne dei triangolari per i numeri 2/3/4/5/6 ecc. e togliendo dal prodotto
1/2/3/4 ecc. radici®*. |

Per ottenere il peso dei tetragonali?’, da 772 + 77 moltiplicato per 2
si ottiene 272 + 7 e, sottratto 17 da questa quantita, risulta®® 172; allo
stesso modo, <moltiplicando> per tre <e> togliendo 2 dal prodotto, si
ottiene il peso dei pentagonali, ecc.?’

I cinque corpi regolari, considerati semplicemente in se stessi, sono
formati tramite 'aggiunta di uno gnomone, come erano state formate le
superficie.

Tetraedronali Ottaedronali Icosaedron. Cubici Dodecaedron.
F-R+AO F-R+AO F-R+A O F-R+AO F-R+AO
1-0+0,1 4-4+1,1 15-20+6,1 3-3+1,1 9-18+10,1

3-0+0,4 1228-8+1,6  45-40+6, 12 12-6+1,8 45 —36 + 10, 20
6-0+0,10 24-12+1,19 90-60+6,48 27-9+1,27  108-54+ 10, 84
10-0+0,20 40-16+1,44 150-80+6,1242° 48—-12+1,64 198-72+ 10,220

Cosi anche i poligonali devono essere costruiti regolarmente:*°

R - A O|R - A O|/R - A O|R - A O
1 -0 112 -1 1|3 - 2 1[4 - 3 1
2 -0, 3|4 - 1, 4|6 - 2 5|8 - 3 6
3 - 0, 6|6 - 1, 9|9 - 2, 12|12 - 3, 15
4 - 0, 1018 - 1, 16]12 - 2, 22|16 - 3, 28

27 Nel caso dei numeri pentagonalip =5,R =3, A =2erisultaF,5=3 - =
_ 3nt-n
=2

28 Leibniz scrive qui: 1. Costabel (p. 4 nota *) corregge: 12.

29 Lapsus nel testo: 24.

30 Le colonne R —A denotano le «progressioni gnomoniche», cioé le progressioni
numeriche che, sommate a un numero poligonale, consentono di determinare il successi-
vo. Le progressioni gnomoniche sono le seguenti: per i triangolari & la progressione dei
numeri naturali 7, per i quadrati ¢ la progressione dei numeri dispari 272 — 1, per i penta-
gonali ¢ la progressione 37 — 2, per gli esagonali ¢ la progressione 47 — 3, ecc. Nel caso dei
numeri pentagonali, quindi, si avra: 37 -2= 1, 4, 7, 10, .. e 1+0=1, 4+1=5,
7+5=12,10+ 12 =22, ecc.

nin+1) — o
2

o
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Quod si imaginaremur figuras istas ut mensurabiles tunc unitates
omnes intelligerentur esse ejusdem rationis ac figurae ipsae: nempe in
triangulis unitates triangulares; pentagona metiuntur per unitatem pen-
tagonam etc. Tunc eadem esset proportio plani ad radicem, quae est
quadrati ad suam radicem; et solidi, quae est cubi: ut si radix sit 3, pla-
num erit 9, solidum 27, etc., v.us. quod
etiam valet in circulo et sphera alijsque
omnibus. Si enim unius circuli circumferen-
tia sit triplo major altera, ejusdem area
continebit novies. Unde animadvertis has
progressiones nostrae matheseos, %, 3, ¢,
etc., non esse alligatas figuris | lineae, qua-
drati, cubi, sed generaliter per illas diversas mensurae species designari.

18 + 10 -
54 + 50 -
108 + 120 -

48 + 21, 1
96 + 21, 30
44 + 21, 13534

Corporis quod constat 4 hexagonis et 4 triangulis, latera sunt 18,
anguli 12, facies 8. Igitur hujus | gnomon constat 2 hexagonis et 3 trian-
gulis faciebus, minus sex radicibus, + 2 angulis.

Gnomon D F+
3+
9+

18+
30+
45+

Gnomon © 2 F+
6+

18+

36+

60+

F-
2
12—
30—
56—
90—

F-
4-
16-
36—
64~

R+
6+
12+
18+
24+
30+

R+
14+
28+
42+
56+

A,

>

>

NN N

VNV RNV RNV e

O

1
12
44
108
215

12

47
120
(245)

Corporis quod constat 8 trian-
gulis et 6 quadratis faciebus, late-
ra sunt 24, anguli 12 et facies 14.
Hujus constat 6 triangulis et 4
quadratis faciebus, — 14 radici-
bus, + 5 angulis.

Corporis quod constat 8 trian-
gulis et 6 quadratis faciebus, late-
ra sunt 36, anguli 24 et facies 14.
Hujus | gnoomon constat 6 trian-
gulis et 4 quadratis faciebus, — 14
radicibus, + 5 angulis.

31 Costabel (p. 4 nota **) osserva che 'abbreviazione «v.us» dovrebbe stare per «ver-

bis tribus / in breves.

32 Seguendo Costabel (pp. 34-35) ci serviamo dei simboli 7, 72, 2, in luogo dei carat-

teri cossici.

3 Nell'ultima riga dello gnomone si ha, per lapsus calami, — 144, invece di — 44.

o
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Poich¢, se immaginassimo queste figure come misurabili, allora si
comprenderebbe che tutte le unita sono della medesima natura della
figura stessa: cio¢ nei triangoli le unita sono triangolari, i pentagoni sono
misurati per mezzo di un’unita pentagonale, ecc. Allora la proporzione
di una figura piana rispetto alla sua radice sarebbe la stessa del quadra-
to rispetto alla sua radice e la proporzione del solido sarebbe la stessa del
cubo: cosi, in breve’!, se la radice ¢ 3, il piano sara 9, il solido 27, ecc., il
che vale anche nel cerchio e nella sfera e in
tutte le altre figure. Infatti, se la circonferen-
za di un cerchio ¢ il triplo di un’altra, la sua
area sara 9 volte piu grande. Di qui ci si
rende conto che queste progressioni della
nostra mathesis? n, n?, n?, ecc. non sono
vincolate alle figure | della linea, del quadra-
to, del cubo, ma, in generale, vengono indicate per mezzo di quelle di-

verse specie di misura®’.

18 + 10— 48 + 21, 1
54 + 50 - 96 + 21, 30
108 + 120 — 44 + 21, 13534

I lati di un corpo che consta di 4 esagoni e di 4 triangoli sono 18, gli
angoli 12, le facce 8. Pertanto il suo | gnomone consta di 2 facce esago-
nali e di 3 triangolari, meno sei radici, + 2 angoli.

Gnomone > F+ F- R+ A, O  Le facce di un corpo che consta
3+ 2- 6+ 21 di8triangoli e di 6 quadrati sono
9+ 12- 12+ 2, 12 14 egliangoli24 e il suo gnomo-

18+ 30- 18+ 2 44  ne consta di 6 facce triangolari e
30+ 56— 24+ 2, 108  di4 quadrate, — 14 radici, + 5 an-
45+ 90— 30+ 2, 215  goli.

Gnomone ® F+ F- R+ A 0O Ilatidiun corpo che consta di 8
6+ 4- 14+ 5 1 facce triangolari e di 6 quadrate

18+ 16— 28+ 5 12 sono” 24, gli angoli 12 e le facce
36+ 36- 42+ 5, 47 14.Ilsuo] gnor%one consta di 6
60+ 64— 56+ 5, 120  facce triangolari e di 4 quadrate,

(245)  — 14 radici, + 5 angoli.

34 Costabel (p. 5 nota *) rileva che questa tavola corrisponde alla descrizione dello gno-
mone riportato nell’ultimo esempio (B Op II 1235, cfr. anche la nota relativa; Costabel 6,
1. 17-19).

35 Costabel (p. 5 nota ***) emenda il testo del manoscritto che qui indicava 36 lati e 24
angoli.

o
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Gnomon 6+ 5- 23+ 13, 1 Corporis quod constat 8 hexa-
36+ 20— 46+ 13, 24  gonis et 6 quadratis faciebus,
90+ 45- 69+ 13, 103 latera sunt 36, anguli 24 et facies
168+ 80— 92+ 13, 272 14. Hujus gnomon habet 6 hexa-

gonas et 5 quadratas facies, mi-
nus 23 radices, + 13 angulos. |

6 7+ 4- 20+ 10, 1 Corporis quod constat 8 trian-
21+ 32— 40+ 10, 24 gulis et 6 octangulis faciebus, la-

42+ 84— 60+ 10, 100  tera 36 anguli 24, facies 14.

70+ 160- 80+ 10, 260  Hujus gnomon habet 4 octogo-

nas et 7 triangulares facies, mi-

nus radices 20, plus angulos 10. |

7+ 15— 37+ 16 1 Corporis quod constat 18
21+ 60— 74+ 16, 24  quadratis et 8 triangulis, latera
42+ 135- 111+ 16, 106  sunt 48, et anguli 24, et facies 26.
70+ 240- 184+ 16, 284  Hujus autem gnomon constat 15

quadratis et 7 triangulis faciebus,
— 37 radicibus, plus 16 angulis. |

i+ 18— 76+ 48 1 Corpus ex 20 triangulis et 12

55+ 108— 152+ 48, 60 pentagonis; latera 60, anguli 30,

1512+ 170- 228+ 48 282  ct hujus gnomon habet 18 trian-
gulas et 10 pentagonas facies,
minus radices 48, plus 21 an-
gulos.

Termini algebraici aequales 1st1s numerls figuratis inveniuntur ducen-
do exponentem faciei + 27 per 37 + 5 deinde per numerum facierum;
hocque toties faciendo, quot sunt diversa genera facierum in dato corpo-
re; deinde producto addendo vel tollendo numerum radicum ductum
per 1%+ In, etc., et numerum angulorum ductum per 17. |

36 Costabel (p. 6 nota *) rileva che il manoscritto porta un segno di rinvio alla seguen-
te nota in margine: «Horum autem differentias ita definiemus, prioris / Definiamo perd
cosi le loro differenze, della prima 1-1, ecc.», con lo schema qui allegato:

1—- 1
11 - 10
32X21
6432

107 > 43
161 =

37 Costabel (p. 6 nota **) osserva che in alto a sinistra di questa tabella si trova un rin-
vio alla seguente nota di Leibniz: «Qui ad sinistrum latus lineae characteres in Mso elisi
et dubii erant neque hic gnomon cum numeris convenit ut in prioribus / Nel manoscrit-

o
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Gnomone 6+ 5- 23+ 13, 1 Ilati diun corpo che consta di 8
36+ 20— 46+ 13, 24  facce esagonali e di 6 quadrate
90+ 45— 69+ 13, 103  sono 36, gli angoli 24 e le facce
168+ 80— 92+ 13, 272 14. Il suo gnomone consta di 6

facce esagonali e di 5 quadrate,
meno 23 radici, + 13 angoli. |

7+ 4- 20+ 10, 1 I lati di un corpo che consta di
21+ 32— 40+ 10, 24 8 facce triangolari e di 6 ottago-
42+ 84— 60+ 10, 100  nali sono 36, gli angoli 24, le
70+ 160- 80+ 10, 260  facce 14. Il suo gnomone consta

di 4 facce ottagonali e di 7 trian-
golari, meno 20 radici, pit 10
angoli. |

274 7+ 15- 37+ 16, 1 Ilati di un corpo che consta di
21+ 60— 74+ 16, 24 18 quadrati e di 8 triangoli sono
42+ 135- 111+ 16, 106 48, gli angoli 24, e le facce 26. 11
70+ 240- 184+ 16, 284  suo gnomone consta di 15 facce
quadrate e di 7 triangolari, — 37
radici, pitt 16 angoli*®. |

275 11+ 18- 76+ 48 1  Corpo che consta di 20 triangoli
S5+ 108— 152+ 48, 60 e di 12 pentagoni: 1 lati sono 60,
1512+ 170— 228+ 48, 282 gh angoli 30e Il sSuo gnomone ha

18 facce triangolari e 10 pentago-
nali, meno 48 radici, pitt 21 an-
goli.’’

I termini algebrici uguali a questi numeri figurati si trovano moltipli-
cando Pesponente della faccia®® + 77 per 37 + 3, e poi per il numero
delle facce; e iterando questo procedimento tante volte quanti sono i
diversi generi di facce nel corpo dato; poi aggiungendo o togliendo al
prodotto il numero delle radici moltiplicato per 372 + 37, ecc., e il nu-
mero degli angoli moltiplicato per®® 1. |

to i caratteri a sinistra della linea erano dubbi e cancellati e lo gnomone non concorda con
i numeri, come avveniva nei precedenti casi.».

*8 1l termine «esponente della faccia» indica I'espressione dell’z-esimo numero poligo-
nale associato ad ogni faccia del poliedro considerato.

% Descartes enuncia qui la regola generale per determinare I'espressione di ogni
numero poliedrale. In notazioni moderne esso si esprime con la formula

1 . n+1 nln+1)
;{(E,,ﬁzn)( 3 )F}— R( 3 )+ An

o
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Ut si quaerantur termini ab aequatis numeris figuratis qui repraesen-
tent corpus ex 20 triangulis et 12 pentagonis, quoniam gnomon hujus
corporis constat 18 trlangularlbus fac1ebus et 10 pentagoms minus 48
radicibus, + 21 angulis, primo addo %7 numero ”2 + 21, qui est expo-
nens faclel trlangularls e productum, nempe 772 + 17¢ duco per
Sn+ 3 fit €22 + €1+ ¢n, quod duco per 18, et fit 3/ + 9n? + 6n.
Delnde addo etlam 27 numero > ﬂz - % n, qu1 est exponens faciei penta-
gonalis, et fit 372 quo ducto per Ly it ++ 712 et deinde per 10,
fit 5/ + 5#2; quod si jungatur cum numero praecedenti, | fit 8/ + 1472 + 61. 276
Unde si tollatur numerus radicum 48, ductus per 72 + 7, nempe
2412 + 24n, fit 87° — 107? — 18#; cui si addatur 217 propter 21 angulos,
fit 8#> — 1072 + 37, numerus algebraicus quaesitus.

Denique pondera omnium 14 solidorum, prout imaginamur illa oriri
ex progressionibus arithmeticis. |

dove F & il numero delle facce di un medesimo tipo nello gnomone del poliedro consi-
derato, R ¢ il numero delle radici e A il numero degli angoli dello gnomone. Sostituendo
gli opportuni valori, questa formula da origine a tutte le espressioni riportate nella secon-
da colonna della tabella finale.

40 Costabel riporta nel testo latino «ab aequalis», ma ritiene (p. 7 nota *) che si debba
leggere «ab aequatis», rigettando la lettura di AT («adaequales»).

o
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Ad esempio se si cercano i termini a partire da opportuni*’ numeri
figurati che rappresentano un corpo costituito da 20 triangoli e 12 pen-
tagoni, poiche lo gnomone di questo corpo consta di 18 facce triangola-
riedi 10 pentagonah meno 48 radici, + 21 angoli, innanzitutto sommo
21 al numero 272 + 7 , chee l’esponente della faccia trlangolare e mol
tiplico il risultato, ciod Z72 + 17, per 37 + 3, si ottiene 7% + €12 + &n,
che moltlphco per 18, e risulta 37° + 97 + 6n. Quindi sommo anche 1y
al numero 32 - %n che ¢ I'esponente della facc1a penta onale, e si
ottlene 32 molt1phcata quest’ultima quantita per*! 3x + 3, si ottiene
71 + n? e quindi moltiplicando per 10 si ottiene 5% + 5142 e se si

276 somma questo risultato al numero precedente, | si ottiene 87 + 1472 + 6.
A questo punto, se si sottrae il numero delle radici, 48, moltiplicato per
T1? + Tn, clod 2472 + 24n, si ottiene 8% — 102 — 18x; se vi si agglunge
21#n, in considerazione dei 21 angoli, si ottiene 87 — 1072 + 31, che ¢ il
numero algebrico cercato.*?

Ecco infine i pesi di tutti i 14 corpi solidi, in quanto li immaginiamo
provenire dalle progressioni aritmetiche: |

4 Lapsus 1n+1n nel manoscritto, segnalato in Costabel (p. 7, nota **).

4 Nell’esempio considerato da Descartes si ha F; = 18, F,=10, F;,= Alnrl)

5

F,= o 2_” , R =48, A =21. Lespressione del numero poliedrale corrispondente &

2_
LACR RV R ST e A KA ST RAA R PSS ST VT
2 2)73 2 2) 73 2

o
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Supersunt duo corpora, unum ex 8 hexagonis et 12 quadratis, aliud

ex 30 quadratis, 12 decag., et 20 hexag.

# 11 manoscritto riporta nella colonna 4 il valore del raggio della sfera circoscritta, in

luogo di quello del diametro; correggiamo conformemente a Costabel p. 9.

4411 manoscritto riporta nella colonna 1 il valore W + Ln? + Ln; correggiamo con-

formemente ad AT X 277. D’ora in poi nel manoscritto Leibniz indica nella colonna 1 solo

i coefficienti, omettendo le relative potenze, qui inserite per comodita di lettura.

92 + %n e nella colonna 3 il

31 —
6

+ 7 correggiamo conformemente a Costabel p. 9.

4 Tl manoscritto riporta nella colonna 2 il valore

valore /232
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Rimangono 2 corpi, uno costituito da 8 esagoni e 12 quadrati, I'altro

costituito da 30 quadrati, 12 decag. e 20 esag.*®

é».

perch
L57; correggiamo conforme-

annota: «Nescio cur / non so

46 Costabel (p. 8 nota *) osserva che Leibniz qui
47Tl manoscritto riporta nella colonna 3 il valore

mente a Costabel p. 9.

V5 o+

17
16

*) segnala la presenza sul manoscritto della seguente nota di

48 Costabel (p. 8 nota *
Leibniz: «Alio atramento inscriptum erat / Era scritto con inchiostro diverso».
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