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Minoration de la hauteur
normalisée dans un tore

Francesco AMoOrOsO & Sinnou DAviD

Résumé : nous démontrons une nouvelle minoration de la hauteur normalisée d’une sous-variété
algébrique d’un tore multiplicatif (et par conséquent des petits points d’une telle sous-variété). Si dans
le cas torique, une preuve effective de la conjecture de Bocomorov généralisée était déja connue ainsi
que des estimations « pluri-exponentielles » en le degré de la variété (W. Scamipr et E. BomBieri-
U. ZanNIER), puis monomiales inverses (par le deuxieme auteur et P. Puirippon), notre approche qui
est entierement nouvelle, permet de démontrer a un ¢ -prés les conjectures les plus précises (en fonction
du degré) que I'on peut formuler dans ce cadre. On obtient ainsi pour ce probleme Iexact analogue
de ce que I'on sait obtenir dans le cadre du probleme de Lemmer. Enfin, nous démontrons pour les

sous-variétés de codimension au moins 2 une conjecture du deuxieme auteur et P. Puirippon.

Abstract: we prove a new lower bound for the normalized height of subvarieties of a multiplicative
torus (and thus for the small points of such a subvariety). Effective proofs of the so called generalized
Bocomorov conjecture were already known. W. Scumipr and E. Bomsieri-U. ZANNIER, gave first a
“pluri-exponential” lower bound in terms of the degree, which the second author and P. Puiripron
brought down to an inverse monomial using a different approach. Our proof is entirely new in its
principle and proves up 0 an ¢ the sharpest conjectures that can be fomulated in terms of the degree
of the variety studied. We thus obtain for this problem the exact analogue of what is already known
for the LEaMER problem. Finally, we prove a conjecture of the second author and P. Puiriepon for

subvarieties of codimension at least 2.




1 Introduction

ANS CET ARTICLE, nous poursuivons I'étude des minorations de la hau-
teur normalisée des sous-variétés algébriques d'un tore multiplicatif
amorcée dans nos textes précédents [Am-Dal], [Am-Da2] et [Am-Da3].
Nous allons commencer par exposer la problématique dans le cadre

général d’un plongement projectif quelconque du tore.

On appellera « compactification équivariante » de G/, un plongement projectif
¢ : G), < Py tel que 'adhérence de Zariski de ¢(G},) dans Py soit une com-
pactification équivariante lisse de G/, ; on supposera que ¢ est Q-rationnelle. Les
compactifications les plus courantes et pour lesquelles on a le plus d’applications
arithmétiques sont bien entendu les compactifications « standard » 7. e. G}, — P,

et G > P! 3 Py

Soit V une sous-variété algébrique propre* et réduite de G/, que I'on supposera
définie sur un corps K C Q et K-irréductible ; on définit sa « hauteur normalisée »,
notée izw(V), avec des méthodes de géométrie d’ArakeLOV (vozr la série [Zhal],
[Zha2], [Zha3]), ou a I'aide d’une construction « a la NErRON-TATE » (voir [Da-Ph2],
ou [Phi3] pour une construction analogue sur les variétés abéliennes). Plus préci-
sément, P. PuiLipron définit la hauteur normalisée® de la variété V par rapport
au plongement ¢ par:

- hy(Im]V) deg, (V)
oo m deg, ([m]V)

ou hy(V) (respectivement deg,(V)) est la hauteur projective (respectivement le
degré) de I'adhérence de Zariskr de ¢(V) dans Py.

L. Szpiro a également introduit le minimum essentiel de V., noté ,&;SJSS(V)a comme la
borne inférieure des nombres réels 6 > O tels que I'ensemble des points & € V(Q)
de hauteur normalisée bornée par 6 soit Zariski-dense dans V. Bien évidemment,

% Dans ce texte, le mot « propre » signifie « strict », z.e. C.

4 Dans le cas particulier du plongement standard G? <> P,, la hauteur normalisée d’un point
coincide bien siir avec sa hauteur de WeiL logarithmique et absolue.
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cette définition généralise la notion de hauteur d’un point: si @ € G2 (Q), alors
fg ({e)) = hy(e).
Le minimum essentiel et la hauteur sont tres liés. Soit V une variété définie sur

un corps K € Q et K-irréductible ; on dispose alors de la relation suivante, montrée
dans [Zha2], théoreme 5.2 et [Zha3], théoreme 1.10%:

hy(V)
(dim(V) + 1) deg,, (V)

ho(V)
deg, (V) ~

ey

<AV <

Le minimum essentiel et la hauteur normalisée ont la propriété remarquable sui-
vante. Soit V une sous-variété algeébrique de G/, définie sur un corps K C Q
et K-irréductible; alors [ig*(V) = O (ce qui est équivalent a iz(p(V) = 0 grace a
I'inégalité (1)) si et seulement si V est une réunion de variétés de torsion (z e. de
translatés de sous-tores de G/, par des points de torsion) : cest un théoreme de Law-
TON (voir [Law]) pour les hypersurfacesS de G et de S. Zuanc dans le cas général
(confer [Zhal]). 1l est donc naturel de chercher a minorer le minimum essentiel (ou
la hauteur normalisée) d’une variété qui n’est pas une réunion de variétés de torsion.
II est facile de voir que I'on ne peut pas s’attendre a des minorations ne dépendant
que du degré géométrique de V dans le cas général. En effet pour tout D € N*,

7 1/D 1/py) _ log2

h(127P, 2P = ==
(ou ¢ est la compactification équivariante ¢ : G/, — P,) qui tend vers O lorsque D
tend vers I'infini, alors que le degré reste égal a 1. Plus généralement, si I'on prend
pour V un translaté d’'un sous-tore fixé H de G/, par un point d’ordre infini », on
peut vérifier que la hauteur normalisée de V est essentiellement la hauteur de la
projection de n dans GJ,/H ; on peut donc faire tendre la hauteur de V vers O en
faisant varier § dans G (Q) (mais sans changer son degré géométrique).

On doit dong, si 'on souhaite formuler les conjectures les plus précises possible
introduire des hypotheses supplémentaires : soit en imposant des conditions de na-
ture « arithmétique » (% e. tenir compte du degré du corps de définition de V'), ce
qui, comme on le verra plus bas revient a généraliser le probleme de LEHMER ; soit
en imposant des conditions géométriques portant sur la dimension du stabilisateur
de V afin d’éliminer les contre-exemples exposés ci-dessus (et qui sont en fait les
seuls possibles), ce qui revient au « probleme de Bocomorov pour les tores ».

4 On pourra également se reporter a [Da-Ph1] §. 3, corollaire 3.2, pour une preuve plus élémentaire
de ces inégalités, écrite dans le cadre des variétés abéliennes mais qui s’adapte immédiatement au cas
multiplicatif. On notera également que le théoreme de S. Zuanc est plus fort que ce qui est cité ici:
I'inégalité de gauche peut-étre renforcée en y remplacant le minimum essentiel par la somme de tous
les minimums successifs de la variété.

§ Pour le plongement standard G? <> P,. Dans ce cas, la hauteur normalisée coincide avec la
mesure de ManLER d’une équation de V (conféer [Da-Ph2]).

Prépublication de I'institut de mathématiques de Jussieu
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Dans le sous-paragraphe 1.1 nous nous intéresserons au probleme de Bocomo-
Lov pour les tores; nous énoncerons une nouvelle conjecture qui contient celle
de [Da-Ph2] et un théoreme qui montre que cette conjecture est vraie « a des
facteurs log pres ». Ensuite, au sous-paragraphe 1.2 nous rappellerons rapidement
les conjectures que nous avons proposées et les résultats obtenus dans le cadre du
probléeme de Leamer dans les travaux [Am-Dal], [Am-Da2] et [Am-Da3]: bien que
les méthodes de preuves soient différentes, on peut noter un grand parallélisme
entre les conjectures que I'on peut formuler et les résultats obtenus. Enfin, dans le
sous-paragraphe 1.3 nous présenterons le plan de cet article et nous introduirons les
notations dont nous aurons besoin dans la suite.

Comme nous 'avons fait observer dans [Am-Dal], le degré n’est pas le bon inva-
riant pour ce type de problemes, mais /indice dobstruction, qui est plus fin, a savoir:

Déﬁnition_ 1.1 Soient V. C W deux sous-variétés algebriques de P,, definies sur un
corps K C Q et K-irréductibles. On appelle indice d’obstruction de V relatif a W, note
wr(V, W) le plus petit degré d'un diviseur Z de W defini sur K et contenant la variéte'V .

Rappelons que lorsque W =P, I'indice d’obstruction wx(V, P,) (que I'on notera
simplement wg(V)) a été introduit par M. WaLpscamipr (voir [Wal]) pour des
questions liées aux lemmes de Scawarz. Lorsque K = Q, nous omettrons parfois
Iindice Q, et noterons l'indice d’obstruction w(V, W) (ou (V) si W =P,).

On déduit facilement d’un résultat de M. CuarDIN (confer [Cha], corollaire 2,
chapitre 1, page 8 et exemple 1, page 9) I'inégalité :

1 < wx(V) < ndeg(V)Y codim®) 2)

ce qui montre bien que I'indice d’obstruction est un invariant plus précis que le degré.

1.1 Probleme de BocomoLov pour les tores

ANs [Da-Pnal, le second auteur et P. PHiLippoN ont proposé une conjecture

(voir conjecture 1.3 ci-dessous) dans le cadre du probleme de Bocomo-

Lov pour les tores que nous allons préciser, en tenant compte de I'indice
d’obstruction, et généraliser a un groupe multiplicatif muni d’une compactification

équivariante (et non plus restreinte aux compactifications standards de G, dans P,

SEGRE n .
ou dans P} " P! comme dans loc. ciz.).

La conjecture que nous proposons est la suivante :

Conjecture 1.2 Soitn > 2 un entier naturel et soit ¢ - Gy, — Py une compactification
équivariante de G, et Q-rationnelle. I existe alors un nombre réel c(¢) strictement positif

UniversiTE DE CAEN & UNI1VERSITE P1ERRE ET MARIE CURIE
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tel que la propriété suivante soit vrate. Soit V. une sous-varieté propre de G, , definie sur Q,
geométriguement irréductible qui n'est pas un translaté d’un sous-tore propre de G, . Notons
ensuite B le plus petit (par rapport a linclusion) translaté d’un sous tore de G, contenant
V. Alors, on a la minoration :

c(¢) deg, (B)

A ess V 2
Ly (V) w0y (V. B)

o wy(V, B) = w(p(V), p(B)). De plus, la constante c(¢) ne dépend que de la dimension
N du plongement projectif induit par ¢ .

Remarquons que la dépendance en w,(V) dans cette conjecture est optimale :
en effet pour V vérifiant les hypotheses de la conjecture et qui de plus n’est pas
contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre, et pour tout entier / pour lequel
[/]V est irréductible (il y en a une infinité), on a: w,([I[] 71V, G") < lw,(V, G") et
ﬂ;ss([l]_lV) = l_lﬁ;SS(V). Ici et dans toute la suite, on note [/] : G} — G}, le

morphisme de « multiplication » par [ défini par [I]x:=(x],...,xl).

Un raisonnement analogue permet de vérifier plus généralement que I'on ne peut
raffiner la dépendance en w,(V, B). De plus, I'un des intéréts de cette question
générale est de suggérer que ces minorations peuvent tendre vers l'infini avec le
degré projectif de G/, (et plus généralement de B).

Notons enfin que la conjecture 1.2 implique (voir la proposition 6.1 dans le para-
graphe 6) la conjecture 1.1 de [Da-Ph2]:

Conjecture 1.3 Soit V une sous-variéié algébrique propre et géométriquement irréduc-
tible de G, de dimension d et supposons que V ne soit pas un translaté d’un sous-groupe
. L Segre _on_
propre de G, Notons t la compactification équivariante t : G, — P} < P> 1. Alors:
(i) 1l extste une constante universelle ¢ > O telle que :

h(V)=c .

(ii) Soits la dimension du plus petit translaté de sous-groupe algébrique de G, contenant
V (par hypothese, on a donc s > d ). On a alors :

c(n)

/N €ss V 2 e ———
lu‘L ( ) degL(V)l/(é_d)

ou c(n) est un nombre réel strictement positif. De fagon équivalente :
h(V) = ¢'(n) deg, (V) 16D

ouw c'(n) est un nombre réel strictement positif-

Prépublication de I'institut de mathématiques de Jussieu
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On notera que I'équivalence entre les deux énoncés du point (ii) se déduit de la
relation (1). On remarquera aussi que le point (i) implique le point (i) (voir la preuve
de la proposition 6.1 dans le paragraphe 6).

Dans le cadre des conjectures 1.2 et 1.3, le meilleur résultat connu jusqu’ici est

celui de [Da-Ph2], théoreme 1.2. Le deuxieme auteur et P. PuiLippon y ont montré
la minoration :

h(V) >27* deg,(V)* log(deg,(V) +2)* |

valable pour toute sous-variété algébrique propre de G/, (compactifié via ¢ : G, —

SEGRE n , ;. .y . . /1
Pr "< P¥'~1) géométriquement irréductible, qui n’est pas un translaté d’un sous-

n
tore de GJ,.

Notons que cette minoration améliorait des résultats quantitatifs antérieurs diis
d’une part a W. Scamipr (confer [Sch2]) et d’autre part a U. Zannier-E. BoMmBIERT
(confer [Bo-Za)).

Décrivons maintenant les résultats que nous obtenons dans le cadre naturel de la
compactification standard G/, < P,. Ce choix ne fait pas véritablement perdre en
généralité en ce qui concerne le parametre principal qui est le degré géométrique de
la variété étudiée, et permet de simplifier considérablement les notations, les énoncés
et surtout les preuves. De méme, nous supposerons que la variété V n’est contenue
dans aucun translaté d’'un sous-tore propre de G,. Cette réduction simplificatrice
n’entraine pas non plus de perte tres significative comme le montre le corollaire 1.6
ci-dessous. Nous reviendrons sur ces questions plus générales dans le cadre d'un
travail ultérieur s’il s’avere qu’elles ont d’autres applications arithmétiques.

Pour alléger on omettra donc I'indice correspondant a la compactification dans
les symboles deg, w, 1% et h.

Nous allons établir le résultat suivant:

Théoreme 1.4 Soit V une sous-variéié propre et géométriquement irréductible de G, de
codimension k qui n'est contenue dans aucun translaté d'un sous-tore propre de G,. On a

alors :
C( ) X ({10 w(V ®)

ou c(n) est un nombre réel strictement positif et A(k) = (9(3k)*+D ).

=) >

Dans le cas particulier d’'une courbe plane, la démonstration du théoreme 1.4 se
simplifie et nous obtenons le résultat plus précis (et explicite) qui suit:

Théoreme 1.5 Soit V une courbe Q -irréductible de an, de degré D . On suppose que V

nest pas un translaté d’un sous-tore propre de G2,. On a alors :

2770 loglog(D +2)*

/\eSSV 2
AV 2 =5 X Toa(D + 2y

UniversiTE DE CAEN & UNI1VERSITE P1ERRE ET MARIE CURIE
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On déduit du théoreme 1.4 le résultat suivant apparemment plus général :

Corollaire 1.6 Soit V une sous-variété algébrique propre et Q-irréductible de G, de
dimension d et supposons que V n'est pas un translaté d’un sous-groupe propre de G, . Soit
s la dimension du plus petit translaté de sous-groupe algebrique de G, contenant V- (par
hypothese, on a donc s > d ). On a alors :

c(n)

W x log(3 deg(v))—x(s_d) ,

'aeSS(V) >

ou c(n) est un nombre reel strictement positif et 1(k) = (9K DY De Jfagon équiva-
lente :

(V) > ¢/(n) deg(V)' V6D log(3 deg(V)) ¢~

ou c'(n) est un nombre réel strictement posityf

A Taide d’un argument de projection (confer [Da~Ph2], proposition 3.1), on en
déduit également le résultat suivant qui permet de résoudre la conjecture « faible »
(conjecture 1.3 point (i)) de [Da-Ph2], en « codimension au moins 2 »:

Corollaire 1.7 Soit V une sous-variété algébrique propre et géométriquement irréduc-
tible de G}, de dimension d et supposons que V n'est pas contenue dans un translaté d’un
sous-tore de G, de dimension d oud + 1 (en particulier, V est de codimension au moins
2). Alors :

(V) Zh(V) > ¢ .

ou ¢ est une constante stictement positive, absolue et effectivement calculable et ou 1 est la

SEGRE

compactﬁcatz'on e/guz'varz'antet : G — P — p2'-1

En ce qui concerne les autres minimums successifs, et en particulier le dernier
qui soit de nature « géométrique » (le fi° dans la terminologie de [Da-Ph2]), il
suffit de reprendre I'argument développé au paragraphe 5 de [Da-Ph2], en y substi-
tuant le théoreme 1.5 a la minoration utilisée dans cette référence. Toutefois, on
peut noter que méme en renoncant a calculer la constante numérique et en uti-
lisant le théoreme 1.4 au lieu du théoreme 1.5, les améliorations que 'on pourrait
obtenir ainsi ne sont (hélas!) pas véritablement spectaculaires si on les compare au
théoreme 1.3 de [Da-Ph2]. Pourtant le théoreme 1.4 est quasiment optimal! Pour
pouvoir se rapprocher sensiblement des bornes que I'on pourrait raisonnablement
conjecturer, il serait crucial d’étre en mesure de controler précisément les degrés
des translatés de sous-tores qui contiennent certaines sous-variétés de V, ou encore
d’étre en mesure de remplacer la récurrence utilisée au paragraphe 5 de [Da-Ph2]
par un argument plus direct.

Nous proposons donc une conjecture concernant le dernier des minimums suc-
cessifs pour lequel on peut encore espérer une minoration de nature géométrique de

Prépublication de I'institut de mathématiques de Jussieu
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la hauteur et du nombre de points exceptionnels. Il sagit en effet avec le minimum
essentiel, de la quantité qui est la plus utile dans les applications. Avant de formu-
ler cette derniere, rappelons que la hauteur normalisée et la hauteur projective sont
comparables. Plus précisément, il existe un nombre réel strictement positif 6(yp) tel
que pour tout point x € G"(Q), on ait

() = hy (0] < 0(p)

De plus, I'indice d’obstruction n’est plus I'invariant géométrique qui permet de
controler ce minimum, mais I'indice suivant (grosso modo, il s’agit d’un indice d’obs-
truction en codimension maximale) :

Définition 1.8 Soient V.C W deux sous-variétés algébriques de P, , définies sur un corps
K C Q et K-irréductibles ; on notera s la codimension de V. dans W . On appelle indice
d’interpolation de V relatif a W, note ox(V, W) le plus petit entier d tel qu’il existe
des sous-variétés Y1, ..., Y de codimension 1 de W, de degré au plus d, définies sur K et
K -zrreductibles telles que V' soit une composante isolée de lintersection Y1 N --- N Y.

On pourra se reporter au travail de M. Cuarpin et P. PuiLipron [Ch-Ph] pour
le lien entre ce type d’invariants et les questions d’interpolation géomeétriques et de
régularité¢ de CasreLnvovo. Nous adopterons les mémes conventions de notations
que pour ® lorsque K = Q ou W = P,.

On peut maintenant proposer:

Conjecture 1.9 Soit V une sous-variété propre de G}, <&, Py définie sur Q et géométri-
quement irréductible qui n'est pas un translaté d’un sous-tore propre de G\,. Notons ensuite
B le plus petit translaté (par rapport a linclusion) dun sous-tore de G\, contenantV . Alors,
lensemble des points x de V(Q) qui n'appartiennent a aucun translaté d’un sous-tore de
G, de dimension au moins 1 contenu dans 'V et de hauteur :

¢1(p) deg, (B)

()

est de cardinal fini, majore par

c2(9)ay (V. B)”
deg,(B)>~1

ou b est la codimension de B. De plus, c1(¢) et co(p) ne dépendent que de N et de la
constante de comparaison 6 ().

Des progres significatifs dans la direction de la conjecture 1.9 auraient des appli-

cations arithmétiques (on pourra pa titre d’exemple se reporter au travail récent de
G. Rimonp, [Rém])).

UniversiTE DE CAEN & UNI1VERSITE P1ERRE ET MARIE CURIE
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1.2 Probleme de LEamEer généralisé

1 L'oN NE FAIT PAS d’hypothese sur le stabilisateur de V, la question de mino-
rer le minimum essentiel de V fait nécessairement intervenir le degré d’un
corps de définition de V comme on I'a vu au début du paragraphe 1. On

se trouve alors face a des généralisations du probleme de Lenmer. Dans les tra-
vaux [Am-Dal], [Am-Da2] et [Am-Da3] nous nous sommes intéressés a ce dernier;
bien que les méthodes de preuve soient différentes, on peut noter un grand parallé-
lisme entre les conjectures que I'on peut formuler et les résultats obtenus. Il nous
semble donc intéressant de les rappeler ici, afin d’unifier un peu cette théorie. Dans
ce cadre, I'invariant clef est 'indice d’obstruction relatif a Q (qui tient donc compte
du degré arithmétique de V).

On supposera que Gj, est plongé dans un projectif vie un morphisme ¢, qui
induit une compactification équivariante G?, de G,, qui fait de G, une sous-variété
algébrique Q-rationnelle de Py. Le pendant arithmétique de la conjecture 1.2 est
la conjecture suivante :

Conjecture 1.10 Soiz ¢ : G}, — Py une compactification équivariante de G, définze
sur Q. Soit de plus V une sous-varieré algébrique de G, definie sur Q et Q-irréductible et
supposons que V ne soit pas reunion de varietés de torsion. Notons ensuite B la plus petite
réunion de varietés de torsion (par rapport a linclusion) contenant V . Alors, on dispose de

la minoration :
c(N)deg,(B)
Q.o (V, B)

’

) >

ou wq,4(V, B) :=wg(e(V), 9(B)).
Remarquons que dans le cas particulier d’une variété de dimension zéro

V ={o(a), o € Gal(Q/Q)} ,

dire que V n’est pas contenue dans un sous-groupe propre de G/, revient a dire que
les cordonnées du point @ € V sont multiplicativement indépendantes: la conjec-
ture 1.10 implique dans ce cas (en supposant que ¢ est le plongement G}, — P,) la
conjecture 1.3 de [Am-Dal]. Comme dans le cadre précédent, on peut aussi vérifier
que la conjecture 1.10 implique (en supposant toujours que ¢ soit le plongement
G, — P,) la conjecture 1.4 de [Am-Da2].

Dans [Am-Dal], nous avons montré que si dim(V) = 0 et si B = G/, alors la
conjecture 1.10 (toujours dans le cas du plongement standard G, < P,) est vraie
« a des facteurs log pres ». Ce résultat a été ensuite généralisé au cas des hyper-
surfaces (confer [Am-Da2]) et enfin au cas des variétés de dimension quelconque

Prépublication de I'institut de mathématiques de Jussieu
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(confer [Am-Da3]) . Rappelons les résultats principaux obtenus dans [Am-Da3] (op.
cit. corollaires 1.2 et 1.3):

Théoreme 1.11 Soir V une sous-variéé algébrique de G,, définie sur Q et Q-irréduc-
tible qui n'est pas réunion de variétés de torsion. Alors :

250 > D logBug(V) @ |

wg(V)

ou k(n) et c(n) sont deux nombres réels > 0 (effectivement calculables).

Notons maintenant d et s les dimensions de Vet du plus petit sous-groupe algébrique de
G, contenant V. (par hypothese, on a donc s > d ). On a aussi :

c'(n)

dea(y T BB AV

a=v) =
et
h(V) = c"(n) deg(V)' /67D x log(3 deg(V)) ™),

ou c'(n) et c”"(n) sont également des nombres réels strictement positifs, effectivement calcu-
lables.

Comme dans le paragraphe précédent, on peut s’interesser au pendant arithmé-
tique du dernier des minimums successifs de V (le 4* dans la terminologie de
[Da-Ph2]). Cela revient & minorer la hauteur des points de V(Q) n’appartenant a
aucune sous-variété de torsion contenue dans V (confer théoreme 1.5 de [Da-Ph2]).
Mais, la encore, les corollaires que I'on peut obtenir directement a partir des résultats
précités et d’'une récurrence comparable a celle de loc. ciz. ne sont pas satisfaisants.

Nous proposons cependant une conjecture concernant le dernier de ces minimums
successifs qui est elle, optimale :

Conjecture 1.12 Soit n un entier > 1, et ¢ : G!, — Py une compactification
équivariante de G, que l'on suppose Q -rationnelle. Il existe alors un nombre réel strictement
positif ¢(N,0(@)) tel que la propriété suivante soit vraie. Soit 'V une sous-variete de
G, <& Py deéfinie sur Q et Q—irréductible qui n'est pas réunion de varietés de torsion.
Notons ensuite B la plus petite réunion de variétés de torsion (au sens de linclusion)
contenant V. Alors, les points x de V(Q) qui n'appartiennent a aucune sous-variété de
torsion de G, contenue dans V sont de hauteur :

c(N, 6(p)) deg, (B)
@Q,w(vs B)

{] Dans les trois articles précités, la quantité wg(V) était notée 5(V).

h(x) >
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12 Francesco AMOrROSO & Sinnou Davip

1.3 Plan de larticle

ANS TOUTE LA SUITE de cet article nous fixons la compactification équiva-
riante « standard » G/, < P,. Pour alléger les notations, nous omettrons
donc I'indice correspondant a la compactification dans les symboles deg,

w, 1% et h.

Au paragraphe 2 nous avons développé la machinerie de transcendance: lemme
de SiEGEL, estimation du rang et extrapolation. Plus précisément, nous démontrerons
(confer théoreme 2.2) une version absolue (7. e. ne dépendant pas du corps de
définition) du lemme de SiecerL pour une sous-variété V de GJ,, permettant de
construire directement une fonction auxiliaire de petite hauteur s’annulant sur V
avec multiplicités. Un tel énoncé a son intérét propre (son pendant sur Q était crucial
pour conclure dans [Am-Da2] par exemple).

Nous introduisons ensuite un nouvel invariant, /zndice dobstruction de V de poids
T, noté w(T;V) dans ce texte, qui généralise /indice d'obstruction absolu (V') de la
variété V : I'indice d’obstruction est crucial en géomeétrie diophantienne car il s’agit
de Tlinvariant qui intervient naturellement dans les lemmes de zéros. La variante
avec poids que nous introduisons est nécessaire ici pour mener a bien la preuve
du théoreme 1.4 (voir la remarque a la fin du sous-paragraphe 5.3). De fait, cet
invariant peut se révéler utile chaque fois que I'on doit travailler avec un exposant de
DiricHLET tres petit pour construire la fonction auxiliaire, et lorsqu’il est crucial de
controler finement les obstructions de grande codimension (et non plus les premieres
obstructions) au lemme de zéros.

Lextrapolation repose sur une idée nouvelle: a la différence de I'extrapolation
« classique » de DoBrowoLsk, on extrapolera sur des translatées de V par des points
de torsion. Signalons que ce type d’extrapolation a été déja employé par BomBIERT
et VaaLER (vozr [Bo-Va]) dans un contexte différent.

Au paragraphe 3 nous démontrerons le théoreme 1.5. Le fait de travailler en petite
dimension simplifie la preuve (le lemme de zéro devient trivial) et permet d’améliorer
facilement I'exposant du terme d’erreur et de calculer la constante numérique finale.

Dans le paragraphe 4, on trouvera une nouvelle version du lemme de zéros de
P. Prairippon (wvoir [Phil], théoreme 2.1, et [Phi2], théoremes 1 ou 2). Nos ensembles
de translation sont la réunion de sous-groupes (les noyaux des multiplications par
p) dont le cardinal est élevé : nous avons besoin de tirer profit de cette information
supplémentaire et pour cela nous avons besoin d’une généralisation du lemme de
zéros « classique ». Ce réultat fait 'objet d’un travail distinct (confer [Am-Da4]). Afin
de conserver un caractere aussi auto-explicite que possible a ce texte, et afin de
simplifier les notations, nous démontrons une version simplifiée de ce lemme (voir
théoreme 4.2) contenant les propriétés minimales dont nous aurons besoin ici.

Le paragraphe 5 est consacré a la preuve du théoreme 1.4. Tout d’abord, nous
choisissons les parametres au sous-paragraphe 5.1 et nous démontrons un résultat
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Minoration de la hauteur normalisée 13

auxiliaire (proposition 5.1) qui montre essentiellement que « si la conclusion du
théoreme 1.4 est fausse, alors on peut trouver des petits multiples de V pour les-
quels I'indice d’obstruction w([I]V) est pathologiquement petit par rapport a w(V) ».
Malheureusement, cette proposition ne suffit pas pour conclure la preuve: comme
dans [Am-Dal] nous aurons besoin d’un argument de descente, que I'on trouvera
dans le sous-paragraphe 5.2.

Enfin, les différents corollaires sont démontrés au paragraphe 6. On y précisera
également les liens entre les différentes conjectures (proposition 6.1).

Au cours de diverses discussions P. PurLippon a bien voulu nous donner son point
de vue sur bien des questions. G. REMOND nous a fait part de ses remarques sur une
premiere version de ce texte et nous a permis d’améliorer la présentation de nom-
breux points. C’est un plaisir pour nous de pouvoir les remercier chaleureusement ici.
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2 La transcendance

OUS RASSEMBLONS ici les arguments de nature « analytique » interve-
nant généralement dans une preuve de géomeétrie diophantienne dont
nous aurons besoin. Nous commencerons par construire la « fonction
auxiliaire », c’est-a-dire ici un polynoéme nul avec une forte multipli-

cité sur la variété étudiée, de degré et hauteur controlés. Nous en déduirons, par
un procédé dit « d’extrapolation », que ce polynome auxiliaire est en fait nul (mais
pas nécessairement avec une forte multiplicité) sur de tres nombreux translatés de la
variété de départ. C’est lors de ces deux étapes que nous aurons besoin de supposer
(par I'absurde) que la variété V admet un minimum essentiel tres faible. Chypothese
demandant que V n’est contenue dans aucun translaté de sous-groupes propres de
G n’intervient pour sa part que dans la derniere partie de 'argument, ou le lemme
de zéros est mis en ceuvre.

2.1 Construction de la fonction auxiliaire.

ous AvoNs DEMONTRE dans [Am-Da2], Théoreme 4.1, une généralisation d’un
lemme classique de THUE-SIEGEL, qui permet de construire directement
des polynomes nuls (avec multiplicité) sur une sous-variété V (et non plus
sur un ensemble de points) de G/, C PP,, définie sur Q et Q-irréductible, ayant une
hauteur de WEIL « proche » de la hauteur normalisée de V. Dans ce paragraphe,
nous montrerons une version « absolue » de ce théoreme, qui permet de traiter le
cas des variétés définies sur Q. La preuve de cet énoncé est tres proche de celle
du Théoreme 4.1 de loc. cit.; on remplacera cependant la version de BomBsieri-
Vaarer du lemme de SieEGEL par sa version « absolue » due a D. Roy et a J. THuNDER
(voir [Ro-Th], Theorem 2.2), énoncé dont on peut obtenir une version plus précise
(confer le texte du second auteur et P. PuiLippon [Da-Ph2]) a l'aide du théoreme
plus général de S. Zuanc sur les minimums successifs d’une variété algébrique (confer
[Zha3], théoreme 1.10). Nous commencerons par rappeler précisément cet énoncé,
qui est le point de départ de 'argument.

. —N+1 — . . . ’ .
Soit S € Q un Q-espace vectoriel de dimension d. On définit la hauteur Lo
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de S comme le fait W. Scamipr (voir [Schl], Ch. 1, §. 8) par la formule*™* :

hi,(S) = Z[ 0 : Q] log [|lx1 A -+ A Xally

[F: Q]
ou xp, ..., x; est une base de S sur un corps de nombre [ quelconque sur lequel §
est rationnel, et || - ||, est la norme du sup si v { co et la norme euclidienne sinon.

Soit x € @NH ; on notera également hp,(x) = hy,((x)).

Enoncons maintenant le lemme de SteceL absolu que nous utiliserons:

. . —N+1 . .
Lemme 2.1 Soient S un sous-espace vectoriel de Q de dimension d et € un nombre
réel strictement positif. Il existe alors un point non nul x de S(Q) de hauteur :

h logd
Lz(S) Og +e

hL2( ) 2

Démonstration : voir [Da-Ph2], lemme 4.7 ainsi que la remarque qui le suit
immédiatement. &

Si 9 est un idéal homogene de Q[Xo, ..., X,] et L est un entier > 1, nous
noterons [Q]; I'ensemble des éléments homogenes de degré L appartenant a Q
(auquel on ajoute 0). On notera aussi

L+n .
HQ:L) : = < )—dlm@[Q]L
n
la valeur en L de la fonction de HiLBerT géométrique de Q.
Si P est I'idéal premier, homogene d’une sous-variété propre V de P, et T est

un entier > 1, nous noterons P Iidéal homogene (primaire) engendré par les
polynémes nuls a un ordre au moins 7 sur V. Pour tout n-uplet A notons 9,

I'opérateur différentiel
1 /9 \M 9\
o =— — . 3
* x!(ax1> ? °<ax,,) ®)

Si V ¢ {xo = 0}, I'idéal P est alors engendré par les polynémes P tels que
9P € P pourtout t =(t1,...,t,) € N" tel que |t| : =11+---+t, vaut au plus T —1.

Nous pouvons maintenant démontrer:

# % On dit aussi « hauteur de Scamipr de S ».
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Théoreme 2.2 Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G", C P,, notons P
son idéal (homogeéne, premier) de définition dans lanneau Q[xo, ..., x,|. Soient L et T
deux entiers strictement positifs tels que

H(qg(ﬂ ;L) < (L;:n> .

Pour tout nombre réel &' > 0, il existe alors un élément non nul F de [P, tel que:

HER L)

hL2(F> < (L’-:n) . H(&B(T) ;L)

((T+n) log(L+1)+L (A%5(V) + &) )J% log (L : n) |

ouw, par définition, la hauteur d’un polynome est la hauteur de la famille de ses coefficients.

Deémonstration : fixons un nombre réel ¢’ > 0, notons 0 : = a*(V) + ¢ et
considérons pour D € N*, I'ensemble fini:

Ap ={a € V(Q), tels que h(a) < 0 et [Q(e) : Q] < D} .

Par définition, on a A; C A pour tout couple d’entiers (i, j) tels que 1 <i < j.

Considérons maintenant le Q-espace vectoriel de dimension finie Sp engendré
par les polynémes F appartenant a Q[xo, ..., x,], nuls sur Ap a un ordre > T.
On dispose des inclusions

S]QSQQ---QSDQ...Q[;B(T)]L ’

et par suite, il existe Dy € N tel que Sp = Sp, pour D > Dy. Pour alléger, nous
notons a partir de maintenant S = Sp, et A = Ap,. Les polynomes de S sont alors
nuls 2 un ordre > T sur la réunion des Ap et donc sur V, car cette réunion est
Zariski-dense dans V, par définition du minimum essentiel. On en déduit que:

S=[P"1 .

Puisque V C G}, cette variété n’est pas contenue dans {xo = O}, et I'on peut

sans perte de généralité travailler sur la carte affine sous-jacente. C’est ce que nous
ferons dans la suite.

Pour « € A et A € N, |A] < T, notons

wo=((2)er),., <0 ()-00)

<L

UniversiTE DE CAEN & UNI1VERSITE P1ERRE ET MARIE CURIE
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Les yy 2 sont donc des générateurs du @-espace vectoriel S* (dont la dimension est
exactement H(P7) ;L)) et leur hauteur Ly est majorée par

(L — ) h(a) + %log (MZ@ (’;)2) <(T+n)log(L+1)+L6
comme on peut le voir facilement en utilisant I'inégalité
w\” " n nEs (i S (L+1 T+n

(E0) <20 AEC) ) e o
aux places infinies. On en déduit (voir [Schl], Ch. 1, §8):
hi, (8) = hiy(SY) < dim(S*) max ki, (yer) < HEBD s L)((T+n) log(L+1)+L6) .
Appliquons le lemme 2.1, avec

)

(") = HEED L)

ce dernier nous montre alors qu’il existe un élément non nul F € [L], de hau-
teur:

1l
e=—lo
998

H®D ;L)

dim(s) <(T +n)log(L +1)+ LQ) + %log(dim(S)) +e .

hLz (F) <
Mais, dim(S) = (L:") — HBD L), et

1 . 1 L+n
glog(dlm(S))%—s—Elog( ; )

Ces relations, jointes a I'inégalité ci-dessus donnent bien le théoreme 2.2 qui est
donc entierement démontré. ~

Pour tirer profit de cet énoncé, il nous faudra controler la valeur de H (&]3(T) ;L).
Pour ce faire, il est utile d’introduire la quantité suivante :

Définition 2.3 Soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de P, et soit T un réel
strictement positif. On note

o(T: V) = inf | (T deg(2))"/ «in®|

ou 'infimum (qui est un minimum) est pris sur lensemble des sous-variétés propres et Q-
trréductible de G}, contenant V. On appelera linvariant w(T; V) I'indice d’obstruction
de poids T de V.
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Rappelons ™" que M. WarpscumipT a introduit dans un cadre similaire (voér [Wal])
la quantit¢ w(V) (que nous avons appelé /indice dobstruction de V) qui désigne
le plus petit degré d’une hypersurface contenant V (c’est-a-dire la premiere valeur
entiere pour laquelle la fonction de HrLert géométrique de V est non triviale).

Le lemme suivant rassemble des propriétés élémentaires concernant les indices
d’obstructions qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 2.4 Soient S, T dewx réels strictement positifs, avec S < T . On alors :
o(S;V) < o(T; V) <(T/SHw(S;V) .
En particulier, la fonction x — w(x; V') est croissante. Par ailleurs,
n= IV dmMW (VY < (T3 V) < To(V) .
En particulier, no(V) <o(l;V) <o(V).

Démonstration : choisissons tout d’abord une sous-variété propre et géométrique-
ment irréductible Z de P, contenant V, telle que w(T;V) = (T deg(Z))!/ cdim?),
et de méme, une sous-variété Z' telle que w(S; V) = (S deg(Z"))"/dim(Z) Montrons
la premiere relation : I'inégalité de gauche est évidente puisque

w(S; V) < (S deg(2))!/cdim®) < (T deg(Z))"/dim@)
par ailleurs, on a:

a)(T; V) < (T deg(z/))l/codim(z’) _ (T/S)l/codim(Z’)(S deg(z/))l/codim(z’)
< (T/Ha(S:V)

ce qui montre la majoration de w(T;V).

Passons maintenant a la preuve de la deuxieme relation. La majoration de w(T'; V)
est évidente; pour montrer la minoration, rappelons qu’un résultat de M. CHARDIN
(voir [Cha], corollaire 2, chapitre 1, page 8 et exemple 1, page 9) nous assure
I'existence d’'une hypersurface Zo de P, contenant Z (et donc V), dont le degré
est majoré par ndeg(Z)Y ©dm@ On en déduit:

) 1/ codim(Z) )
a)(T; V) _ (T deg(Z))l/COdlm(Z) > T deg(Zo) > n—lTl/codlm(V)w(v) )

Le lemme 2.4 est donc entierement établi. «~

14 Confer définition 1.1.
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La quantit¢ w(T;V) permet de majorer la valeur de la fonction de HiLerT
H(PD ;L) et donc de I'exposant de DiricHLET

HPD ;L)
(") = H(PD ;L)

qui intervient dans le théoreme 2.2.

Commencons par montrer le lemme suivant:

Lemme 2.5 Soient V, Z deux sous-variétés propres et géométrz'gufznent wrréductibles de
G, avec V. C Z. Notons B lideal de définition de V' dans l'anneau Q|xo, . .., x,]. Alors,
pour toute paire d’entiers strictement posz'tyﬁ LeT,ona:
T —1+codim(Z)\ (L +dim(Z)
HBD . L) < deg(2) .
L) < codim(Z) ) ( dim(z) ) 4€#

Démonstration : notons 9 I'idéal de définition de Z dans Panneau Q[xo, ..., x,]

et remarquons que

HED L) <HE@QD L) et H@Q;L) < (L gi:j?lzgz}) e

(la premiere inégalité est évidente, tandis que la deuxieme est montrée dans [Chal,
chapitre 1, page 5). Pour conclure la démonstration il suffit donc de démontrer que
Iinégalité ci-dessous est vraie:

T — 1+ codim(Z)

™.y <
H@5 L) < < codim(Z)

)H(Q;L) . 5)

Pour ce faire, notons d’abord k la codimension de Z ; quitte a renuméroter les in-
. / ki) ) :
dices, on peut supposer que les opérateurs Fev -0 3y S€ projettent sur une base de

P’espace cotangent ™ & Z en tous points x parcourant un ouvert de Zariskr U de Z.

Nous allons montrer par récurrence sur 7 > 0 que:
HFe, VieN telque A[<T = FeT™h (6)

ou l'on convient que 9, désigne cette fois %81\ 'o..v0 8,? * (i e, on convient que I'on
plonge naturellement N* dans N", en complétant les k-uplets par des zéros). Pour
T =0, cela résulte de la définition des puissances symboliques puisqu’alors Q = Q).

Supposons donc cette propriété établie jusqua 7 — 1 pour un certain 7 > 1 et
montrons qu’elle est vraie pour 7. Pour ce faire, il suffit de démontrer que si F est

7% Puisque Z est inclus dans G/,, on peut travailler sur la carte affine xo # 0.
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un polynome tel que 9, (F) € Q pour tout k-uplet de longueur au plus T, alors pour
tout n-uplet p de longueur au plus 7', on a également 9, (F) € Q, c’est-a-dire:

Hh(F)e, VaieNtelque A < T = 8,(F)eQ, YueN'telque u|<T

Nous allons faire une nouvelle récurrence. Si u est un n-uplet d’entiers positifs,
nous noterons

" =1+

Avec cette notation, il suffit de démontrer que pour tout entier / > 0, I'implication
sulvante est vraie:

|A

Al

nl

<T <T
<l <1

W(F)eQ, Vi eN" tel que{ 1

= 0u(F) €Q,Vu eN" tel que {|

En effet, par notre hypothese de récurrence, dans le cas [ = 0, le membre de gauche
de I'implication ci-dessus est automatiquement vérifié.

Soit donc F un élément de Q[xo, ..., x,] pour lequel I'assertion de gauche de
I'implication ci-dessus soit vraie; soit de plus / > O un entier et g € N” un multi-
indice tel que || < T et |u| =1+ 1.

Quitte a renuméroter les indices, on peut supposer que p!d, est de la forme
M% o d,ou |A| < T —1 et |A]" = [. De plus, pour tout point x € U, puisque
se projettent sur une base de I'espace cotangent a Z en x, on peut

ad /
- g €t 8y est

0
©0 9xg
écrire a_ = 8y + &', ou &, est une combinaison linéaire des W’ ..
dans lespace tangent de Z en x.

9
les m

Par hypothese de récurrence 8, o 9 (F) € Q puisque d’une part la longueur de
Iopérateur différentiel 8y o 9y est égale a |u| < T et d’autre part la « longueur
résiduelle » est |A|" = [. De plus, par définition de I'espace tangent, 8, o 9 (F) est
nul en x puisque 3 (F) € Q par hypothese de récurrence. On en déduit donc que
u(F) = ’XL—!!(S,C +8) o 9(F) est nul en x. Puisque ceci est vrai pour tout x dans
U, on en déduit que 9, (F) est nul sur 'adhérence de Zariski de U, a savoir sur Z
tout entier. En particulier, 8,(F) est un élément de 9. Nous avons donc démontré
par récurrence la relation (6).

1l est maintenant facile de majorer la fonction de HruserT géométrique de Q. 11
suffit de remarquer que la relation (6) donne une majoration du nombre de condi-
tions linéaires a écrire pour assurer que I'on se trouve dans (7). On obtient donc:

= j+k—1 T—1+k
H(D(T);L)<Z<Jk_1 )H(D;L—j)<< . )H(ﬂaL%
=0

ce qui montre bien la relation (5); le lemme 2.5 en découle. %
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On peut maintenant majorer I'exposant de DiricHLET du systeme linéaire étudié :

Proposition 2.6 Soit V une sous-variére propre et Q-irréductible de P, et notons 3 son
ideal de definition dans l'anneau Qlxo, ..., x,|. Soient L et T deux entiers strictement
positifs tels que
L+13>nTo(T;V) .
On a alors :
HEDs0 1
() —HEPO L) T -1

Démonstration : choisissons une sous-variété propre et Q-irréductible Z de P,
contenant V, telle que o(T;V) = (T deg(2))" codim(Z) Notons k' la codimension
de Z; le lemme 2.5 donne la majoration :

(1) . r Y -1
H(‘BL ;L) - (T+k 1>(L+n k><L+n> deg(2)
(“m) k' n—k' n

_on(n—=1)...(n—k+1) (T+k'-1)...T
B k! XTrm . Lrn—k D de?

En utilisant les inégalités T + j < (j + 1)T (ou j décrit O, ...,k — 1) on obtient:

HBD ;L) nT \¥ 1 (nTo(T; VN1
(E <<L+1> deg(z)__( L+1 ><

T
(car L+ 1 > nTw(T;V)), et donc:

T

HED L) 1
E—HEO L) ~T-1

La proposition 2.6 est donc établie. $2

Nous pouvons maintenant simplifier I'énoncé du théoreme 2.2
Corollaire 2.7 Soit V une sous-variété propre et Q-irrvéductible de G, soit T un entier
> 6 et notons L = [nTw(T;V)]. Supposons que

log(L +1)

/A €ss V <
A= (v) o(T:V)

1l existe alors un polynome non nul F e Q[x1, ..., x4], de degré majore par L, nul a un
ordre > T sur'V, et tel guei’k :

h(F) < 4nlog(L+1) .

#+ Rappelons que si F est un polynéme non nul a coefficients dans @, on note 4(F) la hauteur de
WeiL du point projectif défini par ses coefficients.
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Démonstration : la proposition 2.6, le choix de L et I'inégalit¢ T > 6 donnent
la majoration :

HBD ;L) _ 1 _6

(- H@D L) T—1 5T

II suffit maintenant d’appliquer le théoreme 2.2. Ce théoreme nous assure que pour
tout nombre réel ¢ > 0, il existe un polynéme non nul F € Q[xy, ..., x,], de degré
majoré par L, nul a un ordre > T sur V, et tel que:

h(F) < hy,(F) < % (T +n)log(L + 1) + L(A*S(V) +€)) + glog(L +1) .

Par définition de L, par hypothese sur le minimum essentiel de V et par I'inégalité
T > 2, on en déduit:

6 log(L +1) /)) n
F) < — (T log(L + 1 Tw(T, B — —log(L +1
h(F) T <( +n)log(L +1)+nTw( V)( o(TV) +¢ +20g( +1)
6 6n 6n n 6nw(T;V)e
< (242 4 747 bt Sl A
< (5+5T+5+2>log(L+1)+ 5
< Zn log(L +1) + 76na)(T; V)e
2 5
< 4nlog(L +1) ,

sitot que ¢’ est assez petit. Le corollaire 2.7 est donc entierement établi. s

2.2 Extrapolation

d’exploiter une propriété metrique convenable. Dans la méthode introduite

par E. DoBroworskr dans le cadre du probleme de LenmEer, on exploite
le fait que a” et a sont proches v-adiquement pour toute place v au-dessus d’un
nombre premier p dans un corps de nombres contenant a (car le morphisme de
FroBeN1US se releve en caractéristique O en I'endomorphisme multiplication par p
dans G,,). Cette méthode a I'inconvénient de faire intervenir de maniere cruciale le
corps de définition de V, ce que nous ne souhaitons pas (car il sagit ici d’obtenir une
minoration ge’ome’m’gue de la hauteur normalisée) ; aussi nous la remplacerons par le
fait que la translation par un point de p-torsion est proche v-adiquement de I'identité
pour toute place au-dessus de p dans un corps de nombres convenable (ce qui se
déduit des propriétés galoisiennes des points d’ordre fini). Cette propriété se traduit
de maniere tres élémentaire grace a I'inégalité suivante, valable pour tout nombre

P ASSONS MAINTENANT a I’étape dite de I'extrapolation. C’est a ce stade qu’il s’agit
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premier p, pour toute racine p-ieme de l'unité & et pour toute place v divisant p
d’un corps de nombres quelconque contenant & :

&1, <p V7. €)

Lemme 2.8 Soient L et T deux entiers strictement positifs, N un réel > 3 et V. une
sous-varteté propre et geometriquement irréductible de G, . Supposons que :

(i) le minimum essentiel de V verifie :

AS(V) < nlog(L +1) :
L
(ii) il existe un polynome F € Q[x1, ..., x,] non identiquement nul, de degré majore

par L, nul a un ordre > T sur V et de hauteur :

h(F) <4nlog(L +1) ;

(iii) les entiers L, T et N sont lies par l'inégalité :

. log N
= T>1.
8nNlog(L +1)

Alors, pour tout nombre premier p tel que 3 < p < N et pour tout élément & de ker[p],
le polynome F est nul @ un ordre > T* sur§.V .

Démonstration : soit p un nombre premier compris entre 3 et N et soit £ un
¢élément de ker[p] ; supposons qu’il existe A € N" avec |[A| < T* tel que™* 9, F ne
soit pas nul sur £.V. Soit enfin ¢ un nombre réel > 0. Il existe alors (par définition
du minimum essentiel) un élément a € V(Q) tel que h(a) < 1%5(V) + ¢ et vérifiant
W F(§.0) # 0. Soit v une place de Q; on déduit de I'inégalité (voir la relation (4))

£ ()<

lnl<L

pour les places archimédiennes et de I'inégalité ultramétrique pour les places finies,
les inégalités:

|F|, max{1, |1 ]y, ..., |an|v}L y s si BUJfOO 5
| (F(ga))| <

(L+ DT Flymax{1, |a1ly, - .., laalo}E, 5 sisv] oo

%% x Se reporter a la formule (3) pour la définition de ;.
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(rappelons que |F|, désigne le maximum des coefficients de F pour la valeur absolue
v).

De plus, si v | p, la formule de Tavror et I'inégalité (7) nous assurent que:

n(F & -an| < p~ "I PIF max( oo, el

On déduit alors de la formule du produit (en faisant tendre ¢ vers 0) et des
hypotheses sur h(F), i**(V) et du fait que 7* > 1:

1
0 < —(T =T824 n(F)+ (T* +n)log(L + 1) + LAZ(V)
p
logp . .
—T——+T*+4nlog(L+ 1)+ (T* +n)log(L +1)+nlog(L+1)
p
log N

< =T +8T*nlog(L+1) .

Donc:
log N
> .
8nN log(L +1)
Cette contradiction établit le lemme 2.8. X%

*

En itérant le lemme 2.8 a partir du corollaire 2.7, on en déduit:

orollaire 2. 0it V une sous-varieté propre et Q -irréductible de G, soit £ un entier
Corollaire 2.9 Soir V 2¢ propre et ductible de G, soit ¢

strictement positif et soient enfin N1, ..., Ny des nombres réels > 3. Soient de plus u et U
deux nombres réels tels que 3 < u < U, u < min{Ny, ..., N¢} et A un nombre reel. On
suppose :

(i) les nombresu, U, A et les N; sont liés par les relations :

8nlog(U +1
WA N NV < U et A MBUFD

logu ’
(ii) le minimum essentiel de la variété V vérifie :
log(w(V)+1)
o(VAS(V) < )
WIEZWV) S Jaeen, N2
1 existe alors un polynome non nul F e Q[x1, ..., x,], de degré majoré par
nA“Ny ... Ngs;o(A“Ny .. Ny V),
sannulant sur
U U - U &..&v
P1s---Pe &1 €ker|[ p1 | &eker|[pe]
ou la réunion porte sur lous les nombres premiers pi, ..., Pg tels que3 < pi < N;.
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Démonstration : remarquons que A > 8 et notons
To: =ANi...N;>8 et L : = [nTow(Tp;V)] .
On a donc: nTZw(V) < U (Cest I'hypothese (i) et
w(V)AS(V) < Ty 2 log(w(V) +n)
(cest I'hypothese (ii)). On en déduit, en tenant compte du lemme 2.4:
o(V) < L < nTow(To; V) < nTiw(V) < U

et par suite, on a:

LASS(V) nTow(To; VIAZS(V)
nTEo(VA(V)
nlog(w(V)+1)

nlog(L +1) .

®)

INCINCIN N

A fortiors, Thypothese du corollaire 2.7 est satisfaite. Nous pouvons donc appliquer
ce dernier, qui nous fournit alors un polynéme non nul F € Q[xy, ..., x,], de degré
majoré par L, nul a un ordre > T sur V, et tel que

h(F) < 4nlog(L +1) . 9

Notons maintenant 7, = A" N,;1... Ny pour r = 1,...,£ et montrons par
récurrence que pour tout r € {0, ..., £}, pour tous premiers pi,..., p, tels que
3 < pi < N; et pour tous &, ..., & tels que & € ker|[p;], le polynome F est nul sur

& ...&.V avec une multiplicité > T, (pour r = 0, on conviendra que cette condition
signifie que F est nul sur V a un ordre > Tp).

Par construction de F, cette propriété est donc vraie pour r = 0. Soient donc
refl,....¢}, p1...., pr des nombres premiers tels que 3 < p; < N; et &,....&
avec & € ker[p;]. On suppose par récurrence que F est nul sur & ...&_1.V avec
une multiplicit¢ > 7,_1, et 'on se propose d’appliquer le lemme 2.8 a & ...&_1.V
et F (en faisant bien entendu 7 = T,_; et N = N,).

Les deux contraintes (i) et (i) sur A*°(&...&_1.V) et h(F) du lemme 2.8 sont
satisfaites grace aux relations (8) et (9) ci-dessus (en effet, la hauteur normalisée est

invariante par translation par des points de torsion, et donc i**(&;...&_1.V) =
@%(V)). Par ailleurs,

log N, logu a1
= AN,
8nN,log(L+1) = 8nN,log(U + 1) 4
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car N, > u et L < U. Donc:

. log N,
" 8nN,log(L +1)

T, > ATINTIAYIN N =T, > 1.

La derniere hypothese (iii) du lemme 2.8 est donc également satisfaite. Ce dernier
nous assure alors que le polynéme F est nul sur & ...&..V avec une multiplicité
> T,. Par récurrence on a en particulier démontré que F est nul sur

U - U &..&v

P1s--5Pe &1 eker[p1] & cker[p¢]

avec une multiplicité > Ty = 1. Le corollaire 2.9 est donc entierement établi. o
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3 Intermezzo:
le cas d’une courbe plane

OUS CONSACRONS ce paragraphe au cas particulier des courbes planes, et

y démontrons le théoreme 1.5. Si ce cas sera également couvert dans

les paragraphes qui suivent, consacrés au cas général, il a tout de méme

son intérét propre. Tout d’abord, il permet de faire ressortir les pro-

priétés métriques au coeur de I'approche que nous adoptons ici sans I'alourdissement

inhérent aux complications techniques liées a la mise en ceuvre du lemme de zéros

et de la méthode de descente qui lui est associée. Ensuite, comme le montrent les

lemmes de projection de [Da-Ph2], une minoration de la hauteur normalisée pour les

courbes planes conduit automatiquement a une minoration de la hauteur normalisée

dans le cas général, car le minimum pour la hauteur normalisée est atteint pour ces

dernieres. Nous en profitons également pour fournir une preuve totalement explicite

(7. e. avec constantes numériques), qui permet de donner un ordre de grandeur des

constantes numériques apparaissant naturellement dans ce type d’argument. Toute-

fois, nous n’avons pas cherché a raffiner les lemmes du paragraphe 2 qui précede
pour améliorer les valeurs numériques ci-dessous.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous supposerons donc que V est une

courbe géométriquement irréductible, plongée dans G2, définie sur Q, et de stabili-

sateur fini. Nous noterons D le degré de V, 7 e le degré de 'adhérence de Zariski
de V dans le plongement naturel de G2 dans Py que nous avons privilégié.

On vérifie aisément que dans ces conditions, on a w(V) = D et o(V;T) = TD
pour tout nombre réel T positif ou nul. On choisit dans le corollaire 2.9 £ =1 et:
_ 525 log(D + 2)?

—_— U : =28p2
loglog(D +2) “

u: =N :

Remarquons tout de suite I'inégalité :
N > 225
qui sera utilisée plusieurs fois. Nous fixons enfin:

B 2*log(U +2)

A
log N
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Nous allons appliquer le corollaire 2.9 avec ces valeurs; pour ceci, commengons
par supposer que le minimum essentiel de V vérifie:

log(D + 2)(log N)?
281log(U +2)?N?

D™ (V) < (10)

Avec les choix que nous avons effectués, la condition (i) du corollaire 2.9 est
satisfaite par définition de u, U, N et A, puisque dans ce cas particulier, nous avons
n=2 et k =1.1l ne reste plus qu’a vérifier la premiere contrainte (i) afin de pouvoir
utiliser cet énoncé. La condition sur A est automatiquement vérifiée en vertu de nos
choix. On dispose de plus des inégalités:

log(U +2) =10g(2%°D? +2) < (80log2 + 2) log(D +2) < 2°log(D +2) ,

et : (11)
N  2%log(D+2)* _ 225 log(D + 2)?
logN  (log N)loglog(D +2) ~ 25(log2)loglog3

< 2% (log(D +2))* .

On en déduit:

2
2(2410154—UN+2)> N2D < 2MH2<62x35 |00 4 96
0g

= 2"og(D +2)°D .

Majorons maintenant log(D+2)% en fonction de D : on vérifie que pour tout nombre
réel x > 1,0na log(x)6 < (6/e)6x < 27x par ailleurs, D +2 < 4D. Au total, on en
déduit donc que log(D + 2)% < 29D. En reportant cette inégalité dans I’estimation
précédente, on en tire:

2A2N?D <279 p2 =y .

Ceci nous montre bien que la condition (i) du corollaire 2.9 est également satisfaite.

Nous pouvons donc appliquer le corollaire 2.9 qui nous assure qu’il existe un
polyndéme non identiquement nul F € Q[x, y|, de degré majoré par

2

log(U +2)N

L : =2A2N2D=29<M> D
log N

s’annulant sur

EV .
3<pEN Eeker|p]
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Par comparaison des degrés, on en déduit I'inégalié :

2
deg( U U .s.v) < deg(F) < 2° (M) D. (12

3<PpN Eeker(p] log N

Soit H le stabilisateur de V ; rappelons que par hypothese, H est un sous-groupe
fini de (Gi de cardinal borné par D? (confer le lemme 4.3, point (i) pour la majoration
du cardinal). Lorsque p décrit I'ensemble des nombres premiers ne divisant pas le
cardinal de H et & décrit lensemble des points d’ordre exactement p de G2, les
courbes £.V sont donc deux a deux distinctes. Rappelons de plus que le degré d’une
sous-variété de G, est invariant par translation. Par suite,

deg( U U g.v) > deg| U U &v

3<p<N Ecker(p] 3<p<N eker|p]
PHH] §F£A
> > ) deg6-V)=D Y (pPP-1).
3<p<N &eker|p] 3<pN
pHH|  E#A plH|

Par ailleurs,

log |H|
log 3

“p;premiertelquep}3etp||H|}‘< < 2log(D +2) .

De plus, en utilisant le théoreme de Chebichev (voir [Ro-Sc|, corollary 1) on
dispose deSS:

2
> wr-n > (%—1) (e (N) = (N /2)

ENANY
2
> N 1 N 1,26 x _ N2
4 log N log(N/2)
N3
= C21OgN ’

ou l'on peut prendre (rappelons que N > 225)

11 log N 11 25\ _ 1
= —_—_— — —_— —_— > —_—_— — —_— _— > —_— .
“ (4 N2> (1 0.6 % log(N/2)) - <4 250> (1 0.63 % 24) “ 12

§§ Le nombre de nombres premiers < N est noté suivant I'usage 7 (N).
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Au total,
Z (P*-1 > Z (p*> —1) — N? {p;premiertelquepllHl}‘
3<p<N 3<psN
ptH|
1 N3
> — —2N%log(D +2) .
12" log N 0&( )

Notons enfin que pour notre choix de N on a:

291og2
loglog 3

log N < log(22 log(D +2)*) < ( + 2) loglog(D +2) < 2%loglog(D +2)

(utiliser deux fois I'inégalité (loglog3)™' < 2*) et donc:

2log(D +2)log N " N3

2N?log(D +2) =

N log N
- 2148=25(Jog log(D + 2))? N3
X X
log(D +2) log N
2—16N3

log N

(utiliser I'inégalité (logx)? < x valable pour x > 1). Par suite, les inégalités ci-
dessus nous assurent que:

d g U U EV >D Z ( 2 1)>(1 2—16) N3 D>2—4N3D

€ . = P — =\ 74 — =

3<p<N Ecker|p] 3<p<N 12 IOgN IOgN
piH|

En reportant cette minoration dans la relation de comparaison des degrés (12),
on en déduit 'estimation :

2 —4 73
99 log(U +2)N D> 27N
log N log N

D,

ce qui se traduit apres simplification par:
2B 1og(U +2)* > NlogN .
Mais, par définition de N, on a (en remarquant que N > log(D +2))

log N

——2 > 2% og(D +2)* .
loglog(D +2) g 0 )

Nlog N = 2% log(D + 2)*
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Par ailleurs, nous avons montré en (11) que
log(U +2)* < 22 log(D +2)* .

Les trois inégalités ci-dessus sont contradictoires. Uhypothese (10) est donc éga-
lement fausse ; on obtient alors (en tenant a nouveau compte des inégalités obtenues
en (11) et de la minoration log N > loglog(D + 2)):

. log(D +2)(log N)?
DAY 2 S loa(U + 2282
< log(D + 2) loglog(D + 2)*
- 2
98+2x6+2x25 Jog( D) + 2)2 (1;(;%55(?222))
_ o—70loglog(D + 2)* .
log(D +2)°

Le théoréeme 1.5 est donc entierement établi.

(©)

Q)

B

d & W
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4 Lemme de zéros

ES LEMMES DE zEROS classiques, dont les formulations les plus abouties se

trouvent dans les travaux de P. PaiLippon (voir [Phil], théoreme 2. 1,

et, pour les versions les plus générales, [Phi2], théoremes 1 ou 2) ne

sont pas suffisants pour conclure (alors que c’est tres souvent le cas en

géométrie diophantienne) dans ce travail. Nous avons donc été amenés a généraliser

les résultats de [Phi2] afin de pouvoir terminer la preuve du théoreme 1.4. Grosso

modo, P. PuiLippoN majore le degré d’une « sous-variété obstructrice », a partir d’'un

polyndme s’annulant sur V + P; + .-+ + P, ou V est une sous-variété donnée

d’'un groupe algébrique commutatif, et les P; décrivent des ensembles de points

%1, ..., X donnés. Nous tirons parti des stabilisateurs des sous-variétés obstruc-

trices pour obtenir de bien meilleures inégalités lorsque les %; sont par exemple

des réunions de sous-groupes. Cette généralisation du résultat [Phi2] fait I'objet d'un

article distinct en préparation (vozr [Am-Da4]). Pour la commodité du lecteur, nous

énoncons (et démontrons) ci-dessous une version simplifiée de ce lemme, adaptée

au cas particulier (groupe multiplicatif, pas de multiplicités, ezc.) que nous avons a
traiter. Le théoreme 4.2 n’entraine donc pas le théoreme 1 de [Phi2].

Introduisons tout d’abord la terminologie suivante: soient Z; et Z deux sous-

ensembles algébriques du groupe GJ,, on appelle zace de Z; relativement a Zo

notée tr(Zy, Z2), la réunion des composantes isolées de Z; contenant au moins une

. ’ . c’, /!
composante isolée de Z. Nous rassemblons dans le lemme suivant des propriétés
élémentaires de la trace qui nous seront utiles plus avant.

Lemme 4.1 Soient Z| et Zo deux sous-ensembles algébriques de G),. On a alors :
() 1 Zy C Zy, alors tr(Zy, Zo) # O et codim(tr(Zy, Z2)) < codim(Zy) ;

(ii) s Z' est un sous-ensemble algebrique de G, contenant Z1, alors tr(Z1, Z) <
tr(Z, Z2) 5

(i) sz Z., est un sous-ensemble aloébrique de G contenant Zo et st les composantes isolées
2 g q m /4
de Ziy et de Zo ont toutes la méme dimension, alors tv(Zy, Zo) C tr(Z1, Z5) ;

(iv) si X est un sous-ensemble fini de G}, , alors ¥.tr(Z1, Zo) C tr(X.Z1, £.Z2).

Démonstration : laissée au lecteur.
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Nous pouvons maintenant énoncer le lemme de zéros dont nous avons besoin :

Théoreme 4.2 Soient V. une sous-variété de G, géométriguement irréductible, de co-
dimension k, et X1, ..., Xy des sous-ensembles finis de G, (@) Sout de plus F un poly-
nome homogene € Q[xo, ..., x,] non identiquement nul, de degré < L, sannulant sur
X1 ... 5. V. Supposons de plus que les 3 soient tous des réunions de sous-groupes de G, ,
L. e. que

EZIHZJU---UHLS,, Vle{l,...,k}.

Alors :
(i) 2l existe un entierr tel que 1 <r <k ;
(ii) 2l existe un entier k' tel quer < k' <k ;
(i) 2/ existe des indices ji, ..., j—1 avec 1 < jy < pourl=1,...,r —1;

(iv) @l existe des sous-variétés algébriques Z; (j = 1,...,s.) de G\, propres et Q-
irréductibles, contenant au moins une composante isolée de

Hyjy...H_1j .5 5V,

toutes de codimension k' et telles que :

dg| U - U UUa. . casz|<td @3

G1€H Sr—1€Hr1,j,_ j=1&€H,

Démonstration : Tidée générale est classique: il s’agit de construire une suite
d’ensembles algébriques emboités (au sens de l'inclusion) de telle sorte que deux
d’entre eux au moins aient méme dimension, et de comparer les degrés au cran ou
il y a égalité des dimensions. Le fait que nous souhaitons conserver la trace des
stabilisateurs H; ; induit toutefois une complication supplémentaire, et nous allons
adopter une construction par récurrence, moins naturelle que celle de [Phi2].

Commencons par poser so = 1, ainsi que Hoj = {1}. Soit /[ un entier compris
entre O et k et jo, ..., j; une suite d’entiers admissibles (i. e. tels que 1 < j. < s,
pour tout entier r compris entre O et /). On définit alors des ensembles algébriques
Xjooji € Yo,y par:

jowdi + = Z((F(§-x), &€ Hojo-Hij - Hj))
Yj L= tr(on,...,jpHO,jo"'Hl,j1’EH—I"‘Ek'V) .

055 JI

e
I

Nous allons commencer par établir que les propriétés suivantes sont vraies pour
toute suite admissible jo, ..., j:

(P-) Yjo,..i #9s
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(P=ii) codim(Y;,) < --- < codim(Yj,.. ;) <k;
(P-iii) le groupe Ho j, - -- H;,j stabilise Yj, ;.

Par hypothese, on sait que F est nul sur X;---X; - V, et par suite, puisque

Hyj ---Hj, € %1+ %, par définition des ensembles X j, on a:

,...,j]a

X1 XV S Xjo i

.....

Donc, par définition de la trace,
tr(Xjo T - V) #D .
De plus, comme
Hoj,-  Hi jZis1- k- V2 -V,

(et puisque la codimension de les composantes de ces ensembles algébriques est
égale a k), la propriété (iii) du lemme 4.1 nous assure que Yj, ; est non vide, et
la propriété (i) du méme lemme nous assure que codim(Yj, ;) < k. Ceci montre
lassertion (PP-i) et une partie de I'assertion (P-ii). Pour montrer la derniere partie
de cette assertion, il suffit de montrer que si / > 1, alorsona Yj, _; , 2 Y,  j.
Supposons donc [ > 1; par définition on a: X, , 2 Xj, .. j.- Les propriétés (i)
et (iii) du lemme 4.1 jointes a I'inclusion évidente H;; C X; montrent bien que
on ..... i1 ) on s d’ou (TP=ii).

Montrons maintenant la propriété (PP-iii). Ce point résulte de la définition de
I'ensemble X . j ; en effet, par construction de cet ensemble algébrique, et puisque
Ho j, - -+ H; j estun groupe, X, j est stabilisé par ce dernier. De méme, on a:

.....

Hojo---Hij-Hojo--Hij-Zis1---Zk-V=Hojo-Hpjy-Zys1--- -V .
Donc, le point (iv) du lemme 4.1 nous assure que:
Hojo -+ Hij - Yjo.ojy S 0K jo.ojis Hojo -+ Hijy - Zir -+ S - V) =Y i

et le point (PP-iii) suit.
Nous allons maintenant montrer par récurrence sur / € {0, ..., k} I'assertion:

ou bien il existe deux entiers v et k' avec 1 < r <l ecr < k' < k, tels que les
assertions (iii) et (iv) du théoreme 4.2 sotent satisfaites, ou bien il existe une suite admissible
Jos oy Ji telle que:

Yio...j 79 et codim(Yj,) < --- < codim(Yj, ;) <k . (14)

Lassertion (14) étant clairement fausse pour [ = k, le théoreme 4.2 en découlera.
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On commence par poser (on n’a pas le choix!) jo =1 alors trivialement Y, # ¢
et codim(Yj,) < k (ce sont les propriétés (I°-i) et (P-ii)). Supposons maintenant que
pour un certain / compris entre O et k—1 'hypothese de récurrence soit satisfaite. S’il
existe deux entiers r et k" avec 1 <r <[ et r <k’ <k, tels que les assertions (iii) et
(iv) du théoreme 4.2 sont satisfaites, alors 'hypothese de récurrence est aussi satisfaite
au cran suivant (et ce, pour tout choix de ji41). Supposons donc qu’il existe une suite
admissible jo, ..., ji qui satisfait (14). S’il existe un entier ji+1 € {1,...,s:41} tel
que codim(Yjy  j j.,;) > codim(Yj, ), I'hypothese de récurrence est a nouveau
satisfaite au cran suivant. Nous pouvons ainsi également supposer que pour tout
entier j € {l,...,s+1}, on a:

codim(YjO“,,,jl“,-) = COdim(YjO““’jl) .

Notons k" cette codimension commune; on a k' > [ + 1 par l'assertion (14). Choi-
sissons également r = [ + 1. Cela nous fixe ces entiers, qui vérifient bien évidem-
ment les propriétés (i) et (i) du théoreme 4.2. Les entiers ji, ..., j; sont imposés par
I'hypothese de récurrence, et vérifient par définition le point (i) du théoreme 4.2.

Pour tout entier j compris entre 1 et s;41, il existe une composante Z; de codi-
mension k" commune a Y, ; jetaY;  ;.Un choix quelconque d'une telle variété
pour chaque indice j nous donne les variétés dont I'existence est assurée dans le
point (iv) du théoreme 4.2. De plus, par définition de Y, _; ;j, nous savons que Z;
contient une composante isolée de Hy j, - -+ H j- Xi41 - - - Li- V. Il ne reste donc plus,
pour montrer I'assertion (iv) du théoreme 4.2 qu'a démontrer I'inégalité (13).

Remarquons pour ce faire que puisque le groupe Ho j, --- H; j - Hj+1,; stabilise

Yjo....irj (par la propriété (PP-iii)), on a:

Jos-
Hojo - Hij - Hiv1,j - Z; S Yo jij S Yo,
On en déduit donc:
Si+1
U - U UU a..aezfcy,
G1€Hy G-1€H,j; j=1&€H)11

D’ou I'inégalité (puisque toutes ces variétés sont des composantes isolées de Y, ;)

deg U U U U C] CIEZJ < deg(le,.‘.,jz) :

Si€ty G-1€H;, j=l1&€H 1 ;

Par ailleurs, la variété Y, ; estincompletement définie par des polynomes de degré
au plus L et donc:

deg(yjow-sj/) < Lk/
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(voir [Phil], proposition 3.3). Ceci démontre donc I'inégalité (13); la propriété (iv)
du théoreme 4.2 est donc aussi satisfaite.

Notre hypothese de récurrence est donc vraie au cran [+1. Ceci acheve I'induction,
et le théoreme 4.2 est maintenant entierement établi. 3

Si W est une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G}, on
notera Stab(W) le stabilisateur de W, i e. 'ensemble:

Stab(W) ={x € G},, x W=W}= [y ".W;
yeWw

on notera également Stab(W)? la composante neutre de Stab(W), i.e. le plus grand
sous-groupe connexe de Stab(W). Avant de passer a I'utilisation du lemme de zéros,
rappelons les résultats bien connus suivants concernant les variétés et leurs stabi-
lisateurs qui nous seront utiles tout au long de la fin de ce paragraphe ainsi que
dans le suivant (§. 5):

Lemme 4.3 Soit W une sous-variété propre et géométriquement irréductible de G,, et
soitl € 7. On a alors les proprietes suivantes :

(i) dim(Stab(W)) < dim(W) ;
(i) deg(Stab(W)) < deg(W)dmW+1

(i) deg([1]7'W) = (1|9 W) deg(W) ;
|l|dim(W)
[ker[] N Stab(W)|

(iv) deg([l[]W) = deg(W) ;

) En particulier, st W n'est pas un translaté d’un sous-groupe propre et st | est premier
avec [Stab(W) : Stab(W)°], 02z a: deg([[]W) = | deg(W).

Deémonstration : voir [Hin], lemme 6 et [Am-Dal], lemme 2.1.

Pour pouvoir exploiter convenablement le lemme de zéros 4.2, il convient d’avoir
des informations sur les variétés Z; qui interviennent. En effet, si de trop nombreuses
variétés intervenant dans la réunion considérée coincident, il est impossible de tirer
une information intéressante. Aussi, une étude combinatoire est indispensable pour
éliminer cette possibilité. On trouvera ci-dessous un corollaire qui résume I'informa-
tion que l'on parvient ainsi a tirer du lemme de zéros 4.2:

Corollaire 4.4 Soien::

(i) 'V une sous-varieté de G, propre et Q-irréductible de codimension k ;
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(i) P1,..., Pk des ensembles de nombres premiers > 3 deux a deux disjoints ;
(i) L un entier > 10 ;

Supposons quil existe un polynome homogene non identiquement nul F appartenant a
Qlxo0, x1, ..., xn], de degré majoré par L qui s annule sur la réunion

U U - U &. &V,

(P1sees PR)EP X+ X Py &1 €ker| p1] &eker| pi]

Alors, il extste un entier strictement positif v, avec r < k ainst que
(ii) d'une part un entierl € Py - P --- Py,

(iv) et dautre part une sous-variété algebrique Z propre et Q-irréductible de G",, de
codimension k' > r contenant un translaté de V- par un point de torsion,

tels que linégalité sutvante soit satisfaite :
| P, 1¥ deg ([1]12) < 3n*L¥ log L .
Démonstration : posons pour i compris entre 1 et k,

¥ = U ker[p] .

PEP;

La fonction F vérifie toutes les hypotheses du théoreme 4.2 avec ces données; ce
dernier nous fournit donc deux entiers r et k" avec r < k’ < k, des nombres premiers

Pl,..., pr—1 avec p; € P; et des sous-variétés algébriques Z, (p € ;) propres et

Q-irréductibles de G, toutes de codimension ', tels que:

degl U -+ U U U &..&082z, <"

&1 €ker[p1] & _1€ker[p,_1] pePr Ecker[p]

De plus, pour tout p € P, la variété Z, contient un translaté de V par un point
de torsion. En tenant compte des définitions des images directes et inverses, cette
expression se simplifie en:

deg | Jp1---pro1- P17 preo o1 - plZ, | < L. (15)
PP

Les entiers r et k' dont I'existence est prétendue dans le corollaire 4.4 sont ainsi
fixés. Reste a trouver I'entier [ et la variété¢ Z. Lentier [ est déja presque imposé:
ce sera pi...p,—1pPy, pour un certain p, bien choisi dans &, et la variété Z sera
alors la variété Z, correspondante. Nous allons maintenant choisir ce premier p;,
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de maniere a assurer un minimum de répétitions dans la réunion et par suite a obtenir
I'inégalité voulue: fixons dans %, un premier p, tel que la quantité

(1. pr—1p)t deg([p1 ... pr—1Pr1Z),)

soit minimale, et posons Z = Z, (pour fixer les idées, disons le plus petit des tels
premiers). Il reste a montrer I'inégalité annoncée.

Pour ce faire, commencons par noter, pour alléger lo = p; ... p,—1 et P = P, de
telle sorte que [ = lpp,. Introduisons maintenant la relation suivante sur J :

p ~ q sietseulement si Ja € ker[lop], IB € ker[lpg] tels que «.Z,=p.Z,

Comme la relation ~ est une relation d’équivalence sur &, on a une partition de ce
dernier en classes d’équivalence Cj, ..., C;.

Remarquons tout d’abord que si p et ¢ n’appartiennent pas a la méme classe
d°équivalence pour ~, alors (par définition de ~), [lop] ' [lop]Z, et [log] ' [log]Z,
n’ont pas des composantes communes, par suite, 'inégalité (15) fournie par le lemme
de zéros se résume en:

> -deg | | llop] ' [loplZ, | < L¥ . (16)
j=1 pE@j

Il reste a caractériser les dites « répétitions », puis a les estimer pour minorer
correctement les « grandes classes » et les « petites classes » (z e. les classes ou il y a
trop de répétitions). C’est ce que nous faisons maintenant.

Soit p € P et Z, la sous-variété de G/, associ¢e. Remarquons que le degré et le
stabilisateur de Z, ne dépendent que de la classe d’équivalence de p : en effet, toutes
les variétés Z, pour g dans cette classe sont des translatées de Z,. Pour chaque
indice j compris entre 1 et s, nous noterons donc 4; ce stabilisateur commun.

Fixons maintenant pour chaque j compris entre 1 et s un premier p; de la classe
C;. Par définition de C;, et puisque [ est premier avec tout €lément de 5, pour
tout p € C; il existe un élément ¢, € ker[p] et un élément n, € ker[lop;] tels que:

$p 2y = np.ij

Soient p, g € C; avec p # q et soient w, € ker[p] et w, € ker[g]. Dire que
[lo] ' lo]@p-Z, et [lo]~[lo]w,.Z, ont au moins une composante commune revient
a dire qu’il existe un élément 7, , € ker[lo] tels que:

WLy =w4.0p 4.2y -
On a alors:

(wpi;l)'(wqiq_l)_l'ﬂ/ €4,
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ou n = np.nq_l.n;b € ker[lopj]. Remarquons que wp.Cp_l € ker[p] et que p et
lo sont premiers entre eux. De méme, ;.8 I ¢ ker[gq] et ¢ et Iy sont également
premiers entre eux. La relation de BacueT-BEzouT nous assure donc que si p # p;,
alors wp.l;p_l € 4; (puisque p est alors premier a lop;q), et de méme, si ¢ # pj,
alors wq.;‘q_l e 4;.

Nous avons demontré que si @, € ker[p] \ ¢,.8; et w,; € ker[g] \ ¢,;.48;, alors
[lo] ' [lo]@p-Z, et [lo] '[lo]®w,.Z, n’ont pas de composantes communes. On en

déduit :

deg ( U [lop]_][lop]Zp) = deg ( U U [lo]_][lo]w.Zp)

PeC; PeCj weker|p]

(17)
> Zd%( U Udﬂ@w%)

peC; weker[p]\¢,.8;

II reste maintenant a minorer le terme de droite en fonction du degré de [/]Z.
Soit donc p € C; un nombre premier; en tenant compte du lemme 4.3, point
(iii)) on obtient:

deg| U nwz, =deg([zop]—1[zop]z,,)=(zop)k’deg([zop]zp).

weker|p]
neker(lo]

Par ailleurs, en tenant compte de la définition du stabilisateur, ainsi que du lemme 4.3,
point (iii) a nouveau,

deg| | nez, =deg( U u.(;,,.z,,))=1’5’deg([zo]z,,).
wegjr‘gj ﬂekel’[lo]
neker[lo]

On a donc:

deg ( U [lo] ! [lo]w.Zp) > deg U N.w.Z,| — deg U N.w.Z,
weker[p]\gp.4; weker[p] wel,. 8
neker[lo] neker[lo]

= (lop)* deg ([lop]Z,) — 1§ deg([l0]Z,)

_ deg([lo]Zp) )
p~ deg([lop]Z,)

= (lop)" deg([lop]Z,) (1
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Notons é,- le sous-ensemble des p € C; tels que p divise [4; : 5?] ; on en déduit

alors que pour tout p ¢ C j»on a (en tenant compte du lemme 4.3, point (iv)):

deg ( U [ZO]_I[IO]“’-Zp) > (lop)* deg([lop]Z)) (1 - %mjifr[lm)

weker[p]\g, .3

> top) deg(lor)2,) (1- )
> §<zop>k’ deg(llop]Z,) .

et donc, grace a la relation (17) et aux choix de / (rappelons que [ = lop,) et de Z,

2 ’
deg(U[loP]_l[lop]Zp) > % (50 declion)z)))
pe@_i pE@j\éj
2 ~ /
> $]e\ €| min ((op)" deg(llop]Z,))
pE@j\@j

2 ~ /
> gjej\@jyzk deg([12) .
Par ailleurs, on a aussi la minoration évidente (confer a nouveau le lemme 4.3,

point (iii)) :

deg ( U [lop]_l[lop]zp) > deg([lop;17 ' [lop;1Z,,) > 1¥ deg([11Z) .

pE@j

On déduit des deux minorations précédentes que:

: 1] I¥ deg([1]12) .

pE@_,‘

deg ( U [lOp]_l([ZOP]ZP)) > %maXH@j \C;

Il reste a estimer le nombre de premiers p qui sont susceptibles de diviser le
nombre [4; : /S?]. Remarquons pour ce faire que

log([4; : 1)
log 3

il < < logdeg(4;) < nlogdeg(Z,,) < n? log(L)
(voir le lemme 4.3, point (ii), et se rappeler que pour tout p dans J, on dispose

de deg(Z,) < L¥ par le lemme de zéros 4.2). En tenant compte de linégalité

max{x — n?y ;1} > 2;—2y, valable pour tout couple de nombres réels (x,y) tels
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que x > O et y > 1, on en déduit (rappelons que L > 10 par hypothese, et
donc log(L) > 2):

1) > C)]

maXH@j\éj /m :

Ces remarques étant faites, nous pouvons conclure la preuve du corollaire 4.4.
Les calculs ci-dessous donnent:

|11 deg([1]2)
3n?log(L)

deg( U [lop]‘l([lop]Zp)) > gmax{\@j\é, 1)K deg([112) >

pE@j

En tenant compte de la relation (16), on en déduit:

|PIF deg([112) -~ 1C, 11X deg([112) _ & ) ,
3”21§§(L) :Z ]3n2l§gg(L) <X:deg(L_J [lop] I(UOP]ZP)) <Lt

j:1 j:1 pE@j

Cela acheve la démonstration du corollaire 4.4. &
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5 Conclusion

OUS ALLONS MAINTENANT mettre ensemble les résultats des paragraphes
qui précedent (§. 2 et §. 4), 'extrapolation nous assurant (en sup-
posant le théoreme 1.4 faux) l'existence d’un polyndme s’annulant
sur des réunions de translatés de V par des sous-groupes finis et le

lemme de zéros une fois simplifié (voir corollaire 4.4) nous assurant qu’alors un
multiple convenablement choisi de V est de petit degré. Ce sera I'objet du sous-
paragraphe 5.1 ci-dessous. Dans un deuxieme temps, nous exploiterons cette pro-
priété pour construire une suite de multiples de V dont le degré sera exceptionnelle-
ment petit (sous-paragraphe 5.2) ; cette derniere construction nous permettra enfin
de conclure (au sous-paragraphe 5.3).

5.1 Le choix des parametres

ANS TOUTE LA SUITE, nous désignerons par Cop un nombre réel strictement
positif, ne dépendant que de n, « suffisamment grand » (en d’autres termes,
les inégalités que nous serons amenés a écrire seront vraies asymptoti-

quement en Cp). On notera également ci, ¢, ..., des nombres réels strictement
positifs (effectivement calculables; on pourra se reporter au paragraphe 3 pour un
calcul explicite dans un cas particulier) ne dépendant que de n.

La proposition ci-dessous résume les résultats que nous avons obtenus jusqu’a
présent:

Proposition 5.1 Soit V' une sous-variéé propre et géométriquement irréductible de G,
de codimension k, soit p un nombre réel tel que p € [1, (9(3k)k+1)k_1], soit de plus M un

entier strictement positif et soit enfin A un nombre réel. Supposons que :

() la variere 'V verifie:
)k+1

a)(V)/iess(V) < A74p(3k
(ii) le nombre réel A verifie:

A > max{Colog(Bw(V)), log M} .
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Alors, il existe un entier strictement positif | tel que
(i) [ est premier avec M et majore par :
l < A2p(3k)k+l;
(iv) la variete V vérifie la proprieté suivante :
o([l]V) < A Pw(l;V) .

Démonstration : nous allons appliquer le corollaire 4.4 a la fonction F construite

grace au corollaire 2.9. Commencons par poser, pour j =1,...,k:
Nj: = APGBRY 2
et introduisons k ensembles de nombres premiers, en posant pour j=1,... k:
P = {ppremier, ;Nj/2 < p <Nj, pJ(M}

Enfin, posons:
L: = [nAkNl---Nk-a)(AkNl---Nk;V)]

Avec ces données, nous allons provisoirement supposer qu’il existe un polynome homogene
et non nul F, de degré au plus L qui sannule sur:

U U o U & &V,

(P12 DREP X x Pi E1€ker[p1]  Ereker[p]

Nous pouvons donc appliquer le corollaire 4.4, qui nous assure qu’il existe trois
entiers strictement positifs r, k" et [, avec r < k' <k etl € P;...P,, et une sous-
variété algébrique Z propre et Q-irréductible de G, de codimension k', contenant
un translaté de V par un point de torsion, telle que:

P (1K deg([1]12) < 3n*LF log L .
Par construction des ensembles &, ..., P, lentier [ est premier avec M ; de plus, on

a:
I<Ny...N; < Ap[(3k)2+(3k)3+--.+(3k)“+(3k)k+‘] ’

et comme
k+1 _ k+1 .
Y Bk < —k+) (3k) <23 —k
=2 j=1
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(on utilise I'inégalité 1+ x + ...+ x" < 2x” valable pour tout &1 € N et pour tout
x = 2), on en déduit:

[ < Ni...Np < APCBOTI-0  A2060 (18)

A fortiors, cela assure la propriété (iii) de la proposition 5.1. Nous allons maintenant
établir la propriété (iv).

Par définition de L, on a log(L) < A. De plus, en tenant compte du théoreme des
nombres premiers, on a pour tout j compris entre 1 et k :

2] > calN; logM
"7 logN;  log2

Par ailleurs, le choix des parametres N; et I'hypothese (i) nous assurent que
N; = A% > Co(log M)? ;
et donc:

Cle _ logM S Cle S Ap(gk)k+2—_j_1
" logN; log2 ~ 2logN; ~ '

| ;]

Enfin, toujours par définition des ensembles #; et par construction de I,
[>27"Ny...N, .

Ces inégalités mises ensemble nous donnent la majoration :

3n2LK log(L) _ 2KF2 2K (AR Ny - NO¥o(AFNY - N VK

deg([l] Z) < |¢(Pr| lk/ ~ Ap(3k)k+2—r_2

Par ailleurs, le lemme 2.4 et la définition de w(X) montrent que:

o([11V) < no(L:[[1V) < n(deg([112)"* .
On en tire, en tenant compte de I'inégalité ci-dessus:

22 % AEN, 4y - Ni s o(AFNY -+ - N V)
AB2T=2) /K

o([1]V) <

Le lemme 2.4 nous assure de plus que (puisque par définition, I < A*Ny --- Ny)

AkNl---Nk
[

w(A*Ny - N V) < ;o5 V) K 2TAYN - N sl V)
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On en déduit:

4+t A (N - N2 (1 V)
ABOF2T=2) /K’

o([l]V) <

4r1 | gk A2KH2p(BR) (BT ) A%
APBOR2T=2)/K '

Majorons maintenant 'exposant 4 de A:

ho o+ = 2k+2p(Bk)? + -+ B — (p(BOF2T —2) /K
< 2k +2p((3k)* + -+ BRI — 3Bk T 42
< 20(Bk)+---+ (3/{)"“7’) — 3;0(3]{)]‘“7’
< 2p(k — )BT+ 2pBk) T — 3p(3k)FIT

— p(k + 2r)(3k)k*’
—3p .

N

Au total, nous avons donc bien:
o([[IV) <4 n* A0 (V) < AP0 (V) .

Le point (iv) et donc la proposition 5.1 suit, modulo la preuve de I'existence de F
que nous donnons ci-dessous.

Nous allons appliquer le corollaire 2.9, qui nous garantira I'existence de F grace
aux hypotheses faites sur V. Pour ce faire, choisissons tout d’abord ¢ =k, u =3 et:

U . =nA%6O" yv)

pour vérifier que nous sommes dans les conditions d’application de ce corollaire,
nous devons vérifier ses hypotheses (i) et (i), a savoir d’'une part que:

8nlog(U +1
nAZ(N) . NDPe(V) < U et A otoeU D

’

log3
et d’autre part que:

log(w(V) +1)
AZ(Ny ... N2

o(V)a=(V) <

Linégalité (18) donne immédiatement:

nA*(Ny ... N)*o(V) < U ;
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par ailleurs, I'inégalité A > %égﬂ) est triviale a partir des définitions de U et A

(car A > Colog(3w(V)) par I'hypothese (ii)).

Passons donc a la majoration de w(V)i** (V) : I'hypothese (i) nous assure que
(toujours en tenant compte de la relation (18)):

V /N ess V A—4p(3k < .
(V)= (V) < A2K(Ny ... Ny)?

Ceci nous montre bien que nous sommes dans les conditions d’application du
corollaire 2.9 qui nous assure donc de I'existence du polynéme F ; la proposition 5.1
est donc entierement établie. %

Remarque : soit V une sous-variété propre et Q-irréductible de G”, de codimen-
sion k qui satisfait ’hypothese du théoreme 1.4. Choisissons p = 1, M = 1 et
§ = Co(log(3w(V)) dans la proposition 5.1 et supposons que la condition (i) soit
satisfaite. Cette proposition nous montre en particulier qu’il existe un entier / € N*
pour lequel o([I]V) < o(l; V). Soit Zy une hypersurface contenant [[]V de degré
minimal = o([[]V), et soit Z une composante Q-irréductible de [I/]~!Z; passant
par V. On a donc:

deg([11Z) < w(l;V) .

Par hypothese, Z n’est pas un translaté d’un sous-groupe propre ; sz lon savait de sur-
croit que

[ est premier avec [Stab(Z) : Stab(2)"] ,
le lemme 4.3, point (v) nous assurerait alors que:
deg([1]1Z) >l deg(2) .
Par ailleurs, comme Z contient V, on sait que

w(l; V) < ldeg(Z).

On en déduirait donc aisément une contradiction, ce qui montrerait que I’hypo-
these (i) de la proposition 5.1 est fausse, et donc en particulier que:

)k+1

o(V)A(V) = (Colog(Bw(V))) G
Malheureusement, il semble difficile d’assurer a prior: cette condition sur le sta-

bilisateur de la « variété obstructrice » Z. En effet, I’entier [ et la variété Z sont
construits simultanément. Cette particularité nous interdit de conclure grace a une
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application directe du lemme de zéros, comme cela est courant en géométrie dio-
phantienne. On notera toutefois, que nous avons déja rencontré le méme probleme
d’inversion des quantificateurs dans [Am-Dal]. Bien que la situation de départ (ainsi
que la construction analytique et le lemme de zéros) soit différente dans les deux
textes, la conclusion est la méme : on construit une variété qui poussée par une multi-
plication par un entier convenable est de degré « pathologiquement » petit. On peut
donc conclure a 'aide du méme argument de « descente ». C’est pour pouvoir le
mettre en ceuvre que nous avons introduit la condition a priori tres technique sur
un entier M fixé a 'avance, avec lequel 'entier / que I'on construit doit étre premier
(condition (ii) de la proposition 5.1). La méthode de descente permettra grace a cette
hypothese de coprimalité d’assurer de bonnes propriétés pour les stabilisateurs des
variétés obstructrices concernées. C’est I'objet du sous-paragraphe qui suit.

5.2 La descente finale

A DERNIERE ETAPE de la preuve consiste a construire une suite de variétés pas-

sant par des multiples convenables de V, dont les stabilisateurs sont controlés

(afin de contourner la difficulté qui nous a empéché de conclure au para-

graphe précédent), vérifiant de bonnes conditions d’inclusion et surtout, de degré
« contr6lé ». Pour ceci, on commence par fixer les parametres pour i =1,...,k:

pi s = (OBOH T e [1.(OGH DT
puis
g =AV)Y P <1,
et enfin:
P o= A(V)2BO e
ou l'on a noté pour alléger:

A(V) = = CElog(Bw(V)) .

En pratique, la méthode revient a faire le raisonnement du paragraphe précédent
k fois, avec des parametres tres « espacés ». D’ou les différents choix de p;. A cha-
cune de ces étapes, la proposition 5.1 nous fournira un multiple par un entier [ de
la variété étudiée dont I'indice d’obstruction aura « chuté » d’au moins ¢; (par le
point (iv)), et [ sera au plus égal a P; (qui vaut donc essentiellement le produit des
parametres N; du paragraphe précédent). C’est ce qui motive I'introduction de ces
deux nouveaux parametres.

Soit j € {1,...,k}; I'inégalité (confér la preuve de la relation (18))

pjt-+ o <2p; (19)
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sera utilisée plusieurs fois dans la suite.

Les suites de variétés que I'on peut construire a I'aide d’une application répétée
de la proposition 5.1 vérifient en particulier les propriétés énoncées ci-dessous et que
I'on peut formaliser en introduisant un ensemble W défini de la facon suivante:

Définition 5.2 On note W lensemble des triplets (s, 1, W), oiv s € [0, k] est un entier,
1= (li,....l) estun s-uplet dentiers" avec 0 < I; < Pi, et W = (W, ..., Wy) est
un (s + 1)-uplet de sous-variétés propres et géometriquement irréductibles de G, tel que
V C Wy et tel que:

() l; est premier avec [Stab(W;_1) : Stab(W;_1)°] ez [Li]W;_1 S W, pour i =

1,...,s;
(i) Pouri=0,...,s,0na:
codim(W;)
deg(W;) < ((P,~+1 . PO2o([l .. .z,-]V)) ;
() Pouri=1,...,s,0na:

a)([ll . .li]V) < 81'0)(11'; [ll .. .l,;l]V) .

Cette définition est motivée par les besoins suivants: tout d’abord, le point (i)
permet de récupérer I'information fournie par les étapes précédentes (confer la propo-
sition 5.1); la condition (ii) pour sa part va assurer que les variétés que 'on va cons-
truire sont de « petit » degré. Enfin, le point (i) permet d’assurer que ces variétés sont
emboitées (a multiplication par un entier pres) et surtout (puisque /; est premier avec
[Stab(W;_1) : Stab(W;_1)"] ) que leurs degrés se comportent bien par multiplication.

Linégalité o(T;V) < Tw(V) du lemme 2.4 permet de revenir aux indices d’obs-
tructions absolus, et la condition (iii) entraine en particulier (puisque & < 1):

Scolie 5.3 Si (s, I, W) e W, etsis #0,0na:

o([l...V) <Lo(lh...li-1]V) ,

pouri=1,...,s.

Le but de ce paragraphe est d’assurer qu’il existe au moins un élément (s, I, W)
de W, pour lequel on a dim(W;_1) = dim(W;) pour au moins un indice i, 1 <i <s.
Pour ce faire, nous allons définir****:

Wo = [(s, ILW)ew, ; dim(Wo) < dim(Wy) < --- < dim(Ws)} :

1191 Pour s =0, I est 'ensemble vide, et les conditions (i) et (iii) ci-dessous sont vides.
% % * Pour s = 0, la condition ci-dessous est également vide.
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Nous nous proposons de montrer que si le théoreme 1.4 est faux, alors Wy # W.
Plus précisément, on montrera la proposition suivante :

Proposition 5.4 Soit V une sous-variété de G, définie sur Q et Q-irréductible, qui
n'est contenue dans aucun translaté de sous-tore propre de G, , et verifiant :

w(VAS(V) < A(v)-(OE0ED)

Alors, Wo = W.

Avant de passer a la preuve de cette proposition, commencgons par mettre une
relation d’ordre total sur les suites finies de longueur < k + 1 d’entiers positifs ou
nuls et < n. Soient (v) = (vi)o<i<s- €t (V) = (v))og s deux telles suites.

Définition 5.5 On dira que (v) < (V') si:
(vi)o<igmints.s’y < (V})o<i<min{s.s')

pour lordre lexicographique, ou, si (v;)o<i<mins,s'y = (V)o<i<mins,s'} €L §¢ la longueur s
de la suite (v) est > a la longueur s’ de la suite (V").

La démonstration de la proposition 5.4 va se faire par récurrence sur la suite
des dimensions de certaines variétés, en utilisant la relation d’ordre définie en 5.5.
Létape inductive est résumée par le lemme suivant:

Lemme 5.6 Soienzs > 0 un entier, 1, ..., 1l desentiers > 1 et Wy, ..., W, des sous-
varietés propres et Q-irréductibles de G, telles que V. C Wo et [l;]|Wi—1 S W; pour
i=1,...,s. Alors, pour tout entier ;1 > 1 il existe un entier s', 0 < 5" < s+ 1 et une
sous-variété propre Zy et géométriguement irréductible, de degre :

deg(zs’) <lygr... ls+lw([ll cee lerl] V) deg(Wv’) ,

telle que [y \Wy_1 € Zy et codim(Zy) = codim(Wy)+1 (avec les conventions suivantes :
codim(Ws1) =0, deg(Wy1) =1, W_1 =V etlo=1). De plus, on a:

(dim(Wo), ..., dim(Wy_1), dim(Zy)) < (dim(Wo), . .., dim(W,)) .

Démonstration : soit Zs1 une hypersurface contenant [/ ...l1]V de degré
minimal égal a w([/; ...L+1]V). Nous allons construire une suite de variétés Zo, . . .,
Z vérifiant les propriétés suivantes:

() Z; € W;, et codim(W;) < codim(Z;) < codim(W;) + 1 pour tout i =0, ...,s.

Gi) [liv1...ls1]Zi € Zgq, pouri =0, ..., 5.
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(i) [l,‘]Z,'_l c Z, pour i=1,...,s+1.
(iv) deg(Z;) <liz1...Lpo([l ... [i41]V) deg(W;), pour i =0,...,s + 1.

Commencons par construire Zg. Si [ly...l[s11|Wo S Zg41, on pose Zg = Wo.
Sinon, on coupe la variété Wy par [I; .. Ag11]71Zg41, et on choisit pour Zo une des
composantes Q-irréductibles de dimension maximale passant par V de cette variété.
On en déduit, par le théoreme de Btzour:

deg(Zo) < deg(Wo) deg([h e lHl]‘lZHl) <Uh... ls+1a)([ll . ls.,_l]V) deg(Wo) .

Pour i = 0, les conditions (i) a (iv) sont donc vérifiées. Soit maintenant i un entier,
0 <i < s —1 etsupposons Zo,...,Z; construites. Nous allons construire Z;..
Comme précédemment, si:

[livo ... L1]Wis1 € Zgiq

on pose Z;;1 = W;y1. Sinon, on choisit pour Z;;; une composante Q-irréductible
de dimension maximale de [li1o...l11]7' Zs1 N Wigg parmi les composantes qui
contiennent [[;+1]Z;. Il en existe puisque [l;+1]W; € W;y1 (par hypothese), Z; € W;
(par hypothese de récurrence (i), et puisque:

[livi. . 1] Zi € Zona

(par hypothese de récurrence (ii)). Comme auparavant, on obtient par le théoreme de
Bezour:
deg(zi+1) <livo .. dgpo([ly ... lg+1]V) deg(WiH) .

La variété Z;,; veérifie donc la condition (iv); les conditions (i) a (iii) sont pour leur
part vérifiées par construction. Les variétés Zo, ..., Z;, Zs+1 sont donc construites,
ce qui acheve la récurrence. Pour conclure la preuve du lemme 5.6, il faut encore
choisir 5" et montrer que la nouvelle suite de variétés est « strictement inférieure »
a celle de départ.

La suite des variétés Z; que nous venons de construire correspond a I'un des
deux diagrammes suivants:

WO Wl e Ws"—l Wv’ cee Wv
I I o A
Zo 71 . 2o Zy .. Z Zgi1.

On peut également obtenir:

Wo Wi ... .00 W

I | : : I

Zy Zv ... ... Zs Zg.
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On définit alors s" comme le plus petit entier i pour lequel Z; C W; si un tel
entier existe (ce qui correspond au premier diagramme), et s' = s + 1 si un tel entier
n’existe pas (Cest le deuxieme diagramme). Par construction des Z;, la variété Zy
satisfait toutes les propriétés requises: en particulier la propriété de décroissance de
la suite des dimensions est assurée par le choix de s” (dans le premier diagramme,
la nouvelle suite est strictement plus petite pour I'ordre lexicographique et dans le
deuxieme, les suites tronquées sont égales, mais la nouvelle suite est strictement plus
longue). Le lemme 5.6 est donc entierement établi.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 5.4.

Deémonstration de la proposition 5.4 : remarquons tout d’abord que Wy # . En
effet, soit Wy une hypersurface de G/, contenant V et telle que deg(Wp) = w(V):
le triplet (O, @, (Wp)) appartient alors a Wq. De plus, 'ensemble des suites finies
d’entiers compris entre O et n — 1, de longueur au plus k, strictement croissantes
(au sens usuel) est fini; on déduit de ces deux faits Tt" qu’il existe un élément
(s, 1, W) de Wq tel que

(dim Wi)ogi<s < (dim W)ogi<s-

pour tout (s',1I', W) € Wq.

On se propose dutiliser la proposition 5.1 avec V remplacé par V' = [I1...L]V,

p=pst1, M =[Stab(W,): Stab(W)?] et A=A(V) .

A%V <1y LASS(V) < Py PAss(V)

et
o(VY<h... o(V)< P...Pso(V)

(confer scolie 5.3). Ces inégalités et hypothese de la proposition (5.4) sur I'invariant
o(V)*(V) montrent que:

DAV < (VRSP ... P
< A(V)—(9(3k)(k+1))k y A(V)4(p]+...+ps)(3k)k+l
= A(v)h—‘*pm(i’ak)k“ ,
ou, en utilisant I'inégalité (19),

ho: = =G Y + 4B (o1 + -+ psa1) < 8B pr — (9BKHH <0 .

411 Rappelons que l'ordre < est total.
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Lhypothese (i) de la proposition 5.1 est donc satisfaite. Vérifions maintenant I’hy-
pothese (ii) de cette proposition. La scolie 5.3 donne:

Colog(Bw(V")) < Co(log Py + - - - + log Py +log(3w(V))) < A(V) .

Par ailleurs, en utilisant le point (ii) du lemme 4.3, le point (i) (avec i = s) de la
définition 5.2 et a nouveau la scolie 5.3, on obtient:

log M < (dim(W;) + 1) log deg(W;)
< (dim(W,) + 1) codim(W, ) (2log Py+1 + -+ +2log P +log(Be([l1 . .. ,]V)))
<n? (2 log Py +---+2log P+ log(Sw(V)))

<AV .

Lhypothese (i) de la proposition 5.1 est donc aussi satisfaite. On déduit alors de cette
derniére qu’il existe un entier I, premier avec [Stab(W;) : Stab(W;)?], tel que

)k+1

L < A(v)ZPsH 3k

s+1 5

et
o[l ... 141]V)

o(lge1s [l I5]V)

< A(V)_pﬁl = Es+1 -

Le triplet (s, I, W) € Wy, et satisfait donc en particulier toutes les hypotheses du
lemme 5.6. Appliquons ce dernier avec I'entier /;;; donné par la proposition 5.1: on
en déduit Pexistence d’un entier s’, 0 < s’ < s +1 < k, et d’une certaine variété
Zy ayant les propriétés décrites dans ce lemme.

Montrons alors que l'on a:
(S/, (l], ey ls/), (WO, e ey WS’—I, ZS,)) = W .

Pour ce faire, il suffit de vérifier les conditions de (i) a (iii) de la définition 5.2 avec
i = s'. La premiere partie de la condition (i) est assurée par le choix de [y si
s" =5+ 1 et par I'hypothese (s, I, W) € W sinon; la deuxieme partie est assurée par
construction de Zy (et toujours par hypothese si s' < s +1). Un argument similaire
s’applique pour la condition (iii). Montrons donc (ii). Les relations sur la codimension
et sur le degré de Zy (lemme 5.6), la majoration du degré de Wy (définition 5.2)
et la scolie 5.3, nous assurent que:

deg(zs’) Ly ... ls+la)<[ll cee ls+l] V) deg(Wv’)

<

< (ls/+] e ls+l)2a)([ll - ls/] V) deg(Wv/)

< Penr - PO ([l A IV((Pesr - POPo((l - 1y ] V)t
((Ps’+1 R Pk)QC()([ll . ls/] V))Codim(zs/) .
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On a donc montré que la variété Zy vérifie la propriété (i) de la définition 5.2. Ce
qui montre bien que (s', (I1,...,ly), Wo, ..., Wy_1, Zy)) est un élément de W.

D’autre part, le lemme 5.6 nous assure que le triplet:
', ly), (Wo, oo, Wy 1, Zg)) €W
est tel que la suite de dimensions:
(dim(Wp), ..., dim(Wy_1), dim(Zy))
est strictement inférieure a
(dim(Wp), ..., dim(Wy))

pour la relation d’ordre <. Or, par définition, (s, I, W) « est minimal » dans Wq ;
on en déduit que:

(S/, (11, ce, ls/), (Wo, oo, We, ZS/)) ZWo ,

ce qui établit bien la proposition 5.4. ®

5.3 Preuve du théoreme principal

oIt V UNE SOUS-VARIETE PROPRE et Q-irréductible de G” de codimension k

S qui satisfait ’hypothese du théoreme 1.4. Supposons que la conclusion de

ce théoreme soit fausse ; ’hypothese de la proposition 5.4 est donc verifiée.

Appliquons donc cette derniere: il existe donc un élément (s, I, W) de W\ Wo. En

particulier, on est donc assuré de I'existence de deux sous-variétés propres et Q-

irréductibles W;_; et W; de G/,, de la méme dimension, et de I'existence de certains
entiers [q,...,[; € N* qui vérifient:

dim(W,-_l) = dim(W,-), [l[]Wi_l c W, [11 .. .li_l]V cW

de plus, /; est premier avec [Stab(W,-_l) : Stab(W,-_l)O]. Par hypothese W; n’est pas
un translaté d’un sous-tore propre de G, (car W; contient [l1...[;_1]V qui n’est
contenu dans aucun translaté d’'un sous-tore propre de G}, puisque V vérifie cette
propriété par hypothese). Le lemme 4.3, point (v) nous assure alors que:

li deg(Wi_l) < deg(W,) .
Comme W;_; contient [l1...l[;_1]V, on en déduit:

wo(lis [l .. Li_1]V) < (1; deg(Wi_1)) Y ImWiet) < deg(W)!/ codimD - (20)
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En appliquant les relations (ii) et (i) de la définition 5.2, on en tire:
o[l ... ]]V) < &i(deg(W) MWD < oo (Piy . POPo([ly - . L]V

Par ailleurs, &;(Pit1... P)?> = A(V)*, ou (confer les choix des P; et des g; et
I'inégalité (19)):

u=—p; + 4G (pis1+ -+ o) < —pi + 8B pi1 <0 .

C’est une contradiction. On en déduit donc que notre hypothese est également fausse,
a savoir qu'en fait, on a bien:

(AW > (G logBu(V)) e

Le théoreme 1.4 est donc entierement établi. ¢

Remarque : la fin de 'argument permet de voir tres clairement pourquoi I'intro-
duction des indices d’obstruction avec poids est nécessaire dans cette preuve, alors
que dans [Am-Dal] par exemple, son introduction n’est pas indispensable (dans cette
derniere référence toutefois, cet invariant aurait peut-étre pu permettre de raffiner les
minorations). En effet, tout le point de I'argument de descente consiste a utiliser une
inégalité de Bezour raffinée car on dispose d’une information supplémentaire sur
les stabilisateurs. Cette inégalité raffinée permet de montrer qu’en fait deg(W;) est
grand par rapport a deg(W;_;) (avec un facteur /; en notre faveur alors que sans
information sur les stabilisateurs, ce facteur jouerait contre nous). Par ailleurs, la
proposition 5.1 nous fournit une majoration du degré de W; non pas en fonction
de l'indice d’obstruction de [y ...l;_1]V (C’est-a-dire essentiellement en fonction du
degré de W;_1), mais en fonction de I'indice d’obstruction de [/ ...J;_1]V avec poids
l;. Comme les inégalités de comparaisons entre les deux types d’indice sont faibles, on
reperdrait justement le gain di a la descente (un facteur /;) et on ne pourrait toujours
pas conclure! Plus précisément, si 'on majore (a I'aide du lemme 2.4) I'indice avec
poids w(l;; [l1...Li—1]V) par Liw([ly ...1i—1]V) Iinégalité (20) devient:

Lo([l ... Li—1]V) < Ii(deg(W;_p))"/ codimWi-)

et lon n’arrive pas a une contradiction si codim(W;_1) > 1.
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6 Preuve des corollaires

OUS ALLONS TERMINER ce texte par une preuve des corollaires 1.6, et 1.7
cités dans I'introduction. Nous allons toutefois commencer par préciser
le lien entre la conjecture 1.2 et la conjecture proposée dans [Da-Ph2]
(conjecture 1.3). Tous ces énoncés s’obtiennent soit en utilisant des

arguments simples de géomeétrie (projection, fibration), soit en les combinant avec
une application directe du théoreme de Bzour arithmétique.
Dans tout ce paragraphe, et contrairement au reste du texte, nous fixerons la

SEGRE

compactification ¢ : G! — P* == P¥'~! afin de pouvoir utiliser librement les
résultats de [Da-Ph2]. On peut encore, quitte a changer la constante numeérique,
appliquer le théoreme 1.4 puisque I'on dispose des inégalités :

V) < h(V) < ™Ry
deg(V) < deg(V) < n®™Vdeg(V) ,

a=w) < gy < oap™v)

(confer [Da-Ph2], proposition 2.9 pour une preuve du premier encadrement, le deuxi-
eme s’obtient de facon similaire et le troisieme est élémentaire a partir de loc. ciz,
proposition 2.9).

Proposition 6.1 La conjecture 1.2 entraine la conjecture 1.3.

Démonstration : supposons la conjecture 1.2 vraie, et montrons le point (ii) de
la conjecture 1.3. Soit donc V une sous-variété algébrique de G, définie sur Q et
géométriquement irréductible. Notons 5 - B le plus petit translaté d’un sous-tore de
G contenant V, et soit s la dimension de B. Il existe alors une projection linéaire
7 sur s facteurs de G, telle que 7w (n - B) soit égale a GJ,. De plus, 7 (V) ne peut
étre contenu dans un translaté g - C d’un sous-tore propre de GJ,. Si tel était le cas,
la variété V serait contenue dans 7~ '(u - C) Ny - B et donc dans un translaté d’un
sous-tore strictement contenu dans 5 - B (pour plus de détails sur ces arguments de
projection, confer [Da-Ph2], paragraphe 2.3). On peut donc faire B = GJ, dans la
conjecture 1.2. Comme le minimum essentiel et le degré sont décroissants via une
telle projection linéaire, on a par la conjecture 1.2 et la relation (2):

c(n) - c'(n) - c'(n)

7\ €ss > /A €ss > i >
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Ce qui montre bien le point (i) de la conjecture 1.3. Maintenant, si V vérifie
les hypotheses de la conjecture 1.3, le théoréme 1.6 de [Da-Ph2] nous assure!' que
pour tout ¢ > 0, il existe une courbe plane W, dans G% qui est définie sur Q,
géométriquement irréductible qui n’est pas un translaté d’un sous-tore de G2, et telle
que deg (W,) < deg, (V) et h(W.) < h(V) + ¢. On en déduit, en tenant compte
du point (i) de la conjecture 1.3 que:

e+ h (V) = h(W,) = c(2) .

On a donc également obtenu le point (i) de la conjecture 1.3 en faisant tendre & vers
0. La proposition 6.1 est donc entierement établie. ®

Le corollaire 1.6 suit en reprenant le méme raisonnement, et en utilisant la mino-
ration obtenue au théoreme 1.4 au lieu de celle, conjecturale proposée en 1.2. &

Passons maintenant au corollaire 1.7 (qu’il suffit une fois de plus de démontrer
pour le plongement ¢); il sagit encore une fois du méme type de raisonnement : soit
V une sous-variété de G?, définie sur Q et Q irréductible, qui n’est pas un translaté
d’un sous-tore propre de GJ,. Largument de projection linéaire exposé dans la preuve
de la proposition 6.1 nous assure que si s est la dimension du plus petit translaté d'un
sous-tore de G/}, contenant V, il existe une sous-variete W de G, définie sur Q et

Q-irréductible, qui n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-groupe propre de
G3, et telle que h(W) < hy(V) et deg (W) < deg/(V). Puisque s > d + 2 par
hypothese, quitte a poursuivre 'argument de projection linéaire, on peut remplacer
W par une sous-variété X de dimension d de G%™ qui vérifie encore les hypotheses
du corollaire 1.7, et qui est de degré deg,(X) < deg (W) et de hauteur normalisée
ill(X ) < @[(W). Cette premiere réduction effectuée, montrons que pour tout nombre
réel ¢ > 0, il existe une sous-variété Y de Ggfl, de dimension d —1 qui vérifie encore
les hypotheses du corollaire 1.7, et dont le degré et la hauteur normalisée sont bornés
par deg (X) et h(X) + ¢ respectivement. Par récurrence, on en déduira I'existence
d’une courbe Z dans G2, qui est définie sur Q et géométriquement irréductible, qui
n’est contenue dans aucun translaté de sous-tore propre de G2, et qui vérifie in fine
h(Z) < h(V) + ¢ et deg (Z) < deg/(V).

Pour ce faire, on utilise 'argument de fibration de [Da-Ph2], proposition 3.1;
quitte a permuter les facteurs de IP"IHQ, on peut supposer que X se projette surjec-
tivement sur le premier facteur et que la composante neutre du stabilisateur de X
n’est pas contenue dans {1} x G4, On en déduit alors qu’au plus un nombre fini
de fibres X, : = X N~ !'(x) ont un stabilisateur de dimension d — 1. On fixe

|| La preuve de loc. ciz. donne seulement cette estimation. Elle pourrait étre remplacée par les
arguments de [Phi3]-III pour démontrer le théoreme 1.6 de [Da-Ph2] tel qu’il est énoncé, mais cette
version plus faible est suffisante pour nos besoins.
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ensuite un entier m assez grand, et 'on déduit du théoreme de Btzour arithmétique
qu’il existe un point de m-torsion & de G,, tel que X; possede un stabilisateur de
dimension au plus d — 2 et tel que deg,(X:) < deg (X) et h(X:) < h(X) +e.
Ceci nous montre notre assertion.

Appliquons maintenant le théoréme 1.4 A la courbe Z de G ainsi construite.
On en déduit:

c(3)deg,(2)
0 (2) logBw (2)y® ~ °

ilz(v) = ilt(z) —&z

Maintenant, la relation (2) nous assure que ,(Z) < 3,/deg,(Z). On en tire:

Jd
h(V) > €B)ydeg(2) e>c(3)>0

~ 3logBw(2)Y®

sitot que ¢ est choisi assez petit. Le corollaire 1.7 est donc entierement établi.
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