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Distribution des points de
petite hauteurdans les

groupes multiplicatifs

Francesco AMOROSO € Sinnou DAVID

Résumé : nous démontrons une nouvelle minoration pour la hauteur des
points d’une sous-variété algébrique V' d’un tore multiplicatif n’appartenant
a aucune sous-variété de torsion de V. Si des minorations pour la hauteur
de ces points étaient déja connue (pluri exponentielle décroissante en le
degré pour W. SCMHIDT et E. BOMBIERI-U. ZANNIER, [Sch|, [Bo-Zal, et
monomiale inverse en le degré, par le deuxieme auteur et P. PHILIPPON,
[Da—Ph]), notre approche permet de démontrer & un e-preés les conjectures
les plus précises que ’on peut formuler dans ce cadre.

Abstract : we prove a new lower bound for the height of points on a sub-
variety V' of a multiplicative torus, which lie outside the union of torsion
subvarieties of V. Although lower bounds for the heights of these points
where already known (decreasing multi-exponential function of the degree
for SCMHIDT and BOMBIERI-ZANNIER, [Sch], [Bo-Za], and inverse mono-
mial in the degree by the second author of this note and P. PHILIPPON,
[Da—Ph]), our method proves up to an € the sharpest conjectures that can
be formulated.

Mathematics Subject classification : 11 G 10, 11 J 81,14 G 40.

1 Introduction

Dans cet article, nous poursuivons ’étude des minorations de la hauteur
normalisée des points d’une sous-variété d’un tore amorcée dans [Am-Dal,
[Am-Da2] et [Am-Da3]. Soit ¢ : G}}, — Py un plongement projectif indui-
sant une compactification équivariant de G}, et h, la hauteur normalisée as-
sociée. Parmi tous les minimums successifs algébriques pour la hauteur iLL( )



sur V, on s’intéresse généralement plus particulierement a trois invariants :
le minimum essentiel, le minimum sur le complémentaire des translatés de
sous-tores (de dimension au moins 1) et enfin le minimum < absolu >, c’est
a dire le minimum sur 'ouvert de ZARISKI V* (en suivant les notations de
[Da—Ph]) de V :

ve:=V\|JB,

ou la réunion est prise sur les variétés de torsion B contenues dans V. Ici et
dans la suite on appelera < variété de torsion > une réunion de translatés
de sous-tores propres! de G”, par des points de torsion. Dans le cas parti-
culier ou V est un point d’ordre infini de G,,, ces questions se réduisent au
probleme de LEHMER classique (confer [Le]).

Afin de simplifier les notations, les conjectures et les énoncés que l'on
donnera par la suite, nous choisissons dés maintenant un plongement < pri-
vilégié > de G, dans l'espace projectif, ¢ : G}, < P,,. La hauteur (norma-
lisée) d’un point o = (avy, ..., a,) € G}, est donc la hauteur de WEIL loga-
rithmique et absolue (avec la norme du sup aux places archimédiennes) h(cx)
du point projectif défini par (1,1, ..., a,). De méme, par < degré > d’une
sous-variété W de G, noté deg(W), on entendra le degré de I’adhérence de
ZARISKI de W dans P".

Toujours pour alléger, nous identifierons dans la suite G, (et ses sous-
variétés) a G”,(Q).

Comme nous I'avons fait observer dans [Am-Dal, le degré n’est pas le
bon invariant pour ce type de problemes, mais [’indice d’obstruction, qui est
plus fin, & savoir :

Définition 1.1 Soit V une sous-variété algébrique de G, et soit K une ex-
tension de Q. On appelle indice d’obstruction de V' relatif a K, noté wi(V),
le plus petit degré d’une hypersurface de G, définie sur K et passant par V.

On rappelle que pour toute sous-variété algébrique de GJ}, définie sur K
et K-irréductible (confer [Ch], corollaire 2, chapitre 1, page 8 et exemple 1,
page 9),
wi (V) < ndeg(V)1/odmV)

Dans [Am-Da] nous avons fait une conjecture (confer conjecture 1.3 : on
notera que dans op. cit. la quantité wg(or) était notée 6(a)) qui généralise
aux points de G}, celle de LEHMER et nous avons montré que cette derniere

1. Dans ce texte, < propre > signifie < strict > i. e. C; on utilisera le mot « variété

algébrique > pour indiquer un fermé de ZARISKI propre de Gy,, pas forcement irréductible
ni équidimensionnel.



est vraie < a des facteurs log prés > . Ce résultat contient de plus une mi-
noration du minimum essentiel d’une sous-variété algébrique de G}, définie
sur Q et Q-irréductible (confer [Am-Da3]). Rappelons ces résultats (confer
[Am-Da] Théoréme 1.5 et [Am-Da3], corollaire 1.2) :

Théoréme 1.2 Pour tout entier n > 1 il existe deux nombres réels stric-
tement positifs et effectivement calculables c(n) et k(n), tels que pour tout
élément ac de Gv,, dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes,
on ait :
—k(n)
h@) = e(n) " wg(a) ™! (log(Bwg(@))) -

Soit de plus V' une sous-variété algébrique de G, définie sur Q et Q-
irréductible qui n’est pas contenue dans une sous-variété de torsion de GJ',.
Alors ensemble des points oo € V' tels que

_ _ —k(n)
h(@) < e(n) g (V)™ (log(Bwg(V)))
n’est pas Zariski dense dans V.

On peut en fait prendre dans ce théoréeme k(n):=2n(n+1)!" —1. On no-
tera que la valeur numérique indiquée dans E[Am—Da] est erronée ; au cours
de la preuve du théoreme 1.5 ci-desssous, nous indiquerons les modifications
a apporter pour corriger cette faute da calcul.

Dans cet article on se propose de donner des résultats plus précis par
rapport au théoreme 1.2. Soit V' une sous-variété algébrique de G, définie
sur Q et Q-irréductible. Remarquons d’abord que ’on peut rien dire sur la
hauteur des points d’une sous-variété de torsion B de V : en effet, on peut
trouver dans B des points de torsion et méme des points de hauteur positive
mais arbitrairement petite (par rapport & V). Par contre, sur 'ouvert V*,
la hauteur est minorée uniquement en fonction de V' et, dans [Da-Ph], le
second auteur et P. PHILIPPON ont montré que la hauteur des points de V*
est minorée par :

(22n+4d+25 deg(V) ( log(deg(V) + 1))3> —7d )

ou d est la dimension de V. Cette minoration, méme si elle améliore de facon
spectaculaire les bornes précédemment connues (E. BOMBIERI-U. ZAN-
NIER, [Bo-Za] et W. SCHMIDT, [Sch]), semble loin d’étre optimale.

Les résultats obtenus d’une part dans [Am-Da] et [Am-Da3| et d’autre
part la recherche de la bonne dépendance en le degré du plongement de
G}, dans un projectif nous ont amenés a formuler une conjecture pour le



comportement du minimum de la hauteur dans V* dans [Am-Dad| (voir la
conjecture 1.12). Cette conjecture est renforcée par les résultats obtenus en
dimension 1 par le premier auteur et R. DVORNICICH (confer [Am-Dv]) et
par ailleurs avec U. ZANNIER (confer [Am-Za]). Une version simplifiée de
cette conjecture peut s’énoncer comme suit :

Conjecture 1.3 Soit V une sous-variété algébrique de G, définie sur Q.
Supposons que V' soit une intersection d’hypersurfaces de G}, définies sur
Q2P et de degré au plus §. Alors, pour tout point o de V* on a :

h(e) > e(n)™167h
ot ¢(n) est un nombre réel > 0.

On remarquera que toute sous-variété algébrique G, définie sur Qeb
et Q*-irréductible est intersection d’hypersurfaces de G, de degré au plus
deg(V) ; cette conjecture implique donc en particulier la minoration suivante
pour les points « € V* :

Va € V*(Q), h(a)>c(n) tdeg(V)™ L.

Par ailleurs on aurait pu espérer que la minoration optimale dans la
conjecture précédente fasse intervenir I'indice d’obstruction wgas (V') en lieu
et place de la régularité d, mais ceci est faux, comme ’exemple suivant le
montre.

Soit « un nombre algébrique de hauteur strictement positive mais suf-
fisamment petite tel que Q(a) et Q2" soient linéairement disjoints et soit
P(t) € Q[t] son polynéme minimal. Notons

V = {(z1,22,23) € G}, tel que 27 + 27 — 29 — 23 =0= P(x1)} .

On vérifie que a = (o, a?,a3) € V et que a n’appartient & aucune sous-

variété de torsion contenue dans V. Par ailleurs wgas (V) = 3; I'inégalité
h(ar) > ¢(n) wgan (V) ™! est donc fausse.

Dans la direction de la conjecture 1.3, nous allons établir le résultat
suivant :

Théoréme 1.4 Pour tout entier n > 1 il existe un nombre réel strictement
positif c(n), effectivement calculable, tel que la propriété suivante soit vraie.
Soit V une sous-variété algébrique V de GI,, définie sur une extension cyclo-
tomique K de Q et? supposons que V soit une intersection d’hypersurfaces

2. On remarquera que la variété V n’est pas supposé K-irréductible.



de G}, définies sur K et de degré au plus §. Alors, pour tout point o € V™,
on a :

(e = )57 (log(3lk @) "

ot k(n) :=2n(n+1)!" — 1. En particulier, si V' est définie par des équations
a coefficients rationnels de degré < §, on a :

h(a) > c(n)_lé_l(log(?)é))fn(n) :
pour tout point o € V'*.

Remarques :

(i) la dépendance en wg () dans la minoration de la hauteur du théo-
reme 1.4 est tres satisfaisante (& l'exception peut-étre des valeurs
de (n) et k(n)); en particulier ce théoreme est optimal a4 un e-
prés si K = Q. Par ailleurs, on devrait pouvoir faire disparaitre la
dépendance en le degré [K : Q], dans le facteur logarithmique, dans
Pesprit de [Am-Za]. Pour ce faire, il conviendrait sans doute de par-
venir & combiner les techniques de [Am-Za] et [Am-Dal].

(ii) le théoreme 1.4 est un raffinement du théoreme 1.5 de [Am-Da]. En
effet, si o € G, \ (G7}, )tors, notons wg(ev) le plus petit degré d'une hy-
persurface Z de GJ}, définie sur Q et telle que o € Z*. par définition,
on a wy(a) > wo(ar) avec égalité si les coordonnées du point av sont
multiplicativement indépendantes. Le théoreme qui précede donne
alors en particulier la minoration

(iii) dans le cas particulier ou n = 1, la variété V est de la forme :
V =U,cqa® /K)o (@) ot a € G, et V* est non vide si et seulement
si a est d’ordre infini. Dans ce cas, le théoréeme 1.4 montre que

(1) R
ho) > m(log@w«a) QD)

Le théoreme 1.4 est donc une version faible du résultat principal (sauf
bien sur si [K : Q] est assez petit devant [K(«) : K]) de [Am-Za] qui
assure lui :

h(a) >

¢ ( log(3[K (o) : K]) >13 .
[K(a) : K] \loglog(3[K(a) : K]) 7



Le théoreme 1.2 se présente comme une dichotomie : ou bien la hauteur
de a est assez grande, ou bien les cordonnées de a sont multiplicative-
ment liées, i. e. a est dans une sous-variété de torsion. Comme souvent en
géométrie diophantienne, cette dichotomie peut étre quantifiée, et ’'on peut
dans le cas dégénéré majorer le degré d’une variété de torsion passant par a.
Cette information est bien souvent porteuse d’applications arithmétiques de
nature distinctes de celles que I'on peut tirer du reste de I’énoncé, et en fait
nous déduirons méme le théoreme 1.4 d’un énoncé quantitatif de ce type :

Théoréme 1.5 Pour tout entier n > 1 il existe un nombre réel strictement
positif ¢ (n), effectivement calculable, tel que la propriété suivante soit vraie.
Soit K une extension cyclotomique de Q et o un élément de GJ},. Notons :

k(n):=2n(n+1)I" =1 et u(n);zzn((n+1)!n+(n_i_l)!nﬂ 9

Si
h(a) < Cl(”)_IWK(a)_1<log(3[K . Q]WK(G))>_K(n) 7

alors, il existe une sous-variété de torsion B contenant o, définie sur K et
K-irréductible, telle que :

(g B)7(5) < /() oy (e0) (o (31 : Q@)

Le déroulement de la preuve du théoreme 1.5 est tres similaire a celui du
théoreme principal de [Am-Da]. Nous indiquerons dans la suite les modifi-
cations nécessaire pour montrer le théoreme 1.5 ; nous ferons référence aussi
suivant que possible aux résultats et aux démonstrations de [Am-Da).

Au paragraphe 2 nous avons développé la machinerie de transcendance :
lemme de SIEGEL, estimation du rang, extrapolation, choix des parametres
et lemme de zéros. E la différence de [Am-Da], nous aurons besoin d’une
version du lemme de SIEGEL sur un corps de nombre (en l'occurrence, une
extension cyclotomique de @Q), d’ou la présence d’un discriminant. L’ex-
trapolation repose sur la généralisation du lemme clef de DOBROWOLSKI
(confer [Do]) déja démontrée dans [Am-Da]; cependant nous aurons besoin,
pour faire apparaitre la quantité wx (a)~! dans le terme principal de notre
inégalité, de composer isogénies (i. e. élévation & la puissance p-ieme) et
conjugaisons (i. e. par des éléments de FROBENIUS du groupe de GALOIS).
Le lemme de zéros est, a quelques détail pres, le méme que celui de [Am-Da].
Comme dans op. cit. on montrera a la fin du paragraphe 2 que < si la conclu-
sion du théoreme 1.5 est fausse, alors on peut trouver des petits multiples de
a pour lesquels l'indice d’obstruction wx (o) est pathologiquement petit par



rapport & « >. Malheureusement, cette proposition ne suffit pas plus que
dans loc. cit. pour conclure la preuve : comme dans [Am-Da] nous aurons
besoin d’un argument de descente, que 'on trouvera dans le paragraphe 3.
Enfin, les théoremes 1.5 et théoreme 1.4 seront démontrés au paragraphe 4.

C. POINTREAU nous a fait part de ses remarques sur une premiére ver-
sion de ce texte et nous a permis d’améliorer la présentation de nombreux
points. C’est un plaisir pour nous de pouvoir le remercier chaleureusement
ici.

1.1 Notations et rappels

Soit n un entier > 1; dans toute la suite du texte, nous plongerons G,
naturellement dans P" : par < degré > d'une sous-variété W de G}, noté
deg(W), on entendra le degré de I'adhérence de ZARISKI de W dans P". Dans
la suite du texte, on fixe également une extension cyclotomique K de Q, de
degré D et de conducteur fx ; en particulier, K = Q(¢) ou ¢ est une racine
fi-iéme primitive de 1, et ¢(fx) = D, ou ¢(-) est l'indicatrice d’EULER.
Soit p un premier ne divisant pas fx ; ce premier n’est donc pas ramifié dans
K. On notera ¢, € Gal(K/Q) 'automorphisme de FROBENIUS relatif a p.
Par abus de notation on posera : ¢1 = Id. Enfin, si P est un polynome a
coefficients dans Q et si ¢ € Gal(Q/Q), on notera P? le polynéme dont les
coefficients sont les conjugués par o de ceux de P.

Comme dans [Am-Dal, la preuve se fera par < extrapolation >sur des
multiplication par des premiers p; nous aurons besoin d’éviter des entiers
< exceptionnels > attachés a une sous-variété de G}, pour éviter des com-
portements pathologiques dans les diverses estimations, ce qui motive la
définition suivante (comparer avec la définition 2.2 de loc. cit.) :

Définition 1.6 Soit V' une sous-variété algébrique propre de G}, définie
sur K et K—irréductible, notons W une de ses composantes géométriqguement
irréductible. On note E(V') Uensemble des entiers relatifs | qui satisfont au
moins une des propriétés suivantes :

(1) I n'est pas premier avec fx ;

(1) il existe o € Gal(Q/Q) tel que (W) # W et o([UW) = [[]W ;

(it1) deg([l]WWV) < deg(W).

Les propriétés principales de l’ensemble E(V') sont résumées dans la
proposition suivante (confer [Am-Dal, proposition 2.4) :



Proposition 1.7 Soit V' une sous-variété propre de G},, définie sur K et
K-irréductible, de dimension d. On a alors :

(i) [E(V) 0 {p premier}| < &2 log([K : Q] deg(V)).

(it) Soient l et l' deux entiers n’appartenants pas a E(V). Alors : 1l ¢
EV).

Démonstration : le nombre de premiers p divisants fx est majoré
par :

2logp(fr)  2log[K : Q] '

log 2 log 2

Par ailleurs, la preuve de la proposition 2.4, point (i), de [Am-Da] montre
que ’ensemble des premiers p pour lesquels deg([p]W) < deg(W) est de
cardinal au plus (d+ 1)(log2) ! log deg(W). Enfin, le lemme 2.3, point (ii),
de op. cit. montre que le nombre de premiers p tels qu’il existe o € Gal(Q/Q)
avec o(W) # W et o([p]W) = [p|W est borné (log2) !logk, ol k est le
nombre des composantes Q-irréductibles de V. On a donc :

2 [K:Q]+d+1

1
E i < 1 1 1
(V)N {p premier} < og 2 og og 2 ogdeg(W) + Tog 2 ogk

d+2

< :

< T tog(K 5 O] bdeg()
d+2

= log(|K :
2 ([ 5 QJdeg(V)

ce qui montre le point (i). La preuve du point (ii) est trés similaire & celle
du point correspondant de la proposition 2.4 de op. cit. et la proposition
suit. o

2 La transcendance

La stratégie de la preuve du théoreme 1.5 est la suivante. On se donne
un point o de G}, satisfaisant les hypotheses du théoreme 1.5. On construit
alors un polynome de petit degré et de hauteur controlée s’annulant en a avec
une forte multiplicité (c’est 'objet du paragraphe 2.1), puis on en déduit que
ce dernier s’annule en de trés nombreux multiples de o (au paragraphe 2.2).
Un lemme de zéros suivi d'un argument de < descente > permet ensuite de
conclure.



2.1 La construction de la fonction auxiliaire

Contrairement & [Am-Da], ou la la fonction auxiliaire est rationnelle sur
Q, il convient ici de construire cette derniere sur I’extension cyclotomique
K (sinon, on ne parviendrait pas a remplacer wg(a) par wi (o) dans le
résultat). Cette premiere modification par rapport a op. cit. est facile, mais
fait intervenir le discriminant de K/Q (lemme de BOMBIERI-VAALER).

Proposition 2.1 Soient L et T deuz entiers > 1 vérifiant les inégalités :

Tlog(L+1
wi(a)T <L, e hla)< <)g(L+) .
Il existe alors un polynome non nul F € K|x1,...,x,] de degré < L, s’an-

nulant en a a un ordre > T tel que :

4" g (@) T? log(L + 1)

h(F) <log[K : Q] + 7

Démonstration : la preuve de cette proposition est identique a celle
de la proposition correspondante de [Am-Da] (proposition 4.2) : il suffit de
remplacer partout le corps des nombres rationnels par K. Dans I’application
du théoréeme 8 de [Bo-Val, il faut bien str prendre en compte le discriminant
de ce corps; cela conduit a la majoration suivante pour h(F') :

4" (@) T? log(L + 1)
L Y

a0 -{(2)" |disc<K>|}1/[K:Q] ,

(ot r1 est le nombre de places réelles de K et ry le nombre de places
complexes, et bien stir [K : Q] = 1 + 2r2). Comme K est cyclotomique,
si K # Q, ona, s = [K : Q]/2 et |disc(K)|"5¥ < fg. On en tire
oK) < 2fx/m < o(fx) = [K : Q] (car ¢(n) > /nsin >3, n # 6
et fx ne peut étre égal &4 6 ou < 2 si K # Q). Si K = Q, on a bien en tendu
c(K)=1=[K:Q|.o

h(F) <logec(K) +

2.2 Extrapolation

L’extrapolation suit dans les grandes lignes celle de [Am-Da] (et Do-
BROWOLSKI). On montre que la fonction construite au paragraphe précédent



s’annule également en de nombreux multiples de a. Une différence tout de
méme a signaler : comme on n’est plus sur le corps des rationnels, il convient
tout d’abord de généraliser convenablement le Théoreme 3.1 de op. cit. L’ar-
gument se transporte bien car d’'une part 'extension K/Q est abélienne et
d’autre part car on se restreint & des premiers non ramifiés dans K (voir la
définition 1.6).

Théoréme 2.2 Soit K une extension cyclotomique de Q, F € Q[x1, .. ., 7]
de degré < L et nul ¢ un ordre > T sur o(a) pour tout o € Gal(Q/K).
Pour tout nombre premier p € Z ne divisant pas fx et pour tout valuation
ultramétrique v de Q divisant p, on a la majoration :

|F9 (aP)|, < p~T|F|, max{1, |1y, ..., |an|, P .

Démonstration : on suit la preuve du théoréme 3.1 de [Am-Da] en rem-
placant 'anneau Z par ’anneau O des entiers de K. Comme dans loc. cit.,
on peut supposer que aq,...,q, sont des entiers algébriques engendrant
I’anneau des entiers de K (o, ..., ay,) en tant que Oxg-module. Cette preuve
montre alors que l'on peut écrire :

F=> fu-fir
ieNT

ou les f; sont des polynomes de O nuls en a.
Comme l'extension K/Q est abélienne, pour tout élément a € Ok et
tout premier p au dessus de p, ¢p(a) — a? € p, par suite,

¢p(a) —a? € (\p =pOx .
plp

Le petit théoreme de FERMAT s’applique donc aux f; mutatis mutandis
comme dans Z et donne alors :

ff;p(ffffa conwl) = £ ()P g, (%), g, (x) € Ok[x] .

On en tire :

F¢P(a7’) — pT Z gi, (@) ... gip () = pTﬂ
ieNT

pour un certain entier algébrique 3. Donc : |[F%»(a?)|, < p~7T, ce qui établit
le théoreme 2.2.

On en déduit comme dans [Am-Da] ’analogue suivant du lemme 4.3 de
op. cit. :

10



Lemme 2.3 Soient L et T deux entiers > 1 et p un nombre premier ne
divisant pas fi. On note

Dlog(L+1)\ !
T* =9 <1+(7“L ) log(L + )> x T
log p

et on suppose T* > 1. Soit de plus F' € K|x1,...,x,] un polynome de degré
< L, nul en un point o« € G}, a un ordre > T ; supposons aussi :

Tlogp
4pL

1
h(F) < ZTlogp et ha) <
Alors le polynéme F est nul en o & un ordre > T*.

En utilisant r fois le lemme 2.3, on en tire :

Lemme 2.4 Soient L, T et r trois entiers > 1 et p1,...,p, des nombres
premiers ne divisant pas fi. Pour s =0...,7, on note
s —1
1)log(L +1
Ty:=2-[] (1+ (n+ 1) log(L + )> X T
i log p;

(avec la convention Ty = T) et on suppose T, > 1. Soit de plus F €
Klxy,...,zn] un polynome de degré < L, nul a un ordre > T en un point c
de G}},. Supposons :

1
<z ' ,
h(F) < 1T 2in logp, (1)
et .
TT,1 ming <;<r 1ngj
4L py...py

ha) < (2)

Alors le polynéome FP»1%vr est nul en oP'Pr ¢ un ordre > T).

Démonstration : montrons cet énoncé par récurrence sur r (le cas r = 1
étant le lemme 2.3). Soit donc r un entier > 2; soient aussi L et T deux
entiers > 1 et py, ..., p, des nombres premiers ne divisant pas fx et soit enfin
F € Kl[z1,...,x,) un polynéme de degré < L, nul & un ordre > T en un
point o de GJ}, qui satisfait de plus les conditions (1) et (2). En particulier
ona:

Tr—2minj<j<,—11ogp;
4L py...pr—1 ’

1 .
ZTr_glglglgl?_llogpj et hla)<

11



par récurrence le polynéome F' Pp1%pr 1 est donc nul en @'+ Pr-1 § un ordre
> T, 1. On a h(F917%r—1) = h(F); par ailleurs, I'hypotheése (2) et la
relation h(aP'Pr) = p;...ph(a) impliquent :

T,_1minj<j<, logp;
4T

On déduit alors du lemme 2.3 (ou 'on a remplacé T™, p, « et F par T,_1,
Dr, QPLPr=1 et Foripra respectivement) que le polynéme F%r1~ % est
nul en oPPr 3 un ordre > T, ou :

(n+ 1)log(L + 1) > -1

h(apl---pr) <

X TT,1 = Tr .
log pr

Le lemme 2.4 est donc entierement établi. o

T =271 <1+

Le lemme 2.4 est ’analogue du lemme 4.4 de [Am-Da]; c’est au niveau
de la déduction du lemme 4.4 de op. cit. a partir du lemme 4.3 qu’une
erreur s’est glissée. Les hypotheses (11) et (12) du lemme 4.4 doivent étre
remplacées par les inégalités (1) et (2) ci-dessous. Cette erreur affecte le choix
des parametres (85 de loc. cit.) et donc la valeur numérique de la constante
k(n) dans le théoreme principal (théoreme 1.5) et dans les corollaires de ce
texte. Plus précisément, la valeur k(n) = (n+1)(n+1)!" —n donnée dans op.
cit. doit étre remplacée partout par k(n) = 2n(n + 1)!” — 1 comme indiqué
dans 'introduction.

2.3 Le choix des parametres

Nous montrons maintenant que si le point a vérifie les hypotheses du
théoreme 1.5, on peut choisir convenablement des entiers L et T" de telle sorte
que la fonction construite a 'aide de la proposition 2.1 vérifie les hypotheses
du lemme 2.4 ci-dessus pour < beaucoup > de nombres premiers. Soit @ un
point de G, ; on notera dans toute la suite de ce paragraphe 2 :

wi=wg(a), we:=3[K : Qw .

On choisit les parametres L et T :

1 logw, \*" 1/ logw, \"
L:= |Cfw|—7—— , T:= |Cf | ———
log log wi log log w
Soit de plus p un nombre réel tel que 0 < p < (n + 1)!"~L. On introduit
maintenant :

Nj:=(Cy logw*)Q(pH)"j'j!, j=1....n .
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Définissons pour finir n ensembles d’entiers, en posant :
Pj:={1}U{ppremier, logw, <p < N;}\{ppremier, p|fx}, j=1,...,n .

Ci-dessus, C désigne un nombre réel > 0, ne dépendant que de n, < suf-
fisamment grand >(en d’autres termes, les inégalités que nous serons amenés
a écrire seront vraies asymptotiquement en Cp).

On notera aussi c¢q,cg, ..., des nombres réels > 0 (effectivement calcu-
lables) ne dépendant que de n.

Notons que l'on a Zizl kEk! = (j 4+ 1)! — 1; on en déduit la relation
suivante que nous utiliserons plusieurs fois par la suite :

Ni...N; = (Cy logw*)2(p+1)"((j+l)!7l) ) (3)

(j=1,...,n). Notons que l'on a aussi :
logw <log(L + 1) < ¢1(log Cp) logw, , (4)
et :
log(N;) < calog(Co) loglog wi . (5)

La proposition suivante, résume 1’étape de transcendance :

Proposition 2.5 Supposons que

1

hle) < w(Co 1ogw*)2(P+1)n((n+1)!*1)+2n71 ; (6)
il existe alors un polynome non nul F € Ok |[x1,...,x,] de degré < L, tel que
F1%n soit nul en aP*Pr pour tout (p1,...,pn) € PL X --- X Py.

Démonstration : notons pour simplifier :

_ logws
~ loglogw,
On a alors : )
20T 2w - Cg A™ 4
I S 7 =1 <1,
(C§ /2)wA2  CfAn
et, grace a ’hypothese (6),
1 1
L 2 AZn 9 1 A"
L ey« 0BT ey < 20980y <1
T'log(L+1) (Cd /2)An. log w logw

13



ce qui montre que les hypothéses de la proposition 2.1 sont satisfaites.

On déduit donc de cette derniere l'existence de F' € Oklx1,...,xy]
de degré < L, s’annulant en @ a un ordre > T dont la hauteur satisfait
I'inégalité (utiliser (4)) :

4" T2 log(L + 1
WF) < loglK )+ LT loall ¥ 1

L
1
n+1 1 AN\2
< logws + A w(G AJ c1(log Cp) log wi
(C§/2)wA?
< c3(log Cp) logw, .
Soit (q1,...,qn) € P1 X -+ X P, et supposons gj,, ..., q;, premiers et g; =1

pour j & {j1,...,Jr}. Notons p; = ¢j, (i = 1,...,7). On a (en utilisant &
nouveau (4)) :

r—1

Dlog(L +1

2T—1H <1+ (n+ ) Og( + )> §C4(10g00)n—1An—1
i log p;

et donc :

04(log Co)n_lAn_l . 204(10g Co)n_l
1 =1

(Cy/2)Am loglogw,  Cy A.loglog w,

: -1
(Tr—1 min logp;)~" <

)

ou T;._1 est la quantité définie dans ’enoncé du lemme 2.4. Un calcul facile
permet maintenant de vérifier que les hypotheses de ce lemme sont satis-
faites; en effet, on a :

4h(F) < 80304(10g Co)n logw* _ 86364(10g Co)n <1.

T, —1minj<j<, logp; — C(;%A. log log w Cd%
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et, en tenant compte de la relation (3) :

4L pj, ... pj,
T, —1minj<j<, log p;

h(ox)

1
< 4002 wAzn.le ce er-204(10g Co)nil

T h(a)
Cy A loglog wy

1
< 8caCy (log Co) " LwA2n—1

Ni...Nyh
log log wi ! (e)

1
8caCy (log Co) " LwA2—1

- (Colog w*)2(/’+1)"((n+1)!—1)h(a)

log log wi

1
< ¢5Cf (log Co)"tw(log wy ) 2"~ (Cp log w, ) e+ Dn((nt1)=1)

> W_I(Co log w*)—2(p+1)n((n+1)!—1)—(2n—1)

1
= ¢sCf (log Co)" 'y D < 1.

Nous pouvons donc bien appliquer le lemme 2.4 qui nous assure que

Fe1%r est nul en aP*Pr 4 un ordre > T,, ou:

T -1
TT:27TH 1+(n+1)log(L+1) T
log p;

j=1

Comme auparavant, on a :

i (n+1)log(L+1)
o TT (1 < cg(log )" A™
11 ( ol < co(log o) A"

=1

d’ou : )
1 n
(€ /A"

T.>—— .
~ (log Co)mA™ —

Nous avons bien montré que F®a % est nul en a? 9" pour tout (q1,. ..

P x -« x Py, ce qui établie la proposition 2.5. 5
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2.4 Lemme de zéros

Nous allons maintenant utiliser une variant sur K du théoreme 3.2
de [Am-Da] (lemme de zéros avec isogénies) ; on pourra se reporter a [Da—Hil,
théoreme 4.10 pour un énoncé plus général, valable pour un groupe algébrique
commutatif quelconque sur un corps de nombres (et plus généralement sur
corps de caractéristique zéro).

Théoréme 2.6 Soit F € K|z1,...,zy,] un polynéme non identiquement nul
de degré < L, tel que F9r19rn (aPi=Pn) = 0 pour (pj,...,pn) € Pjx- X Py.
1l existe alors un entier r compris entre 1 et n, une sous-variété algébrique
V' propre et K-irréductible de G}, et (pr+41,...,Pn) € Pry1 X -+ X Py, tels
que

aPrPn e gy VO

et tels que de plus :

deg | | ¢, [pIV | < (N1... Np_qL)eodm(V) o
PEPr

Enfin, on peut supposer codim(V') < r.

Démonstration : on reprend les notations du §3.2 de [Am-Da] et la preuve
du théoreme 3.2 de op. cit. On note J; = (F') et, pour 2 <r <n+1,

5, = (G#(x"); GeTy, pePr)

Notons Y, la réunion des composantes V' de ’ensemble algébrique Z(J,) tels
que :

3(pr,....pn) €EPr x - x Py, tel que aP"7Pr € ¢y - pp, V.

On vérifie alors, comme dans loc. cit., que Y, # 0 et que [p|Y,41 C ¢,Y,
pour tout p € P.. On en déduit,toujours comme dans loc. cit., I'existence
d’un entier r tel que codim(Y;) < r < n pour lequel Y, et Y,;;1 ont la
méme dimension notée d. Si r est choisi minimal parmi les entiers [ tels que
dim(Y;) = dim(Y;41), on a bien n —d < r. Soit donc V une composante
irréductible de dimension d de Y, ; les inclusions [p|Y,+1 C ¢,Y; (p € Py)
et la proposition 3. 3 de [Ph] montrent alors I'inégalité (7).

Afin de pouvoir tirer parti du lemme de zéros, nous utilisons la version
suivante du lemme 5.2 de [Am-Da] :
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Lemme 2.7 Soit W une sous variété définie sur K et K-irréductible quel-
conque de GI' telle que :

log deg(W) < (Cplogw,)2PHin=1 (8)
Pour tout entier j, 1 < j <n, posons Pj(W):=P; \ E(W). On a alors :

(Oo log w*)2(P+1)nj.j!

; >
‘P] (W) ‘ ¢ (log Cp) log log w

Z C7

Démonstration : Pargument de loc. cit. se recopie mutatis mutandis une
fois noté que le nombre de premiers divisant fx est au plus log(fx) <
log(wy). o

Nous montrons maintenant que si le théoreme 1.5 est faux, on peut
trouver de petits multiples de a dont 'indice d’obstruction est beaucoup
plus faible que celui de o :

Proposition 2.8 Supposons que l'inégalité (hypothése (6)) :

h 1
() < w(Cp log wy )2(p+Dn((n+1)!=1)+2n-1

soit satisfaite. Supposons de plus qu’il n’existe pas de sous-variétés de torsion
B de G}}, définie sur K et passant par un conjugué de c telles que

(deg B)l/codim(B) <w (CO logw*)4n((p+1)(n+l)!fl> ' (9)

Soit enfin W wune sous-variété quelconque de G, définie sur K et K-
irréductible dont le degré satisfait 'inégalité (8) :

log([K : Q] deg(W)) < (Cplogw,)*®+m
Il existe alors un entier | ¢ E(W) tel que,

)

I < (Colog w,)2Prin((n+1)i=1)

et tel que :
! w

wi(a') < ColCoTogan) o

Démonstration : on suit la preuve de la proposition 5.3 de [Am-Da]. Soit
F' le polynome de degré < L fourni par la proposition 2.5. Ce polynoéme
satisfait en particulier les hypotheses du lemme de zéros (théoréme 2.6),
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appliqué aux nouveaux ensembles d’entiers P;(W) fixés au lemme 2.7. Le
lemme de zéros nous fournit donc une indice r et une sous-variété V de

GJ,, définie sur K et K-irréductible, passant par un conjugué d’une certaine

puissance o, avec

l¢ E(W)
(confer proposition 1.7, point (ii)) et :

< Npyi...Np < Ni...N, = (Cplogw,)?retD{(n+Di=1)

pour laquelle la conclusion du lemme de zéros (inégalité (7)) est satisfaite.
entier [ étant maintenant fixé, il reste & estimer wx (a!). Pour ce faire,
notons que cette inégalité donne en particulier (car 1 € P.(W)) :

deg(V)1/codim(V) < LNy ... N,

1
< CSC(?W(log W*)Qn (Colog w*)2”(ﬂ+1)(r!_1)
(10)
< w(Cplog w*)Qn((P+1)(n!_1)+l)

< w(Colog w*)zn((p+1)(n+1)!—1)

La variété B = [I]7'V passe par un conjugué de o et son degré satisfait
I'inégalité :

deg(B)l/codim(B) < ldeg(v)l/codim(V) < w(Cylog w*)4n((p+1)(n+1)!—1)

Par hypothese, la variété B (et donc V') n’est pas de torsion. Par ailleurs,
I'inégalité (10) montre en particulier que :

log([K : Q] deg(V)) < cy(log Cp) logws -

Soit Q:="P,.(W)\E(V); la proposition 1.7, point (i) et I'inégalité ci-dessus
assurent que |E(V)| est négligeable devant la minoration de |P;(W)| fournie
par le lemme 2.7; on a donc :

(Colog w*)Q(pH)nr.r!

>
Q1= e10 log(Cp) log log w,

Soit W une composante Q-irréductible de V. Comme cette derniere n’est
pas de torsion, le lemme 2.3, point (i), de [Am-Da] montre que les variétés
qﬁ;l[p]V et ¢;1[q]V (p,qg € Pr(W), p # ¢) n’ont pas des composantes
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en communes. Par ailleurs, @ N E(V) = () et donc (confer définition 1.6)
deg(d);l[p]V) = deg(qb;l[p]V) > deg(V), pour p € Q. En tenant compte
encore de 'inégalité (7) du lemme de zéros, on obtient donc :

1Qldeg(V) <deg [ | J ¢,'PIV | < (LNy ... Np_q)@im)

En tenant compte de I'inégalité codim(V') < r (confer théoreme 2.6), on
obtient la majoration suivante pour le degré de V :

deg(v)l/codim(v) S LNl . Nr—1'|Q|71/T :

On utilise maintenant la relation (3) pour estimer Nj ... N,_1, ainsi que la
majoration de |Q| obtenue ci-dessus et 'on en déduit :

deg(V)1/eodim(V) < LNy .. N,_y.|Q|7V/"

1
c11C¢ w(logwy)?™ (Cylog w,) XPHDRE=D) (166(Cp) log log wy ) /™
(loglog 3w)?™ (Cy log w*)2(p+1)m!

c11(log(Cp) loglog w, )Y/ w < w

< a—_
CZ}* (log log 3w)2 (Cy log w, )™ 1Co (Co log wy )"

N

Pour finir, comme wx (V) < ndeg(V)Y0dm(V) (confer [Ch], corollaire
2, chapitre 1, page 8 et exemple 1, page 9), on obtient :

codim w
wrclel) Swr(V) < n(deg(V) Y < Gm S
0 0 *

La proposition 2.8 est donc entierement établie. o

3 La descente finale

Si dans la proposition 2.8 qui précede, on pouvait assurer [ = 1, le
théoreme 1.5 s’en déduirait immédiatement. Ce n’est malheureusement pas
le cas et nous avons recours a essentiellement le méme argument de < des-
cente > que dans [Am-Da]. Ce dernier permet, & 'aide d’estimation fines du
stabilisateur de certaines variétés de montrer que < ’on ne peut appliquer
plus de n fois > de suite la proposition 2.8.

19



Soit K une extension cyclotomique de Q et @ € GJ},. Notons comme
auparavant

w=wg(a), ws = 3[K : Qi () .

La derniere étape de la preuve est tres similaire au §5 de [Am-Da]. On
commence par fixer 2n parametres (i = 1,...,n) :

1
CO(CO10g(w*))2n((n+1)!nﬂ_1) )

&, =

et
Li = (Co(log Cp)? log(w, )2t H(nt1i=1)

Remarquons que 1’on dispose des relations suivantes (confer [Am-Da], lemme 5.4),
qui nous seront utiles dans la suite :

Ll o Lz — (Cg(log 00)2 log(w*))27’L((n+1)!”—(7’l+1)!n7i) : (11)

Li-i—l o Ln — (C()(log 00)2 log(w*))?n((n-i-l)!”—i_l) ' (12)

Si comme indiqué on pouvait < appliquer n fois de suite > la proposi-
tion 2.8, on se retrouverait avec des suites de variétés vérifiant des propriétés
particulieres, motivant la définition suivante calquée sur la définition 5.1 de

[Am-Da].

Définition 3.1 On note W [’ensemble des triplets (k,1,V), ot k € [0,n]
est un entier, 1 = (l1,...,lx) est un k-uplet d’entiers avec 0 < I; < L;,
et V.= (Vo,..., Vi) est un (k + 1)-uplet de sous-variétés propres de G},
deﬁmes sur K et K- M’redu tibles, telles jue @ € Vo et telles que
E(Viy) et [l;]~ V- contzent _1 pouri=1,...,
m) ourz—b k., lon a
deg(V;) < (Lz—I—l .Lywk (o

(i) Pouri=1,...,k, l'on a :

wK(all...li) < 5in(all...li_1) )

Lo )COdlm(Vi)
1

Enfin, on note Wy le sous ensemble suivant de W :

Wo:={(k,, V) e W, dim(Vp) < dim(V}) < --- < dim(V})} .

Comme pour tout ¢ < n, on a ¢; < 1, on a en particulier pour tout
(k,LV) e W :

wi (@l < wie(alt-ti-1), i=1,...,k . (13)
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Introduisons enfin, comme dans loc. cit., une relation d’ordre total sur
les suites finies de longueur < n + 1 d’entiers positifs ou nuls et strictement
inférieurs & n. Soient (v) = (v;)o<i<k, et (V') = (v})o<j<p deux telles suites.
On dira que (v) < (V') si

(Ui)ogz‘gmin{k,k'} < (Ug)()gigmin{k,k’}

pour l'ordre lexicographique, ou, si (vi)o<i<min{k,k'} = (V})o<i<min{k,k’} €t si
la longueur k de la suite (v) est > a la longueur &’ de la suite (v').

Avec ces notations et conventions, on dispose de la proposition suivante :

Proposition 3.2 Soit o un point de G}, ; supposons qu’il n’existe pas de

sous-vari€tés propres Z de G, passant par o, qui sont de torsion, définies
sur K et K-irréductibles, telles que :

(deg B)!/0dim(B) < (Cy(log Cp)? log w*)2"((”+1)!n+(n+1)!"*1—2)

Supposons de plus que :

1
w(Co(log Cp)? log(w*))2n(n+1)!n—1

ha) <

Alors, Wy #W.

Démonstration : remarquons tout d’abord que Wy # (). En effet, soit
Vo une hypersurface de G}, définie sur K et K-irréductible, passant par c,
telle que deg(Vp) = w : le triplet (0,0, (Vp)) appartient alors & Wy.

Comme 'ensemble des suites finies d’entiers compris entre 0 et n — 1, de
longueur au plus n, strictement croissantes (au sens usuel) est fini (en fait
de cardinal < 2™ — 1), il existe un élément (k,1, W) de Wy tel que la suite
(dim(W;))o<i<k soit minimale pour <.

Fixons un tel triplet, et remarquons en particulier que £ < n — 1 (sinon,
par le principe des tiroirs, il existerait un indice 7, 1 < i < k pour lequel

On se propose d’utiliser la proposition 2.8 avec :

p=(n+1)"" 1k _1, W =Wy,

et a remplacé par &', On a h(a!t) =11 ... [zh(a) et wi (o) <
wrk (o) (par la relation (13)). Donc, en utilisant la formule (11) pour estimer
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[L; L et 'hypothese sur h(a), on a :

h(a’ll"'l’“)wK(all“'lk) < wli. . Lyh(a)
n n—k
w (CO(IOg 00)2 log(w*))Qn((n+1)' *(TL+1)! )

w (Cplog(Cp)? log(w,)) 2D =1

= (Collog Co)? log(w,))~2n(nrD 1

< (Colog(ws))™ ,

avec :
e = 2n(n+1)"F—1

= 2(p+1)n(n+1)!=1)+2n—-1+2pn

> 2p+)n((n+1)—1)+2n—1 .

L’hypothese sur h(a!'*) de la proposition 2.8 (relation (6)) est donc
satisfaite.

Supposons par ’absurde qu’il existe une variété de torsion B de G},
définie sur K et passant par ol qui satisfait la majoration (9). Dans
ce cas, posons B’ :=[l;...l;] ' B; c’est une sous-variété de torsion de G,
passant par « et dont le degré est :

deg(B') = (Iy ... 1;)°%™B) deg(B) .

En tenant compte de la formule (11) (pour estimer [[, L;) et de I’hy-
pothese (9) sur le degré de B, on a :

(deg B/)l/codim(B’) < Ly... Lk(deg B)l/codim(B)

(Co(log Co)? log wy) 2n((n+1)1m— (n+1)1"=+)

IN

X w (Co log w*)4n((n—i—l)!“*lfk(n_i_l)!_l)

IN

)

n n—1_
w (Co(log 00)2 logw*)2n((n+1) +(n+1). 2)
ce qui contredit I’hypothese sur le degré des variétés de torsion contenant
éventuellement cx.
Notons enfin que la variété W = Wy vérifie la condition imposée dans
la proposition 2.8. En effet, en utilisant le point (ii) (avec i = k) de la
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définition 3.1, I'inégalité (13) (pour majorer wx (at*)) et la formule (12)
(pour estimer [[;5;; L;), on obtient :

n

log([K : Q] deg(Wy)) < log[K : Q]+n210g Li4nlogw < (log Co)? log(ws) -
i=1

Les hypotheses de la proposition 2.8 sont donc satisfaites. On déduit alors

de cette derniere qu’il existe un entier I+ € E(Wy), tel que lp+1 < Li4q et

wK(all”'l’““) < 6k+1wK(al1'”l’f) .

Le triplet (k,1, W) € Wy, et satisfait donc en particulier les hypotheses
du lemme 5.9 de® [Am-Da]. Appliquons ce dernier avec I’entier lj,; donné
par la proposition 2.8 : on en déduit I'existence d’un entier k', 0 < k’ <
kE+1 < n, et d'une certaine variété propre Z de GJ;, définie sur K et
K-irréductible, de degré

< lk’-i—l ce lk+1LdK(al1"'lk+l) deg(Wk/) s

telle que [ly/] ™' Zp D Wiw_1 et tel que? codim(Zy) = codim(Wy) + 1. De
plus, on a :

(dlm(W(_)), e ,dim(Wk/_l), dlm(Zk/)) < (dlm(Wo), .. ,dlm(Wk)) .
Nous allons maintenant vérifier que :
(k/, (ll, ey lk/), (W(), ey Wk'—la Zk/)) eEW .

Pour ce faire, il suffit de vérifier les conditions de (i) a (iii) de la
définition 3.1 avec ¢ = k’. La premiere partie de la condition (i) est assurée
par le choix de Iy si k' = k + 1 et par 'hypothese (k,1, W) € Wy sinon ;
la deuxiéme partie est assurée par construction de Zi; (et toujours par
hypothese si ¥ < k+1). Un argument similaire s’applique pour la condition
(i11). Montrons donc (ii). Les relations sur la codimension et sur le degré de
Zy, la majoration du degré de Wy (définition 3.1) et 'inégalité (13), nous
assurent que :

deg(Zk/) < lk’+1 AN lk+1UJK(al1'"lk+1) deg(Wk/)

< Lig1 . Lowr (@) (L . Lpwie (ot )ycodimWie)

= (Ligq--- anK(all“'lk’))COdim(Zk’) )

3. Qui est encore vrai avec Q remplacé par K et 6 remplacé respectivement par wg.
4. Dans ce qui precede, on a utilisé les conventions : codim(Wx11) = 0, deg(Wi+1) =1,
W_1 ={o(a), 0 € Gal(Q/K)} et lo = 1.
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Comme la suite des dimensions (dim(Wy), ..., dim(Wy_1),dim(Zy)) est
strictement inférieure a la suite (dim(Wp),...,dim(W%)) et comme cette
derniere est minimale sur les éléments de Wy, on en déduit que le triplet :

(k:,, (ll, ey lk/), (Wo, ceey Wk’—l, Zk/)) eWw \ Wo R

ce qui établit la proposition 3.2.o

4 Preuve des théoremes principaux

Nous pouvons maintenant établir les théoremes 1.4 et 1.5 annoncés dans
Iintroduction. Le théoreme 1.4 se déduit directement du théoreme 1.5 par
< production > de petites relations si la hauteur de a est trop petite; le
théoreme 1.5 s’établit lui directement & partir de la proposition 3.2 en com-
parant les degré de variétés choisies parmi un élément de W\ Wy et en
tenant compte de maniere essentielle de leur stabilisateur.

Démonstration du théoréme 1.5 : soit K une extension cycloto-
mique de Q, et o € G}, ; pour montrer le théoreme 1.5, il suffit de supposer
les hypotheéses de la proposition 3.2 satisfaites, et d’en déduire une contra-
diction. Appliquons donc la proposition 3.2 a a; soit (k,1, V) un élément de
W\ Wy, et soit ¢ un entier 1 < i < k tel que dim(V;—1) = dim(V;). On sait
de plus qu'il existe un élémént I; & E(V;_1) tel que :

LIVio Vi,

(par la propriété (ii) de la définition 3.1). Notons Wi,..., Wy les com-
posantes Q-irréductibles de V;_i; par la définition 1.6, les variétés [I;]W,
(a = 1,...,k) sont deux-a-deux distinctes et sont de degré > deg(Wh).
Donc, deg([l;]Vi—1) > deg(Vi—1). D’autre part, [I;]V;—1 C V; et ces variétés
ont la méme dimension ; on en déduit que :

deg(Vi—1) < deg(Vi) .

Mais, comme V;_; passe par ol

i-l1,on a:
wK(all"'lifl) < ndeg(VL’_l)l/COdim(Vi)

par un résultat de M. CHARDIN (confer [Ch], corollaire 2, chapitre 1, page 8
et exemple 1, page 9). En appliquant les relations (i) et (iii) de la définition 3.1,
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on en tire :
wK(all.l.li_l) < ndeg(‘/;,l)l/wdim(vi—l) < n(deg(vi))l/codim(\/i)

< nLigr ... Lywi(al'1) <ngiLigy ... Lywg (@ 11)

Enfin, la formule (12) et la définition de ¢; donnent :

n (CO log(CO)Q log(w*))Qn((n+1)!n—i71)

Co (Co log(w*))%((nﬂ)!nﬁ_l)
n(log Co)4n((n)t" ' =1)

— e wK(all---lifl) < wK(ah---liq) )
0

(J.]K(allll_l)

wK(all...li_l)

Cette inégalité est fausse, une contradiction. Les hypotheses de la proposi-
tion 3.2 ne sont donc jamais satisfaites : c’est le théoreme 1.5. o

Démonstration du théoréme 1./ : on montre le théoréme par
récurrence sur n. Sin = 1, les théorémes 1.5 et 1.4 coincident (la majoration
de ordre de la torsion fornie par le théoréme 1.5 est triviale). Supposons
donc le théoreme vrai pour un certain entier n — 1 > 1 et supposons par
labsurde qu’il soit faux pour n. Soit Cy(n) un nombre réel assez grand
(que V'on pourrait calculer effectivement & partir de la constante ¢/(n) du
théoreme 1.5). Il existe alors un entier § > 1, une sous-variété algébrique V'
de G, définie sur un corps cyclotomique K par des polynomes de K[x] de
degré < § et un point & € V n’appartenant a aucune sous-variété de torsion
contenue dans V et tel que

h(a) < CO(”)_15_1(log(3[K : @]5)>*2n(n+1>m+1

Remarquons que wg (o) < § (puisque a € V) : le théoréme 1.5 nous assure
donc que o appartient a une certaine sous-variété propre B de G}, de
torsion, définie sur K et K-irréductible dont le degré est majoré comme
ci-dessus :

2an((n+1)!"+(n+1)"—1-2
) ((n+1)!"+(n+1) ) (14)

(deg B)"/5m(E) < /(1) 6 (1og(3[K : Q]9)
écrivons

B= |J He©Q

ceGal(K(¢)/K)
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ou H est la composante neutre de B et { € G}}, est un point de torsion.
Quitte a remplacer ¢ par un de ses conjugués, on peut de plus supposer que
a € H¢. Soit A le sous-groupe de Z" des relations de H :

A={X€Z" tel que Vx€ H, x*=1} .

On sait que le volume de A (par rapport a la métrique euclidienne usuelle)
est égal au degré de H ; le théoréeme de MINKOWSKI nous fournit alors un
vecteur non nul A € A tel que :

M := max {|\|} < (deg H)'/eodim(H)
1<i<n
On peut supposer que Ap, ..., A, sont globalement premiers entre eux (car
H est connexe) ; quitte & renuméroter les variables et a changer les signes,
on peut également supposer \, = M. Le sous-tore H' d’équation x* = 1
contient donc H et il est paramétré par I'application ¢ : G 1 — G
suivante :

~\ —An—
gp(x):(xi‘",...,xf‘l’il,xl Yooz, 0T

Soit B € p~Ha.¢™1) et notons V! = ¢~ (V¢™1). On a alors :
(a) V' € G ' car BZV et donc H ¢ V¢t De plus, V' est définie
sur le corps cyclotomique K’ = K(¢{) par des polynomes de K'[x]
dont le degré satisfait I'inégalité® :

< max{Ap, |[A1 4+ -+ Ap_1]}6 < nbMé

(b) par construction, 3 € V' et 3 n’appartient & aucune sous-variété de
torsion incluse dans V'. En effet, si 8 € B’ C V' pour une certaine
sous-variété de torsion B’, alors on aurait @ = p(8)¢ € ¢(B')¢ C
e(V"¢ C V, avec ¢(B’)¢ de torsion, contre le fait que v n’appartient
a aucune sous-variété de torsion contenue dans V' ;

(c) les hauteurs de « et 3 sont liés par I'inégalité :

h(@) = h(p(B)) = h(By",..., Bymy) = Aah(B) = MA(B) .
Par hypothese de récurrence, il existe une constante c(n — 1) > 0 tel que

M~'h(@) > h(B) = c(n—1)"" (nM6) ! (log(3[K" @].nMa))Q(nl)mMH

5. On remarquera que, si Z est une hypersurface définie sur K, contenante a la fois V'
et H'¢, alors o~ (Z¢™') = G, Donc, on ne peut conclure que wg+ (V') < nMwk (V).
Pour cette raison nous devons faire intervenir la régularité § et non seulement 1’indice
d’obstruction wk (V).
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d’ot1, compte tenu de la majoration M < (deg H)'/cdim(H) < deg(H) et de
I’égalité
deg(B) = [K' : K] deg(H) |
on obtient :
—2(n—1)n!"" 141
h(a) > ¢(n — 1)*1n*16*1(log(3n[K : Q) deg(B)6)>

L’inégalité (14) majorant deg(B), on voit pour finir que 1'on peut choisir
Co(n) assez grande de telle sorte que :

>2n(n+1)!”—1 )Qn(n+1)!"—1

nc(n—l)(log(?m[K : Q] deg(B)9) < Co(n)<log(3[K : QJ0)

Pour un tel choix de Cy(n) on a nécessairement :

h(a) > Co(n)'67!(log 3[K : @] §) 2(n=1m" 41

> Cy(n) "' (log 3[K : Q] §) 2n(ntDI"+1

Contradiction. D’ou le théoréme 1.4. o
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